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 7   פתח דבר  

  תח דברפ
  

  
כמעט כל החומרים בטבע הופכים להיות מוצקים בטמפרטורות נמוכות. בתנאי שיווי משקל, 

הקורס  המוצקים הללו הם גבישים, שבנויים מיחידות בסיסיות שחוזרות על עצמן באופן מחזורי.

מתרכז בתכונות של גבישים מחזוריים. והוא הנוכחי הוא מבוא לפיסיקה של המצב המוצק, 

מוצקים הפיסיקה של המצב המוצק היא חלק מהפיסיקה של החומר המעובה, שכוללת גם 

פולימרים, נוזלים, גבישים נוזליים, שאינם מחזוריים (כגון זכוכיות) וחומרים רכים, כמו 

  רס הזה מיועד גם להכין את הקורא לקורסים מתקדמים בנושאים הללו.ועוד. הקו ממברנות

  
החומר בקורס מבוסס על קורסים שניתנו על ידי שני המחברים הן באוניברסיטת תל אביב והן 

במיוחד כדי ללוות קורס שמיועד ללמידה  הצגת הדברים הותאמהבאוניברסיטת בן גוריון בנגב. 

ם יותר לעומת ספרי לימוד אחרים, והפרקים משופעים מרחוק. לצורך זה ההסברים מפורטי

בשאלות שמיועדות לאפשר לקוראים לוודא שהם מבינים את החומר, הן בגוף כל פרק והן בסופו. 

  להתמודד עם השאלות לפני שקוראים את התשובות (שמופיעות בסוף כל פרק). חשוב מאוד 

  
ד שנרכשו במספר קורסים שנכללו קורס בפיסיקה של המצב המוצק מיישם ומאחד מושגי יסו

כדרישות קדם: מכניקה, חשמל ומגנטיות, פיסיקה מודרנית, חדו"א. רבות מהתכונות של המצב 

המוצק נובעות מתורת הגלים, מהמכניקה הקוונטית ומהמכניקה הסטטיסטית. כיון שהקורסים 

תמש בידע בנושאים הללו לא נדרשו כדרישות קדם, עיקר החומר שמוצג בקורס הנוכחי מש

ההרחבות הנדרשות של הידע הזה  הבסיסי התואם מהקורס "מבוא לפיסיקה מודרנית".

עם זאת, ברור שכדאי ללמוד (קודם או  מוסברות בפרוטרוט בגוף הספר, או נכללות בנספחים.

  במקביל) גם את הקורסים הנזכרים.

  
מנחה בכל שנה יוכל הספר כולל גם נושאים מתקדמים, שאפשר לדלג עליהם בקריאה ראשונה. ה

לבחור על מה לדלג. עם זאת, מומלץ לקוראים להרחיב את הידע ולעקוב גם אחרי מקורות 

נוספים. כמעט כל נושא מפורט היום בהרבה אתרי אינטרנט. הרשת כוללת גם מצגות של קורסים 

קיימים גם הרבה מאוד ספרים סטנדרטיים שמשמשים להוראת הקורס באוניברסיטאות  דומים.

   דוגמאות בולטות הן: ונות בעולם.ש

  
C. Kittel, Introduction to Solid State Physics, Wiley 2005. 

N. W. Ashcroft and N. D. Mermin, Solid State Physics, Sounders College 1976. 

P. M. Chaikin and T. C. Lubensky, Principles of Condensed Matter Physics, Cambridge 

University Press 1995. 

M. P. Marder, Condensed Matter Physics, Wiley 2010. 
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. וגם הרבה נושאים נוספים, שני הספרים הראשונים מכילים את החומר הבסיסי שנכלל בקורס

שהתגלו אחרי שהספרים הבסיסיים הללו , הספר הנוכחי מתייחס גם לתופעות חדשות, עם זאת

שני הספרים האחרונים ). ועוד, גרפן –ממדיים של פחמן - גבישים דו, בישיםג-למשל קוואזי(נכתבו 

  .שלא נכללו בקורס הנוכחי, מכילים גם נושאים בפיסיקה של החומר המעובה

  
תודה מיוחדת . המחברים אסירי תודה להרבה פיסיקאים שעזרו לשפר את הצגת החומר בספר

ו הערות מועילות רבות ועקבו אחרי כל שלב שהעיר, מגיעה לפרופסורים יוסף ורבין ויורם קירש

דרור אורגד ויעקב קנטור העירו על ההצעה , הפרופסורים אסא אוורבך. בהתקדמות הספר

הפרופסורים אלכסנדר פלבסקי ואפרת שמשוני עברו על כל פרק . המקורית של תוכן הקורס

והכינו הרבה , רגיליםליאורין בדקו את התכשלומי מתתיהו ובעיקר יעקב . והציעו דרכים לשפרו

יורי רוזנברג וחגי שקד תרמו מהידע שלהם בנושאים , הפרופסורים רון ליפשיץ .מהאיורים

הערות התקבלו גם מהפרופסורים ). פיזור נויטרונים, X-פיזור קרני, גבישים-קוואזי(מרכזיים 

ן מיכאל קרויטר הנחה את הקורס הראשור "ד. עדיאל שטרן ומשה שכטר, אליהו איזנברג

ראוי לציין . וניסיונו תרם לשיפור המהדורה הסופית של הספר, 2015-ב, באוניברסיטה הפתוחה

, הפתוחה ההוצאה לאור של האוניברסיטהו האקדמי מחלקת הפיתוח גם את העזרה הרבה של

  .שריקי ושל שרונה יוהן-ובמיוחד של רחל אהרון

  

  

  אמנון אהרוני 

  וולמן-אורה אנטין

  

  2018 נובמבר

  



 9   מבוא :1פרק   

  

  

  

  1פרק 
  מבוא

  

  

הפרק הזה, הפותח את הקורס, מתחיל מסקירה של מצבי צבירה שונים של החומר. בגז 

החלקיקים נמצאים במיקומים אקראיים, בנוזל (או בזכוכית) יש סיכוי סטטיסטי מוגדל למצוא 

זוגות חלקיקים במרחקים מסוימים ביניהם, ובגביש החלקיקים מסודרים על סריג מחזורי. 

ם כלול בפונקציית המתאם, שנותנת את הסיכוי למצוא זוגות המידע על מיקומי החלקיקי

חלקיקים במרחק נתון ביניהם. ספר זה מסביר את מושגי היסוד הדרושים כדי לדון בפיסיקה של 

מערכות שמכילות חלקיקים רבים, ומדגים אותם בעיקר לגבי המוצקים המחזוריים. המבנה 

ועדף אנרגטית בטמפרטורות נמוכות. הבנתו המחזורי המסודר, שנקרא גם גביש, הוא המבנה המ

מסבירה את המגוון הרחב של תכונות של מוצקים שונים, ומאפשרת לפתח טכנולוגיות 

  מתקדמות. 
  

פחמן מופיע בטבע במבנים מחזוריים רבים ומגוונים, שמתקיימים בשלושה ממדים של המרחב, 

אבל גם בשני ממדים (מישורים), בממד אחד (שרשרות) ואפילו באפס ממדים (מולקולות גדולות). 

, ומשמשים דוגמאות 1.2מבנים אלה, שחלקם התגלו רק בשנים האחרונות, מתוארים בסעיף 

  ופיעו בהמשך הקורס. למבנים הרבים שי
  

סוקר את הפרקים הבאים בקורס, שעוסקים במבנה הגבישי, בשיטות ניסיוניות לזיהוי  1.3סעיף 

המבנה הזה, באנרגיות הקשר שקובעות את המבנה הגבישי עבור חומרים שונים, בתנודות 

  האטומים בגביש ובתכונות האלקטרוניות של מוצקים.

  

  

   רשימת מושגימ
  

 allotropes  ...........................................................................................................  אלוטרופים

 entropy  .................................................................................................................  אנטרופיה

 free energy  ..................................................................................................  אנרגיה חופשית

 bonding energy  ................................................................................................  אנרגיית קשר

 periodic crystals  ........................................................................................  גבישים מחזוריים

 liquid crystals  ................................................................................................  גבישים נוזליים

 gas  ..................................................................................................................................  גז
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  graphite  .....................................................................................................................  גרפיט

 graphene  ......................................................................................................................גרפן

 molecular dynamics  ............................................................................... דינמיקה מולקולרית

 periodic table  ............................................................................................  הטבלה המחזורית

 glass  ........................................................................................................................  זכוכית

 quantum wire  ......................................................................................................  חוט קוונטי

 amorphous material  .........................................................................................  חומר אמורפי

 condensed matter  ...............................................................................................  חומר מעובה

 diamond  ...................................................................................................................  יהלום 

 periodic crystal structure  ..........................................................................  מבנה גבישי מחזורי

 solid  ..........................................................................................................................  מוצק

 water  ...........................................................................................................................  מים

 dimension  ....................................................................................................................  ממד

  order-disorder transition  ...........................................................................  סדר-איו מעבר סדר

 phase transition  ..................................................................................................  מעבר פאזה

 meta-stable state  ...........................................................................................  סטבילימצב מט

 state of matter  ....................................................................................................  מצב צבירה

 equilibrium state  .........................................................................................  משקל- מצב שיווי

 liquid  ...........................................................................................................................  נוזל

 nanotechnology  .................................................................................................  ננוטכנולוגיה

 quantum dot  ..................................................................................................  נקודה קוונטית

 periodic lattice  ..................................................................................................  מחזוריסריג 

 phases  .......................................................................................................................  פאזות

 topological phases  .....................................................................................  פאזות טופולוגיות

 polyyne  .....................................................................................................................  פוליין

 polymorphs  ........................................................................................................  פולימורפים

 fullerene  ....................................................................................................................  פולרין

 radial correlation function  ..........................................הרדיאלית (הקורלציה) פונקציית המתאם

 carbon  ........................................................................................................................  פחמן

 scattering of radiation  .........................................................................................  פיזור קרינה

 mesoscopic physics  ..................................................................................  פיסיקה מזוסקופית

 fluctuations  .....................................................................................................  פלוקטואציות

 nano-ribbon  ...............................................................................................................  ננו-פס

 nano-tube  ..............................................................................................................  ננו- צינור

 quasi-crystals  ................................................................................................  גבישים-קוואזי
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 cumulene  ................................................................................................................  קומולין

 ice  ..............................................................................................................................  קרח

 quantum fluctuations  ....................................................................................  תנודות קוונטיות

 thermal fluctuations  ......................................................................................  תנודות תרמיות

  

  

  מהו המצב המוצק?  :1.1
  

עוסקת במה שקורה למספר גדול מאוד של אטומים או מולקולות,  הפיסיקה של המצב המוצק

כאשר כוחות המשיכה ביניהם גורמים להם להצטופף בנפח מוגבל במרחב, במבנה קשיח. חוקי 

ועל  חשמל, על תורת המכניקההפיסיקה שקובעים את הכוחות הללו מבוססים בעיקר על תורת ה

. סטטיסטיתהמכניקה גם שימוש בחוקי ה . המספר הגדול של האטומים דורשקוונטיםתורת ה

הבנת הפיסיקה של המצב המוצק דורשת ידע בארבע התורות הללו. מתברר שאותם חוקי יסוד 

(מיקרוסקופיים) מובילים ליצירת סידורים שונים של האטומים (או המולקולות) בתוך המוצק 

יות. מטרת הפיסיקה של (המקרוסקופי), וכתוצאה מכך גם למגוון גדול מאוד של תכונות פיסיקל

המצב המוצק היא להבין מדוע אותם חוקי יסוד אחראים להופעתן של תכונות שונות כל כך. 

למשל, מדוע מוצקים מסוימים הם מוליכי חשמל טובים (כלומר, מתכות), ומוצקים אחרים הם 

ול), על? מדוע מוצקים מסוימים שקופים למעבר אור (או גלי ק- מבודדים חשמליים או מוליכי

ומוצקים אחרים מחזירים את האור (או הקול) שפוגע בהם? מדוע מוצקים מסוימים הם 

קשיחים, ומוצקים אחרים הם רכים? מדוע מוצקים מסוימים מגלים תכונות מגנטיות, ומוצקים 

   (עם מומנטי דיפול חשמליים)? אחרים מגלים תכונות פרואלקטריות
  

בנוסף להבנה של חומרים מוצקים שנמצאים בטבע, הפיסיקה של המצב המוצק מאפשרת גם 

. דוגמאות טכנולוגיות בולטות טכנולוגיות חדשות, ובאמצעותם לפתח חומרים חדשיםלפתח 

כוללות את המצאת הטרנזיסטור, את פיתוח המעגלים האינטגרליים  20-מהמאה ה

ות המגנטיים של מחשבים, את הננוטכנולוגיה, ועוד. והמיקרואלקטרוניקה, את פיתוח הזיכרונ

, עם התגליות של פון 20-ההיסטוריה של הפיסיקה של המצב המוצק התחילה בתחילת המאה ה

) על תמונות העקיפה המחזוריות של Bragg) ושל האב והבן ממשפחת בראג (von Laueלאואה (

ציון חשובות אחרות כללו את הבנת ). נקודות 3שמפוזרות מגבישים מוצקים (ראו פרק  X-קרני

), גילוי 6, פרק Blochההתנהגות של אלקטרונים שנעים בפוטנציאל מחזורי בגבישים על ידי בלוך (

), הבנת המגנטיות על Bardeen, Brattain and Shockleyהטרנזיסטור על ידי ברדין, ברטין ושוקלי (

העל על -), גילוי מוליכות6, 4, 2, פרקים van Vleck) וון וולק (Anderson, אנדרסון ()Néelידי נֶאֶל (

) והתפתחות ההבנה שלה (התאוריה של ברדין, קופר Kammerlingh-Onnesאונס (- ידי קמרלינג

הניסיונות של ו, Josephson, התאוריה של ג'וזפסון, Bardeen, Cooper and Schriefferושריפר, 

עוד. עם זאת, בארבעים השנים האחרונות חלו ), ועל-נהור בין מוליכי, על מִ Giaeverגיאוור, 

התפתחויות רבות במיוחד בתחום: התגלו אפקט הול הקוונטי, מיקרוסקופ המִנהור האלקטרוני 

-חשמלית ענקית, קוואזי-העל בטמפרטורות גבוהות, מערכות עם תגובה מגנטו-הסורק, מוליכות
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הוענקו עשרים וחמישה פרסי נובל  2016-1985גבישים, גרפן, הפאזות הטופולוגיות, ועוד. בשנים 

בפיסיקה ושנים עשר פרסי נובל בכימיה על נושאים שקשורים ישירות לפיסיקה של המצב 

ועד  1901-המוצק, וזאת אחרי מספר דומה של פרסים שהוענקו על נושאים דומים בכל השנים מ

פרי לימוד . רבים מהנושאים החדשים הללו, שהתגלו בשנים האחרונות, לא נכללו בס1985

קלאסיים על המצב המוצק, אבל יוזכרו בהמשך ספר זה. גם רבות מהדוגמאות שתוצגנה בספר, 

  תתייחסנה לחומרים ולתכונות שהתגלו לאחרונה.
  

המגוון הרחב של מוצקים ושל תכונותיהם אחראי לכך שיותר ממחצית הפיסיקאים בעולם 

יקאי שמכיר את כל שיטות המחקר חוקרים את הפיסיקה של המצב המוצק. אין היום אף פיס

בתחום ואת כל סוגי החומרים המוצקים. עם זאת, כולם נזקקים קודם כול לכלים הבסיסיים 

שנכללים בספר הזה. כלים אלה חשובים גם לכימאים של המצב המוצק, למהנדסי חומרים 

  ואלקטרוניקה, ועוד.
  

החומר:  של, פאזות, או מצבי צבירהמזכירים בדרך כלל שלושה  בקורסים בסיסיים :מצבי צבירה

האטומים או המולקולות של , שבו גז בטמפרטורות גבוהות כל החומרים נמצאים במצב שנקרא

ם את הכלי באופן אקראי החומר נעים בחופשיות בתוך הכלי שמכיל אותם, כך שהם ממלאי

אטומים אחרים  ידיעת המיקום של אטום מסוים איננה נותנת שום ידע על המיקום של והומוגני.

נפח היחס בין מספר האטומים הכללי לבין הגז נקבעת על ידי של הממוצעת צפיפות הבכלי, ו

, שבו האטומים מתפרקים פלזמה(בטמפרטורות הרבה יותר גבוהות קיים גם מצב ההכלי. 

 שלו, שבה טמפרטורת הרתיחה, מגיעים אל כשמקררים את החומרלגרעינים ולאלקטרונים.) 

, לבין אדים של החומר הזה, שממשיכים להתנהג נוזלנוצרת הפרדה בין חומר צפוף יותר, שנקרא 

ממלא את החלק הצפוף יותר הנוזל  בגלל כוח הכובד,בין הגז לנוזל.  מעבר הפאזה. זהו גזכמו 

פריד בין הנוזל לבין , שמחופי של הנוזל גורם להיווצרות משטמתח הפנים הס התחתון של הכלי.

גם  קל לשנות את צורתו. והוא מתאים את עצמו לצורת הכלי; ו קשיח,נהנוזל אינ. שמעליו גזה

ערכי בין מיקומו של אטום למיקום האטומים האחרים, אבל יש ידע -בנוזל אין קשר חד

כשממשיכים לקרר, מגיעים אל  כפי שנראה בהמשך. –הסתברותי על המיקומים הללו 

בטמפרטורות רחש מעבר הפאזה בין הנוזל למוצק. של החומר, שבה מת טמפרטורת ההתכה

הוא מצב קשיח, שבו  מוצקהמצב ה החומרים להיות מוצקים. נמוכות הופכים כמעט כל

, ויכולים לכל היותר לבצע תנודות קטנות סביב מצבי האטומים או המולקולות מוגבלים בתנועתם

ירה השונים שהוזכרו עד כאן דוגמה מוכרת של מעברי פאזה בין מצבי הצב המשקל שלהם.- שיווי

 0-(שהוא מוצק) מתחת לקופאים לקרח (שהם נוזל) מים  ,בלחץ אטמוספרי רגיל: מיםהיא 

, 0(טמפרטורת ההתכה של מים,  צלזיוס 100 (כלומר, לגז) מעל והופכים לאדי מים צלזיוס,

טמפרטורות  ., קובעות את סולם הטמפרטורות של צלזיוס)100וטמפרטורת הרתיחה שלהם, 

למצב יותר למולקולות המים לעבור  שהיותר ק גבוהבלחץ  . למשל,אלה משתנות עם שינוי הלחץ

  בהמשך הספר נסקור פאזות נוספות של החומר. ולכן טמפרטורת הרתיחה עולה. ,גזיה
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בין  נדון בסוגים השונים של כוחות שפועלים 4בפרק הכוחות בין האטומים (או המולקולות): 

(או המולקולות) שמרכיבים מוצקים. בהרבה מקרים, התלות האופיינית של האנרגיה האטומים 

, נראית איכותית r, שמתארת את הכוח בין זוג חלקיקים כאלה, במרחק ביניהם, Vהפוטנציאלית, 

בין ולכן הכוח  שלילית,לפי המרחק של הפוטנציאל הנגזרת  במרחקים קצרים .1.1.1כמו באיור 

 שמונע מהחלקיקים להתקרב יותר מדי זה אל זה. במרחקים גדולים החלקיקים דוחה, מה

. הכוח בין החלקיקים מתאפס בנקודת המינימום של האנרגיה והכוח מושך ,הנגזרת חיובית

 הפוטנציאלית, mr r,באופן קלאסי, אם מתעלמים מתנודות אפשריות סביב המינימום . 

הנקודה  mr r  של שני החלקיקים. המשקל- שיווימצב מתארת את   
  

הכוח  דרך פשוטה למצוא איך מתנהג אוסף גדול של חלקיקים מניחה שבין כל שני חלקיקים פועל

. ממקמים את החלקיקים במקומות 1.1.1שנגזר מהאנרגיה הפוטנציאלית שמופיעה באיור 

ממוצעת נתונה (ששווה למספר החלקיקים חלקי נפח הכלי שבו התחלתיים אקראיים, עם צפיפות 

הם נמצאים). נותנים לכל חלקיק מהירות עם גודל וכיוון אקראיים (שנלקחים מהתפלגות 

בקורס המהירויות שנקבעת בכל טמפרטורה לפי חוקי המכניקה הסטטיסטית. ראו, למשל 

כדי לפתור את משוואות התנועה ומשתמשים במחשב  ),2פרק  ,4"יסודות הפיסיקה ב", יחידה 

הקלאסיות של ניוטון ולקבל את מיקומי החלקיקים בזמנים מאוחרים יותר. השיטה נקראת 

מראה שלוש  1.1.2משקל. איור -". אחרי הרבה זמן מגיעים למצב שיווידינמיקה מולקולרית"

רים, המשקל שנוצ- תמונות רגעיות של החלקיקים, שהתקבלו מחישובים כאלה במצבי שיווי

כשמתחילים עם צפיפויות התחלתיות שונות של החלקיקים. כל חלקיק מתואר באיור ככדור בעל 

רדיוס סופי כדי להדגיש את הדחייה בין החלקיקים שמונעת מהם להתקרב זה אל זה (הכדורים 

המשקל מקבלים תמונות דומות גם בזמנים אחרים, -מנועים מלחדור זה לתוך זה). במצב שיווי

  תמונות הרגעיות של מערכת נתונה דומות זו לזו: יש ביניהן דמיון סטטיסטי.אבל כל ה
  

  
  

תיאור סכמטי של האנרגיה הפוטנציאלית של זוג חלקיקים כפונקציה של המרחק ביניהם : 1.1.1איור 
  ).4(פרטים בפרק 
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  )ג(  (ב)  )(א

 
חלקיקים, עם  500תמונות רגעיות של החלקיקים מחישובי דינמיקה מולקולרית של  :1.1.2איור 

הצפיפות משתנה כי  – )ג( 1-ו )ב( 0.5 ),א( 0.01של ממוצעות בצפיפויות  ,1.1.1הפוטנציאל המתואר באיור 
  מהאתר נלקח .משנים את גודל הקופסה כך שנפחה קטן כשעוברים מאיור לאיור

http://web.archive.org/web/20071007200029/http://matdl.org/matdlwiki/index.php/softmatter:Radial_Distribution

_Function 
   תה של פרופסור שרון גלוצר מאוניברסיטת מישיגן בארצות הברית.ברשו

  .C. R. Iacovella & S. C. Glotzer החישובים נעשו על ידי

  

 מתארות (לפי הסדר) גז, נוזל 1.1.2התמונות השונות באיור  פונקציית המתאם (הקורלציה):

 מתאםה פונקצייתדרך כמותית לתאר את מצב הצבירה של חומר מבוססת על ומוצק. 

עבור כל תמונה  ת המתאם נעשה באופן הבא:יהחישוב של פונקצישלו.  הרדיאלית(הקורלציה) 

ממקמים את ראשית הצירים במרכזו של חלקיק אחד,  1.1.2רגעית כמו אלה שמתוארות באיור 

 ומזהים את כל החלקיקים האחרים שמרכזיהם נמצאים בתוך כדור סביב הראשית, שרדיוסו

. (הרדיוס קטן מגודל הקופסה, והכדור כולו נמצא בתוך הקופסה.) בשלב הבא סופרים r-שווה ל

- את החלקיקים שמרכזיהם נמצאים בתוך כדור מעט גדול יותר, שרדיוסו שווה ל r r ההפרש .

24בה הכדורית, שנפחה הוא , נותן את מספר החלקיקים בשכNבין שני המספרים,  r r .

4)/2צפיפות החלקיקים בשכבה הזאת היא  )N r r  צפיפות . הצפיפות הזאת מייצגת את

חוזרים על התהליך הזה עבור שכבות  .ביניהם rההסתברות למצוא שני חלקיקים במרחק 

עבור תמונות רגעיות אחרות ועבור תנאי  בתמונה,כדוריות סביב המרכזים של חלקיקים אחרים 

התחלה שונים (עם אותה צפיפות מרחבית ועם אותה התפלגות של מהירויות). הממוצע של 

  ,המתאם הרדיאלית פונקצייתכהמשקל) מוגדר - התוצאות על כל התמונות (במצב שיווי
  

  
2

( )
4



Ng r

r r
.  )1.1.1(  

  

(כאן ובהמשך הסוגריים המשולשים מציינים ממוצע). באופן דומה, פונקציית המתאם הרדיאלית 

ממדית מתקבלת מצפיפות החלקיקים בשכבה מעגלית סביב המרכז של חלקיק -עבור מערכת דו

)במישור,  )
2

Ng r r r



ונראה  מדגמים של חומרים, פיזור קרינהסיונות של ינדון בנ 3 פרקב. 

(התמרת  .מתאםה פונקציית קשורה ישירות להתמרת פורייה שלכי עוצמת הקרינה המפוזרת 

  .)3פורייה מוסברת בנספח לפרק 
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 .1.1.2באיור עבור שלושת המקרים שנראים  מתאם שחושבות היומתאר את פונקצ 1.1.3איור  גז:

מנועים ים חלקיקה, כי ד במרחקים קטניםוקטנה מא פונקציית המתאם בכל האיורים,

(בגלל הכוח הדוחה החזק ביניהם במרחקים קצרים, שמיוצג על ידי  מלהתקרב יותר מדי זה לזה

שמתאים במרחק שיא בודד, (א) יש לפונקציית הקורלציה 1.1.3באיור  ).1.1.2הכדורים באיור 

. במרחקים יםחלקיקשל  עבור זוג )1.1.1ית (איור פוטנציאלאנרגיה הלמינימום של הבקירוב 

עוד במרחק. זהו התיאור  התלוי הואיננ הא קבועיאחר ה חלקיקלמצוא  הסתברותה ים יותרגדול

השיא של פונקציית המתאם מבטא את העובדה שבאופן רגעי יש הסתברות גבוהה  האופייני לגז.

יותר למצוא זוגות של חלקיקים במרחק האופטימלי ביניהם, שנותן אנרגיה פוטנציאלית נמוכה 

ונקציית המתאם איננה כוללת שום מידע על המיקום היחסי של כל החלקיקים יותר. עם זאת, פ

ידיעת המיקום של חלקיק אחד בגז איננה מאפשרת  כפי שנאמר לעיל, במרחקים גדולים יותר.

  . mr- במרחקים שגדולים בהרבה מ לנבא את מיקומם של חלקיקים אחרים,
  

תנועה  חלקיקים צפופים הרבה יותר, ולכן תנועתם מוגבלת יותר. עם זאת,(ב), ה1.1.2באיור  נוזל:

כי סביב כל מציגה כמה שיאים רחבים, (ב) 1.1.3כזאת עדיין אפשרית. פונקציית המתאם באיור 

חלקיק יש שכבות כדוריות מסוימות שבהן צפיפות האטומים גדולה יותר מהצפיפות הממוצעת. 

. בניגוד לגז, שבו אין שום מתאם בין מיקומי החלקיקים, לנוזפונקציית מתאם כזאת מתארת 

בנוזל יש הסתברויות שונות למצוא מרחקים שונים בין זוגות של חלקיקים. השיא הראשון של 

פונקציית המתאם דומה לזה שהתקבל בגז. השיא השני מייצג את החלקיקים השכנים של אלה 

   וכן הלאה. ש"הופיעו" בשיא הראשון,
  

(ב) (כלומר, מקטינים בבת אחת את כל 1.1.2אם "עוצרים" את תנועת החלקיקים באיור  זכוכית:

המהירויות שלהם, מה שמתאים להורדה פתאומית של הטמפרטורה), החלקיקים "קופאים" 

 "יםאמורפי"ולחומרים שנקראים  זכוכיותמבנה אקראי כזה אופייני ל במקומותיהם האקראיים.

  צורה"). י(מיוונית: "חסר
  

מסודרים באופן (ג) 1.1.2(ב), רוב החלקיקים בחזית של איור 1.1.2בניגוד לאיור  וצק מסודר:מ

הסביבה של כל חלקיק זהה לסביבה של כל חלקיק אחר, והמבנה כולו חוזר אל עצמו,  :מחזורי

 כשזזים מחלקיק לחלקיק. אפשר לזהות באיור שורות מסודרות של חלקיקים שנוגעים זה בזה,

כדור) מוקף בדרך כלל בשישה חלקיקים (כדורים) אחרים שמקיפים אותו, שנמצאים וכל חלקיק (

) גבישים(שייקראו גם  סריגים מחזורייםבמרחק קבוע ממנו. הגדרות מתמטיות מסודרות של 

(ג) הוא הסידור הצפוף 1.1.2. כפי שנראה שם, הסידור המחזורי שנראה באיור 2יינתנו בפרק 

), והסידור המרחבי הצפוף ביותר בנוי 2.2.1קים במישור (ראו איור ביותר שאפשרי לכדורים משי

). מאחר שכל חלקיק שכן לחלקיק 2.6.3גם הוא ממישורים כאלה (ראו השורה העליונה באיור 

המרכזי במישור מוקף גם הוא על ידי שישה חלקיקים דומים במישור, וכן הלאה, המבנה 

בא בדיוק את מיקומיהם של כל החלקיקים בו, אם המישורי כולו מוגדר באופן יחיד, ואפשר לנ

יודעים את מיקומיהם של חלקיקים בודדים (אם מתעלמים מתנודות קטנות של כל חלקיק סביב 
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 12המשקל שלו). אותו דבר נכון בשלושה ממדים, כאשר כל חלקיק מוקף על ידי -מצב שיווי

ג) מכילה שיאים רבים, (1.1.3חלקיקים שכנים. כתוצאה מכך, פונקציית המתאם באיור 

 ,השיאים הופכים להיות צרים יותרבמרחקים שמתאימים לשכבות הכדוריות במבנה המסודר. 

נדון ארוכות  בו, שמוצק גבישי. זהו התיאור של , והסטטיסטיקה משתפרתככל שהדגם גדל

וכי  נראה כי לכל מבנה מחזורי יש פונקציית מתאם שאופיינית לו, 3בפרט, בפרק בהמשך הקורס. 

מהחומר, שנותנות את התמרת פורייה של  פיזור קרינהאפשר לזהות את המבנה ממדידות של 

  פונקציית המתאם הזאת.

 (א)    

 (ב)    

 (ג)    

במרחקים  1-(שמנורמלת כך שפונקציית המתאם שואפת ל הרדיאלית מתאםה פונקציית :1.1.3איור 
עבור  1-גדולים מאוד, והמרחק הרדיאלי שווה ל mr r 1.1.2), עבור התמונות הרגעיות שהוצגו באיור .

  .1.1.2באיור  שמצוטטלקוח מהמקור 
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 (ג) מתאר מצב מסודר, שבו החלקיקים נמצאים על גביש מחזורי.1.1.2איור  סדר:-סדר ואי

(ב) מתארים מצבים שבהם אין סדר מוגדר למיקומי 1.1.2- (א) ו1.1.2לעומת זאת, איורים 

היא  ,E ,המחזורי המסודרהמבנה החלקיקים. בטמפרטורות נמוכות האנרגיה הכללית של 

 הנמוכה ביותר. כל סטייה מהסידור המחזורי מעלה את האנרגיה. כשמעלים את הטמפרטורה,

לות, ומופיעים סידורים נוספים שלהם. זה גורר עלייה של המהירויות של החלקיקים גד

(עבור אותה  קשורה למספר המצבים שבהם המערכת יכולה להיות, שSשל המערכת,  אנטרופיהה

 ים במערכת.חלקיקככל שיש יותר אפשרויות שונות לסידור ה ,גדלה אנרגיה). האנטרופיה

היא  ,F =E – TS ,של המערכת יתהאנרגיה החופשהמערכת נמצאת במצב שבו  ,T בטמפרטורה

האיבר השני  חשובה יותר,נעשית האנטרופיה תרומת ו כאשר הטמפרטורה עולה, מינימלית.

"משתלט" על האנרגיה החופשית ומקטין אותה, גם אם האנרגיה עולה במקצת. גידול האנטרופיה 

להבין את המעברים מהמוצק אל הנוזל, וכן מהנוזל  אפשר . כךבמערכת הסדר-איגורר הגדלה של 

   .סדר-מעברים בין סדר לבין איכאל הגז. לפעמים מתייחסים אל המעברים הללו 
  

) קוונטיות (כמו אלה שקיימות באוסצילטור הרמוני , תנודות(שינויים אקראיים פלוקטואציותגם 

הללו גדולות  פלוקטואציותם הבהליו סדר.-שלו) יכולות לגרום לאי הקוונטי גם במצב היסוד

במצב (ואפילו  ינשאר במצב נוזל הליוםבלחץ אטמוספרי ולכן  ,(בגלל המסה הנמוכה של כל אטום)

לקורא  ד.ובטמפרטורות נמוכות מא גםנטול צמיגות, שהוא מצב צבירה בפני עצמו)  ינוזל- על

שר בין אטומי המימן הקכי  4נסביר בפרק  ,מאטום הליום אטום המימן קל יותרהנבוך שזוכר ש

 שבין אטומי ההליום הקשרחזק יותר מ(שיש להם אלקטרונים שיכולים להשתתף בקשר ביניהם) 

(שיש להם "קליפות" אלקטרוניות מלאות, ולכן האלקטרונים שלהם אינם "פנויים" לעבור אל 

 260–קלוין או  13ד (בערך ומימן מתמצק בטמפרטורות נמוכות מא לכן). אטומים שכנים

   צלזיוס).
  

ממדיות. בשני ממדים מרחביים התנודות של האטומים -כל האמור לעיל מתייחס למערכות תלת

 טופולוגיות פאזותהורסות את המבנה המחזורי ארוך הטווח, ובמקום הגביש המחזורי מופיעות 

; פאזות אלה נמצאות במרכז של הרבה מחקרים עכשוויים, ועל הניבוי שלהן הוענק 5.5(סעיף 

   ).Thouless, Kosterlitz & Haldaneלתאולס, קוסטרליץ והלדיין,  2016- ב 1ס נובל בפיסיקהפר
  

(ב) 1.1.2 כש"עוצרים" את תנועת כל החלקיקים, איור זכוכית:ההבדל בין מוצק מחזורי לבין 

דרך כלל שמותקנת בהזכוכית  .מוצקים שאינם מחזורייםקיצונית של  הדוגמ . זאתזכוכיתמתאר 

המצב הנוזלי של תחמוצת הצורן (או מ בטמפרטורות גבוהות כאשר מתחילים ,נוצרתבחלונות 

(אטומים  יםחלקיקה, בבת אחת לטמפרטורה נמוכה ת הנוזל הזהמקררים א . אםSiO2סיליקה), 

, שהיה להם במצב הנוזלי(אמורפי) "קופאים" במקומותיהם, באותו סידור אקראי  או מולקולות)

בטמפרטורות נמוכות, האנרגיה החופשית של המצב הזה גבוהה  .(ב)1.1.2כמו זה שתואר באיור 

כדי להגיע לסידור המחזורי האידאלי שמתאים מהאנרגיה של המצב המוצק המחזורי. עם זאת, 

                                                        
1   https://www.nobelprize.org/nobel_prizes/physics/laureates/2016/press.html 
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במבנה הגבישי המחזורי. ים לזוז ולהסתדר מחדש, חלקיקלטמפרטורה הנמוכה יותר צריכים ה

קפוא  ולרית, התהליך הזה קשה, כי כל חלקיקכפי שמראה חישוב נומרי של דינמיקה מולק

מחייבת מעבר מעל מחסום פוטנציאל. שלו וכל תזוזה במינימום מקומי של האנרגיה החופשית, 

במצב  גבוהה יותר מזו האידאלית לטמפרטורה הנמוכה,חופשית לכן, החומר נשאר באנרגיה 

זמן החיים של מצב כזה, עד שידעך אל המצב האידאלי  .יציב"- או "כאילו "סטבילימטָ שנקרא "

שמתאים לטמפרטורה שלו, הוא ארוך מאוד (בזכוכית זה יכול להימשך מאות שנים), ולכן הוא 

מדגים את הסידור  (א)1.1.4איור נראה כמו מצב יציב בזמנים אופייניים למדידות ניסיוניות. 

מבנה זכוכית. מבנה זה שונה איכותית מהל ממדי ש-דגם דוי של יוני הצורן והחמצן במורפהא

, שבו נדון בפרק הבא. כדי לקבל גבישים מחזוריים של תחמוצת (ב)1.1.4 איורהמחזורי המוצג ב

ים מספיק זמן יונכך שיהיה ל ,דולאט מאאת הנוזל הצורן צריך להתיך את הזכוכית, ולקרר 

מתכות נתכים של קרמיים וגם חומרים  האופטימלי שלהם בכל שלב ביניים. להגיע לסידור

  בסידור אמורפי. (כגון פלדה) נמצאים מסוימות 
  

  

  (ב)  (א)   
  

) ושל יוני החמצן מלאים) של יוני הצורן (עיגולים ב( מחזורי ) וסידור גבישיאסידור אמורפי ( :1.1.4איור 
 מדידות על ידי מיקרוסקופ סורק –מודל תאורטי. למטה  –למעלה  .ממדי-סיליקה דו) בריקים(עיגולים 

. כל אטום צורן קשור לאטום (ראו בסעיף הבא) של שכבה אחת שנספחה על מצע של גרפיט) 3.1(ראו סעיף 
  שיש שני אטומי חמצן לכל אטום צורן. נלקח מהמאמר ךחמצן נוסף, שנמצא מתחת למישור התמונה, כ

P. Y. Huang, S. Kurasch, A. Srivastava, V. Skakalova, J. Kotakoski, A. V. Krasheninnikov, R. Hovden, Q. Mao,  

J. C. Meyer, J. Smet, and U. Keiser, "Direct Imaging of a Two-Dimensional Silica Glass on Graphene", Nano 
Lett. 12, 1081 (2012). 

  

 חלד) יכולים להכיל את המרכיבים-פלדת אל ,של כמה חומרים (למשל נתכים גבישים:-קוואזי

בסידור  קופאיםהם  בהרבה מקריםאבל  ,(ג)]1.1.2[כמו באיור  השונים באופן מחזורי מסודר
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כשמקררים  2,)2011. כפי שנתגלה על ידי דן שכטמן מהטכניון (פרס נובל בכימיה שאיננו מחזורי

- קוואזייוצרים מצב ביניים, שנקרא  ,)טי מדינתכים מסוימים בקצב בינוני (לא מהיר מדי ולא אִ 

ים במצב הזה איננו מחזורי, אבל יש לו תכונות יונ, סידור ה)2.8(סעיף  כפי שנראה בהמשך .גביש

  אליים. שדומות לאלה שנצפות בגבישים אידסימטריה מיוחדות ותופעות 
  

  (ג)1.1.2יורים כפי שראינו, מוצקים יכולים להיות מסודרים באופן גבישי, כמו בא חומר מעובה:

(א). בנוסף לנוזל ולמוצק, קיימים גם 1.1.4- (ב) ו1.1.2(ב), או אמורפיים, כמו באיורים 1.1.4-ו

, שבנויים ממישורים גבישים נוזלייםמצבים רבים אחרים של החומר. הדוגמאות כוללות 

שמסודרים באופן מחזורי במקביל זה לזה, כאשר על כל מישור יש מולקולות שחופשיות לנוע עליו 

ממדיות ארוכות מאוד שיכולות לנוע באופן חופשי -, שהם מולקולות חדפולימריםכמו בנוזל, 

כל ד. ממדיים שיכולים לנוע בניצב למשטח שלהן, ועו-, שהן משטחים דוממברנותבמרחב, 

נכללות היום במדע חדש יחסית,  הדוגמאות הללו, שמייצגות שילובים של "נוזליות" ו"מוצקות",

הקורס הזה מתרכז  ).condensed matter physics" (הפיסיקה של החומר המעובהשנקרא "

(ג), והוא חלק מהמדע הכללי יותר של 1.1.3, כמו הסידור שתואר באיור מוצקים מחזורייםב

  כולל סקירה קצרה של נושאים אחרים בפיסיקה של החומר המעובה. 7.2 בה. סעיףהחומר המעו
  

 רבות מהדוגמאות שתוצגנה בהמשך הקורס תתייחסנה לגבישים שבנויים :הטבלה המחזורית

, טבלה המחזוריתבמאטומים (או מיונים). ההשוואה בין אטומים שונים תתייחס למיקומם 

הטבלה הזאת מכילה את מספרו  ה הפנימית של הספר).(ראו גם בכריכ 1.1.5שמוצגת באיור 

האטומי של היסוד (מתחת לאותיות שמזהות את היסוד) ואת משקלו האטומי הממוצע (מעל 

לאותיות הללו). הגוונים השונים מציינים את טמפרטורת ההתכה של הגביש שבנוי מכל יסוד. כפי 

בטור הימני של הטבלה) הן נמוכות שרואים מהטבלה, טמפרטורות ההתכה של הגזים האצילים (

מאוד. לעומת זאת, טמפרטורת ההתכה של יהלום, שבנוי מאטומי פחמן, גבוהה מאוד. 

כשעוברים  משתחררת,(האנרגיה ששל הגביש  ת הקשריאנרגיכשטמפרטורת ההתכה גבוהה יותר, 

, והערכים 4גבוהה יותר. אנרגיות הקשר השונות תחושבנה בפרק  מהמצב הגזי למצב הגבישי)

השונים שלהן יסבירו את ההבדלים בין טמפרטורות ההיתוך של יסודות שונים. הטבלה 

מציג את המבנים  2בפרק  2.6.1איור  המחזורית תופיע שוב בהמשך הקורס בהקשרים שונים:

מזהה את תכונותיהם החשמליות  6בפרק  6.8.4הסריגיים של גבישי היסודות השונים, ואיור 

(מתכות, מבודדים ועוד). בנוסף לדיון בגבישים אטומיים, נדון בהמשך גם בגבישים שמורכבים 

מיותר מאטום אחד [למשל, מלח בישול שבנוי מיונים של נתרן ושל כלור, שמבנהו מוצג באיור 

ל היונים שמרכיבים אותם (א)]. מבנה הגבישים הללו מושפע מהרדיוסים האפקטיביים ש2.5.3

  .4בפרק  4.2.3ואלה מוצגים באיור  (שנקבעים על ידי פונקציות הגל של האלקטרונים בכל יון),

  

                                                        
2  https://www.nobelprize.org/nobel_prizes/chemistry/laureates/2011/popular-chemistryprize2011.pdf 
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הטבלה המחזורית. הגוונים השונים מציינים את טמפרטורות ההתכה של היסודות השונים,  :1.1.5איור 
 ,Atomic PCיוצר בתוכנת והה יותר). טמפרטורת התכה גב =לפי הסרגל שמופיע מעל לטבלה (כהה יותר 

  http://www.blackcatsystems.com/software/periodic-table-of-the-elements-software.html ראו באתר

  

  

  התלות בממד המרחבי  :1.2
  

 במצבים מבנייםגם במצב הגבישי המחזורי חומרים מסוימים יכולים להופיע  :פאזות מוצקות

. מצבים אלה )polymorphs, " (מרובי צורותפולימורפיםשנקראים " )עם תכונות שונות( שונים

עד היום נמצא כי מים יכולים לקפוא  ". למשל,מוצק חומראותו פאזות שונות של נקראים "

. , ואחדים מהמבנים הללו התגלו רק לאחרונהקרחשונים של  בנים מחזוריים(!) משה עשר יבש

 4פרק כפי שיוסבר באת המבנים היפים של פתיתי השלג,  אחדות מהפאזות הללו קובעות גם

שינוי הטמפרטורה או הלחץ (שקשורים לשינוי האנרגיה והאנטרופיה) גורמים  ).4.5.3(איור 

זות שונות כאלה, וכך גם יכולים לשנות את תכונותיהם; לפעמים למעברים של חומרים בין פא

על (שהוא חומר נטול התנגדות חשמלית), מחומר שאיננו -למשל, ממבודד למוליך ואפילו למוליך

(שיש לו מומנט דיפול מגנטי, כמו למחט המצפן), מחומר דיאלקטרי  פרומגנטימגנטי לחומר 

ועוד. אחדים מהמעברים הללו יוזכרו בהמשך , שיש לו מומנט דיפול חשמלי, פרואלקטרילחומר 

  הקורס.
  

 ביותר מארבעים מבנים שונים. בסעיף הזה נתאר כמה מהמבנים הללו,פחמן מופיע בטבע  :פחמן

גם כדי להדגים אחדים מהמוצקים שנמצאים כיום בחזית המחקר וגם כדי להדגים סוגים שונים 

ורפים של יסודות (כמו פחמן) נקראים גם של מוצקים מחזוריים שיידונו בהמשך הקורס. הפולימ
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קיימים בעיקר שני אלוטרופים  בשלושה ממדיםנראה כי  2). בפרק allotropes( אלוטרופים

, שהוא החומר גרפיט(א) מתאר את הסידור של אטומי הפחמן ב2.3.3מחזוריים של פחמן: איור 

חד מהם ישנו סידור השחור שנמצא בעפרונות. המבנה הזה מכיל מישורים מקבילים שבכל א

. לחלופין, בלחצים 2.3מחזורי של משושים שבנויים מאטומי הפחמן. המבנה הזה מוסבר בסעיף 

(ג). במבנה הזה, כל אטום של פחמן 2.5.6, שמתואר באיור יהלוםגבוהים הפחמן מופיע במבנה של 

יחסית  . גרפיט הוא חומר רך4.3.7מוקף בארבעה אטומי פחמן שכנים, כמו שמתואר באיור 

ואילו יהלום הוא חומר קשה מאוד ומבודד חשמלית. בנוסף לכך, פחמן מופיע  ומוליך חשמל,

נתאר  4בטבע גם במבנים אחרים, שאפשר לאפיינם על ידי ממדים מרחביים קטנים יותר. בפרק 

ולנטיים בין אטומי הפחמן, שמסבירים את כל המבנים הללו ואת תכונותיהם -את הקשרים הקו

  השונות.
  

 , שמתואר באיורגרפן, אטומי הפחמן יוצרים את המבנה המחזורי שנקרא בשני ממדים :גרפן

]. כפי שאפשר לראות באיור, המבנה המישורי הזה זהה 2.3.4- (א) ו2.3.2[ראו גם איורים  1.2.1

 גיים(א). ואכן, הפיסיקאים אנדרה 2.3.3לאחד ממישורי הפחמן בגביש של גרפיט, איור 

- מקילוף של שכבה חד 2004קיבלו את הגרפן בשנת  )Geim and Novoselov( נובוסלובקונסטנטין ו

אטומית מגרפיט (תוך שימוש בנייר דבק, סלוטייפ!). מתברר שלגרפן יש תכונות מכניות 

עם פוטנציאל לשימושים חדשניים רבים. תכונות אלה מהוות נושאים  וחשמליות מיוחדות ורבות,

סיקאים. על תגליתם זאת קיבלו גיים ונובוסלוב את פרס נובל למחקר עכשווי של מאות פי

   2010.3בשנת בפיסיקה 

  
  

  תיאור סכמטי של אטומי הפחמן בגרפן.: 1.2.1איור 

  

איור  .ממדיים-חדפחמן קיים גם בכמה מבנים מחזוריים  :ממדיים של פחמן-אלוטרופים חד

) בחלק (א) בנוי מסידור cumulene( קומוליןמתאר שתי מולקולות ארוכות של פחמן. ה 1.2.2

 פולייןמחזורי של אטומי פחמן, כשהמרחק בין כל שני אטומים שכנים הוא קבוע. לעומת זאת, ב

)polyyne שמופיע בחלק (ב) ישנם שני סוגי קשרים בין אטומי הפחמן, שמסומנים בקו יחיד ובקו (

סידור הזה של אטומי פחמן משולש. הקשרים הללו מופיעים לסירוגין לאורך המולקולה, ולכן ה

                                                        
  את הנימוקים לפרס אפשר למצוא באתר  3

http://www.nobelprize.org/nobel_prizes/physics/laureates/2010/illpres.html 
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ממדיים -חוזר אל עצמו רק אחרי כל פחמן שני. הדרכים המתמטיות לתאר את הסידורים החד

  .4, והמבנים האלקטרוניים שאחראים לשני המבנים יוסברו בפרק 2האלה יוסברו בפרק 

  

    
  (ב)  (א)

  
  קומולין, (ב) פוליין.  ממדיות של פחמן: (א)-שרשרות חד :1.2.2איור 

  

 ננו"-או "פסי פסים צריםלממדיים של פחמן נוצרים גם מחיתוך של הגרפן -אלוטרופים חד

)("nano-ribbons",  יש  ,1.2.3עם רוחב שמכיל מספר קטן של אטומים. כפי שאפשר לראות באיור

", ואילו הדופן כורסהשתי צורות לבצע את החיתוך הזה: הדופן השמאלית בחלק (א) נקראת "

", מסיבות ברורות. לכל פחמן שנמצא על הדופן יש אלקטרון זיגזג(ב) נקראת " השמאלית בחלק

   ולכן מחברים אליו אטום מימן שיוצר אִתו קשר כימי. "מיותר",

  

  
  (ב)  (א)   

  ננו של פחמן. נלקח מהמאמר-שתי דוגמאות של פסי :1.2.3איור 
P. S. E. Yeo, K. P. Loh and C. K. Gan, "Strain dependence of the heat transport properties of graphene 

nanoribbons", Nanotechnology 23, 495702 (2012). 

  

 , ומחברים בין1.2.3כאשר "מקפלים" פס של גרפן, כמו אלה שמתוארים באיור  :צינורות פחמן

חמנים, ) שבנוי מפnano-tube" (ננו- צינורהדפנות הנגדיות שלו (במקום לחבר שם מימנים), נוצר "

(א). צינור זה יכול להיות ארוך מאוד. צינורות כאלה מהווים נושא 1.2.4כמו זה שמתואר באיור 

  בגלל תכונות התובלה המיוחדות שלהם. למחקר עכשווי רחב,
  

   בשנים האחרונות התפתח ענף מחקר שלם שעוסק במולקולות גדולות של פחמן. :פולרין

   ריצ'ארד סמולילרוברט קרל וללהארולד קרוטו,  הוענק פרס נובל בכימיה 1996 בשנת

)Robert Curl, Harold Kroto and Richard Smalley( של המולקולות הכדוריות  1985-על תגליתם ב

כיפות ה נראה כמו המולקולות הללו שלדמוי הכדורגל המבנה  4(ב).1.2.4ראו איור  ,C60של 

) עבור התערוכה Buckminster Fullerפולר ( הארכיטקט בקמינסטר 1967-הנדסיות שתכנן בה

                                                        
  http://www.nobelprize.org/nobel_prizes/chemistry/laureates/1996/press.htmlפרטים על הפרס באתר      4
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או  בקמינסטרפולרין, הכדור של באקי: העולמית במונטריאול (ומכאן הכינויים שלהם על שמו

ולקבל  אפשר גם לחבר חצי מולקולה כזאת בכל קצה של צינור פחמן, ).fullerene ,פולריןבקיצור 

  מולקולה ארוכה אך סופית. 

  

  
 

  (ב)  (א)
  

מולקולת הבקמינסטרפולרין (ב)  ) של פחמן.nano-tube( ננו"-אחת הגרסאות של "צינור (א): 1.2.4איור 
)Buckminsterfullerene( ) "או "הכדור של באקיBuckyball,כך שלכל אטום  ). אטומי הפחמן נמצאים בצמתים

  יש שלושה אטומים שכנים, כמו בגרפן.

  

-הבלתי מקובל להגדיר את הממד המרחבי של חומר כמספר של הכיוונים :התלות בממד המרחבי

תלויים במרחב שבהם הוא נפרש למרחקים גדולים מאוד. המוצק המחזורי האידאלי נפרש 

-הגרפיט והיהלום הם תלת למרחק אינסופי בכל אחד מהכיוונים הללו. לפי ההגדרה הזאת,

ממדיים - ן, פסי הפחמן וצינורות הפחמן הם חדממדי, הקומולין, הפוליי- ממדיים, הגרפן הוא דו

ממדי. כפי שנראה, התכונות של החומר תלויות חזק בממד שלו, ולכן נטפל -והפולרין הוא אפס

   בהמשך במוצקים בממדים שונים.
  

 ממדיים,- אפס האמצעים הטכנולוגיים המתקדמים מאפשרים היום לייצר חומריםננוטכנולוגיה: 

בטמפרטורות נמוכות מאוד ולהשתמש בהם למטרות שונות.  מעבדה,ממדיים ב-ודו ממדיים-חד

ובגדלים קטנים מאוד, התכונות האלקטרוניות של המערכות הללו נשלטות על ידי המכניקה 

" חוטים קוונטיים), "quantum dots" (נקודות קוונטיותהקוונטית, ולכן הן נקראות "

)quantum wires( תממדיו-מערכות אלקטרוניות דו" או" )2DEG = two dimensional electron gas ,(

ים, ובעיקר בדגמים קטנים (בין הפיסיקה שעוסקת בחומרים בעלי ממדים נמוכבהתאמה. 

פיסיקה מיקרוסקופיות) של חומרים, נקראת "אורך לות אמקרוסקופיות לסק אורך לותאסק

מחקר  הןענף המחקר הזה כולל וזהו ענף מודרני של הפיסיקה של המצב המוצק.  ,"מזוסקופית

בסיסי, שמתמקד בתכונות הפיסיקליות של מערכות קטנות (שנשלטות על ידי הפיסיקה 

בעיקר  –מחקר שימושי, שמחפש שימושים טכנולוגיים למערכות קטנות כאלה  הןהקוונטית), ו

עוד  ".גיהננוטכנולו"הענף האחרון נקרא גם  מטר). 9–10ננומטר =  1ננומטריות (אורך  בסקאלות

  .7.3 סעיףעל הנושא הזה ב
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  הנוכחיקור� ה  :1.3
  

הוא המחזורי . הגביש מחזוריים גבישיםבתכונות של בעיקר מתרכז  זה, קורס כפי שכבר צוין

ד. כמו כן, הדיון בגבישים והמבנה האידאלי של חומרים בטמפרטורות נמוכות מא כמעט תמיד

להלן סקירה יאפשר לנו להכיר את כל מושגי היסוד הדרושים כדי להבין נושאים מתקדמים יותר. 

 הכרתם .אפשריים מספר סופי של מבנים גבישייםקיים נראה ש 2 פרק. ביםהבא פרקיםשל ה

 יטרונים, אלקטרונים או נוX-קרנישבהם מפזרים ניסיונות לנתח את התוצאות של  תמאפשר

המדידה  ). יתר על כן,3 פרקערכי את המבנה של כל חומר (ראו -, ולזהות באופן חדמהדגם המוצק

העובדה שיש  ה במבנה המחזורי, עבור כל חומר.של כל יחיד המבנה הפנימינותנת גם מידע על 

 של כל מבנה כזה ת הקשריאנרגימספר סופי של מבנים גבישיים מאפשרת גם לחשב את 

בהינתן הכוחות הפועלים בין  ,שמשתחררת, כאשר עוברים מהמצב הגזי למצב הגבישי) (האנרגיה

מחשבים את לצורך זה,  יהיה המבנה הגבישי של כל חומר. לנבא מה אפשר). כך 4 פרק( יחידותיו

, שבה היחידות ממוקמות בדיוק על הצמתים המחזוריים של כל מבנה האנרגיה הנמוכה ביותר,

 תנודות תרמיותב. למעשה, יש להתחשב גם התוצאות עבור מבנים שוניםומשווים בין 

של היחידות סביב מצבי המינימום הללו. תנודות  תנודות קוונטיותב(בטמפרטורה סופית) וגם 

ואחראיות למעבר  )או בשני ממדים מים את המצב המוצק (כמו בהליוםאלה הורסות לפע

אלה אחראיות גם לתכונות התרמיות  מהמוצק לנוזל (כשהטמפרטורה עולה). תנודות

. תכונות האלקטרוניות של מוצקים גבישייםבנעסוק  6 בפרק). 5 פרקוהאקוסטיות של מוצקים (

כפי  של אלקטרונים שנעים בפוטנציאל מחזורי. תכונות אלה נקבעות על ידי המכניקה הקוונטית

ולהבחין  מוצקים רבים, הטיפול הקוונטי הזה מאפשר לחשב את התכונות החשמליות שלשנראה, 

 כפול בנפחו מהפרקים שלפניו, ולכן יש 6שימו לב: פרק  מבודדים ומוליכים למחצה.בין מתכות, 

  מכיל סקירות של כמה נושאים מתקדמים. 7להקדיש לו זמן כפול. פרק 
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  2פרק 
  המבנה הגבישי של מוצקימ

  

  

שני הסעיפים הראשונים מציגים . גיאומטריה של גבישים מחזורייםבפרק זה עוסק בעיקר 

 שלהם.ממדיות של גבישים כאלה תוך התייחסות לצפיפות האריזה -ממדיות ודו-דוגמאות חד

ושל גביש שמורכב מסריג עם בסיס,  ,)Bravais( נותן הגדרות פורמליות של סריג ברווה 2.3סעיף 

של  ממשיך בהגדרות הפורמליות 2.4ממדיות (למשל, גרפן). סעיף - ומציג דוגמאות, בעיקר דו

. זייץ-של ויגנר וקטורי הסריג ושל תא היחידה, לרבות התייחסות לתא היחידה הפרימיטיבי ולתא

הקוביים ושל  ממדיות חשובות של הסריגים- שני הסעיפים הבאים מציגים דוגמאות תלת

חבורות הסימטריה שלהם.  עוסק במיון הסריגים לפי 2.7הסריגים ההקסגונליים הצפופים, וסעיף 

אפשר לשייך כל גביש לאחד הסריגים  סעיף זה מראה גם כי יש מספר סופי של סריגי ברווה, ולכן

ים הנותרים עוסקים בנושאים מתקדמים, שרובם עדיין נחקרים באופן פעיל. סעיף הללו. הסעיפ

סריגים -אפיטקסיאלית, שכבות דקות, על מתאר ספיחה 2.9גבישים, סעיף -מתאר קוואזי 2.8

גבישים מגנטיים. הנספח סוקר את הגופים  סוקר בקיצור 2.10שכבתיים, וסעיף - ומבנים רב

 של הסימטריות להבנת דוגמאות גם ומשמשים ת שונים בפרק,האפלטוניים, שמופיעים במקומו

  מוצקים.

  

  

   רשימת מושגימ
  

  octahedron   ........................................................................................................  אוקטהדרון

 incommensurate   .........................................................................................  אינקומנסורבילי

 icosahedron   ......................................................................................................  איקוזהדרון

 antiferromagnet   ...............................................................................................  אנטיפרומגנט

  close packing   ..................................................................................................  אריזה צפופה

  Penrose tiles   .....................................................................................................  אריחי פנרוז

 base   ..........................................................................................................................  בסיס

  crystal   ........................................................................................................................  גביש

  crystal growth   .................................................................................................  גידול גבישים

  graphite   ....................................................................................................................  גרפיט
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  exchange forces   ................................................................................................  כוחות חילוף
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  perovskite structure   ....................................................................................  מבנה פרובסקיטי

  heterostructures   ......................................................................................  מבנים רב שכבתיים

  Bohr magneton   ...................................................................................................  מגנטון בור

  superconductor   .....................................................................................................  על- מוליך

  table salt (NaCl)   .................................................................................................  מלח בישול

 coordination number   .............................................................................  מספר הקואורדינציה

  phase transition   .................................................................................................  מעבר פאזה

  meta-stable state   ..........................................................................................  מצב מטסטבילי

  inflation   .....................................................................................................................  ניפוח

 nanotechnology   ................................................................................................  ננוטכנולוגיה

 lock-in   ......................................................................................................................  נעילה
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  silicene   ....................................................................................................................  סיליצן

 symmetries   .........................................................................................................  סימטריות

  epitaxial absorption   .............................................................................  ספיחה אפיטקסיאלית

 lattice   .........................................................................................................................  סריג

  orthorhombic lattice   ...................................................................................  סריג אורתורומבי

 lattice Bravais  .....................................................................................................  סריג ברווה

 bi-partite lattice   ...........................................................................................  פרטיטי-סריג דו

  hexagonal lattice   ...........................................................................................  סריג הקסגונלי

  HCP(  .............................................   close-packed hexagonal latticeפוף ביותר (סריג הקסגונלי צ

  tetragonal lattice   ............................................................................................  סריג טטרגונלי

 trigonal lattice   ................................................................................................  סריג טריגונלי

  triclinic lattice   ...............................................................................................  סריג טריקליני

  monoclinic lattice   .........................................................................................  סריג מונוקליני

 rectangular lattice   ...............................................................................................  סריג מלבני

  rectangular centered lattice   ......................................................................  סריג מלבני ממורכז

  triangular (or hexagonal) lattice   ..........................................................................  סריג משולש

  honeycomb lattice   ............................................................................................  סריג משושה

 oblique lattice   .....................................................................................................  סריג נוטה

 Fibonacci lattice   ...........................................................................................  סריג פיבונאצ'י

 SC(  ...............................................................................   simple-cubic latticeסריג קובי פשוט (

 BCC(  ........................................................   body-centered cubic latticeסריג קובי ממורכז גוף (

 FCC(  .........................................................   face-centered cubic latticeממורכז פאה (סריג קובי 

  square lattice   .....................................................................................................  סריג ריבועי

 tri-partite lattice   ........................................................................................  פרטיטי-סריג תלת

 super-lattice   ...........................................................................................................  סריג- על

 photolithography   ..........................................................................................  פוטוליתוגרפיה

 polyhedra  ........................................................................................................  פוליהדרונים

  polymorphs   .......................................................................................................  פולימורפים

 mesoscopic physics   .................................................................................  פיסיקה מזוסקופית

  symmetry operation   ....................................................................................  ימטריהפעולת ס

  ferroelectricity   ...............................................................................................  פרואלקטריות

  ferromagnet   ...........................................................................................................  פרומגנט

  ferrimagnet   ............................................................................................................  פרימגנט

 cesium chloride (CsCl)   .....................................................................................  צזיום כלוריד



 פי�יקה של מצב מוצק  28

  Zinc Blende (ZnS)   .............................................................................................  בלנדה- צינק

  lattice constants   ...............................................................................................  קבועי הסריג

  quasi-crystals   ...............................................................................................  גבישים-קוואזי

 commensurate   .................................................................................................  קומנסורבילי

  mirror reflection   ........................................................................................................  שיקוף

  thin layers   .......................................................................................................  שכבות דקות

 unit cell   ............................................................................................................  תא היחידה

 Wigner-Seitz cell   ............................................................................................  זייץ-תא ויגנר

 primitive cell   .................................................................................................  תא פרימיטיבי

  tri-partite   ........................................................................................................  פרטיטי-תלת

 frustration   ................................................................................................................  תסכול

 subgroup   ...........................................................................................................  חבורה- תת

  

  

  �ריגימ וגבישימ בממד אחד  :2.1
  

באופן  מוצק שמסודר חומרבתכונות הסימטריה של  עוסק זהה פרקה רוב מוצקים מחזוריים:

נדון  2.8עיף בטבע. רק בס החומרים הגבישייםלגבי רוב בקירוב תיאור זה נכון  .מחזורי מושלם

 .שאינם מחזוריים גבישיים-קוואזיבקצרה בסגסוגות של מתכות שמופיעות לפעמים במבנים 

-בגלל עקרון אי אפס אפילו בטמפרטורה (שקיימות תנודות האטומים בגבישמ נתעלם בשלב זה

 (או יון) אטום קום הממוצע של כליונתמקד בסידור הגיאומטרי של המ הוודאות הקוונטי),

  . 5 יידונו בפרקסביב המיקום הממוצע  התנודות בחומר.
  

כולל  הגביש ".גביש, שנקרא "מבנה מחזורימסודרים ב(או המולקולות) , האטומים אידאליבמצב 

או קבוצה  בודד (או יון)אטום  . הבסיס יכול להכיל" (ראו להלן)בסיסשנקראת " ת,בסיסייחידה 

לשייך  אפשר החומר כולו בנוי מסידור מחזורי של יחידות בסיסיות כאלה. .של אטומים (יונים)

וממלאים את זה לזה תאים אלה צמודים  ".תא היחידה" יחידת נפח בסיסית, שנקראת כל בסיסל

 המסה של מרכז ,(למשל במרחבאחת  נקודה ידי על מיוצג אם כל בסיס .מחזוריהמרחב באופן 

דוגמאות של נציג  בהמשך ".סריג" נקרא הללו אזי האוסף האינסופי של הנקודות מרכיביו),

 סייםונ ,כל המושגים שהודגשו לעיל פורמליות שלמתמטיות נעבור להגדרות  סריגים וגבישים,

נסקור כמה נושאים  האחרונים הסעיפים בשלושת במיון כל המבנים הגבישיים האפשריים.

  על אותם עקרונות. ים שמבוססיםתקדממ
  

. כפי שכבר הוזכר, ממדיים-חדגבישים נתחיל בדוגמה הפשוטה ביותר של  ממדיים:-גבישים חד

פיסיקה  ר שלממדיות, בהקש- קיימת היום פעילות ניסיונית ענפה במחקר של מערכות חד

של נקודות  (א) מראה שורה מחזורית2.1.1. השורה הראשונה באיור מזוסקופית וננוטכנולוגיה

, כאשר מחליפים כל קומולין, שמתאר את ה(א)1.2.2מאיור  ,למשלזהות. שורה כזאת מתקבלת, 
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אטום פחמן שם בנקודה בודדת שנמצאת במרכז האטום הזה. השורה הזאת היא הדוגמה 

, והסריג סריג הוא אוסף אינסופי של נקודות. מתמטית, מחזורי סריגהפשוטה ביותר של 

"סביבה" של כל נקודה (א), ה2.1.1המחזורי הוא מקרה פרטי של אוסף כזה. בדוגמה של איור 

נקודה אחרת בסריג. במילים אחרות, אם "יושבים" על נקודת  בסריג הזה זהה לסביבה של כל

 ישבו הנקודות  שלכלסריג  סריג ו"מסתכלים" לכל הכיוונים, "רואים" בדיוק את אותו ה"נוף".

   .)Bravais( ברווה סריגמוגדר כ סביבה אותה
  

הסריג, עם  (א) חוזרת ומראה את אותו2.1.1השורה השנייה באיור  וקטור הסריג וקבוע הסריג:

, aוקטורתוספות. החץ שמופיע שם מחבר בין שתי נקודות שכנות על הסריג. חץ זה מתאר 

אורכו של וקטור הסריג,  .הסריג וקטורשמחבר בין נקודות סריג שכנות קרובות. וקטור זה נקרא 

ממדי -הוא המרחק בין נקודות שכנות בסריג. סריג ברווה החד a. קבוע הסריג, נקרא a-שמסומן ב

ידי וקטור  עלאחרת  כל נקודה מכל נקודה שלו אלאפשר לעבור מאופיין על ידי התכונה הבאה: 

על הסריג נמצאת  n-. במילים אחרות, הנקודה ההסריגשל וקטור  שלמה כפולהששווה ל

nי הקואורדינטה במיקום שמזוהה על יד nR a  ביחס לראשית צירים שנבחרה על אחת)

מנקודות הסריג באופן שרירותי). לחלופין, אין שום הבדל בין הסריג המקורי לבין סריג שמתקבל 

(בהנחה שהסריג אינסופי). התכונה  aהסריג  וֶקטורממנו על ידי הזזה של כל נקודות הסריג ב

  ברווה.  סריג מגדירה . בהמשך נראה שגם התכונה הזאתסריג מחזוריכהזאת מזהה את הסריג 
  

מלבן כזה  (א) מופיעים גם שני מלבנים. אורך כל2.1.1על אותה שורה שנייה באיור  תא היחידה:

"מלבן" מייצג בעצם קטע ישר  ממדי שנדון כאן, כל- , ועוביו הוא שרירותי (במקרה החדa-שווה ל

בעל עובי אפס, והרוחב הסופי של המלבנים באיור נועד רק להקל על ההסתכלות עליהם). אפשר 

נמצאת באמצע המלבן הימני, או שהנקודה למשל, לשייך לכל "מלבן" כזה נקודת סריג בודדת (

ד משני סוגי בקצהו השמאלי של המלבן השמאלי). אם "מכסים" כל נקודה בסריג על ידי אח

המלבנים הללו, רואים שאוסף המלבנים הללו מכסה את כל הקו הישר. כל אחד מהמלבנים 

תא היחידה הפרימיטיבי של הסריג. הפרימיטיבי תא היחידה (מהקטעים) הללו מהווה דוגמה ל

מוגדר כקטע (או השטח בשני ממדים, או הנפח בשלושה ממדים) הקטן ביותר שמכיל את 

הזזתו על ידי וקטור , וכלל נקודת סריג בודדת) זכרת לעיל(שבדוגמה הנ הבסיס של הסריג

תא היחידה כפי שאפשר לראות מהדוגמה,  הסריג מכסה את כל הישר (או המישור, או המרחב).

שמכסה נקודת סריג בודדת  a: כל קטע ("מלבן") בעל אורך ערכית-חדהפרימיטיבי איננו מוגדר 

יו) יכול לשמש כתא היחידה הפרימיטיבי. כאמור, הזזה של תא (שיכולה להיות במקום כלשהו על

 היחידה הזה על ידי כל הכפולות השלמות של וקטור הסריג נותנת כיסוי מלא של הקו הישר

  הסריג. את שמכיל
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     )א(

    )ב(

    )ג(

    )ד(

    )ה(

    )ו(

   (ז)

  
שמעביר את הגביש אל  הסריגמייצגים את וקטור  ציםחִ הממדיים. -חד דוגמאות לגבישים :2.1.1איור 

 המלבנים מייצגים תאי יחידהצים מרכיבות את סריג ברווה. חִ הנקודות שאליהן אפשר להגיע עם העצמו. 
 (ו)-חלק (א) מתאר סריג ברווה פשוט, עם בסיס שמכיל נקודה בודדת, ואילו החלקים (ב) אפשריים.

וי מעיגולים (או מכדורים) שמרכזיהם מתארים סריגים עם בסיסים גדולים יותר. חלק (ז) מתאר סריג שבנ
  ישר. קו על צפופה באריזה מסודרים

  

A B A B A B A B

A B C A B C A B

A B C D A B C D
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כי  סריגי ברווה, ןאינ 2.1.1כל הדוגמאות האחרות [פרט לחלק (א)] באיור  גבישים עם בסיס:

הסביבות של הנקודות שמופיעות בהן אינן זהות. למשל, הסריג שמופיע בשורה השנייה של איור 

למשל, שני  נקודות "קטנות" ונקודות "גדולות". נקודות אלה מייצגות,(ב) מכיל לסירוגין 2.1.1

הסביבה של אטום  ושיש להם רדיוסים שונים. קל לראות כי B-ובA -סוגי אטומים, שמסומנים ב

A  איננה זהה לסביבה של אטוםB  כש"מסתכלים" מאטום)A  לצדדים, "רואים" אטומיB ,

. לכן, Bשל כל אטומי  זהות, וכן גם הסביבות Aומי ולהיפך). לעומת זאת, הסביבות של כל אט

, כמו הנקודות B-ו A אפשר לתאר את הגביש הזה על ידי יחידה בסיסית שמורכבת מזוג נקודות

, הזוג גבישהמערכת נקראת  הכלולות בתוך המלבן שמופיע בשורה השלישית שם. במקרה הזה

 הפרימיטיביתא היחידה כול לשמש כשל הגביש הנדון, והמלבן המקיף אותו י בסיסהזה הוא ה

של הגביש (כלומר, הקטע הקטן ביותר שמכיל את הבסיס פעם אחת, כך שהזזתו על ידי כל 

הכפולות השלמות של וקטור הסריג, שמתואר על ידי החץ באיור, מכסה את כל הישר). נדגיש 

א הנפח שמכיל כל תא יחידה פרימיטיבי, והתא עצמו הו בתוךשוב: הבסיס הוא אוסף הנקודות 

ממדית זהו קטע). הגביש מורכב מבסיסים שחוזרים אל עצמם באופן -את הבסיס (בדוגמה החד

מחזורי. אורכו של תא היחידה הפרימיטיבי הנוכחי כפול מאורך התא שהיה בדוגמה הקודמת. גם 

 של(ב)] כפול מאורך וקטור הסריג 2.1.1אורכו של וקטור הסריג [החץ בשורה השלישית של איור 

   הפשוט. הסריג
  

(ב) זהה לסריג 2.1.1זהים, ואז הגביש באיור  B-ו A(ב), שני האטומים 2.1.1במקרה פרטי של איור 

, עדיין יכול לתאר 2a-ל (א). תא היחידה שמכיל שני אטומים זהים, ושאורכו שווה2.1.1שבאיור 

, כי קיים תא קטן יותר [כמו באיור איננו פרימיטיביאת הסריג הנדון. עם זאת, התא הזה 

(א)] שמכיל אטום בודד ושהזזתו מכסה את אותו הסריג. כפי שנראה בהמשך, לפעמים נוח 2.1.1

לעבוד עם תאים שאינם פרימיטיביים, והתכונות הפיסיקליות שמחושבות בסופו של דבר אינן 

 בחשבון יג, ושמביאיםתלויות בבחירה הספציפית של תא היחידה (ובלבד שהזזתו מכסה את הסר

  הפנימי). מבנהו את
  

(ג) מתאר גביש עם בסיס שמכיל שלושה אטומים שונים, עם תא יחידה 2.1.1 איור ,דומה באופן

(ו), נקודות הסריג מוזזות יחסית למקומן במקרה -. בדוגמאות (ד)3aווֶקטור סריג בעלי אורך 

של  ממדי- (ד) מייצג את הגביש החד2.1.1(א). למשל, הסריג שמתואר באיור 2.1.1ה"פשוט" באיור 

שני  שבו המרחקים בין אטומי פחמן שכנים מקבלים לסירוגין (ב)],1.2.2[איור פחמן, הפוליין 

כל נקודה  ערכים שונים. נציין שוב שהסביבה ה"נשקפת" מכל נקודת סריג איננה זהה לסביבה של

 עם או באיור] (ה)-קים (ד) ואחרת, והתוצאה היא גביש שמכיל בסיסים עם שני אטומים [בחל

  באיור].  (ו) [בחלק אטומים ארבעה
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   ממדיות-וד דוגמאות  :2.2
  

בסעיף הקודם הצגנו את הסריג כאוסף מחזורי של נקודות. לחלופין, אפשר  אריזה צפופה:

שם),  (א) כעל אוסף של קטעים ("מלבנים") זהים (כמו הקטעים שמופיעים2.1.1להסתכל על איור 

מתאר את  (א)2.1.1זה בזה. אם כל נקודת סריג מוחלפת על ידי "מלבן" כזה, אזי איור  שנוגעים

כל נקודת  של המלבנים הללו. אותה תוצאה תתקבל, אם נמקם סביב האריזה הצפופה ביותר

מוגבלים  סריג "בסיס" שמורכב מכדור: האריזה הצפופה ביותר של הכדורים, שמרכזיהם

כדור משיק  שר הכדורים מסודרים באופן מחזורי, באופן שכללהימצא על קו ישר, תתקבל כא

הכדורים הוא  (ז). בדוגמה הזאת, הסריג שבנוי ממרכזי2.1.1לשכניו משני הצדדים, כמו באיור 

 אריזה רק יש אחד ממדי. בממד- ממדי, אבל הבסיס שמשויך לכל נקודת סריג הוא כדור תלת-חד

   כזאת. אחת צפופה
  

כפי שנראה להלן, בממדים גבוהים יותר יש יותר מאפשרות אחת לארוז כדורים. נתחיל מאריזה 

(א) מדגים 2.2.1צפופה של כדורים (או עיגולים) במישור, ואז נראה כי המבנה שנוצר הוא סריג. איור 

של עיגולים זהים (למשל, מטבעות) במישור. אם מתחילים מהעיגול הכהה במרכז,  סידור צפוף

קיפים אותו בעיגולים זהים כך שכל עיגול משיק גם לעיגול הכהה וגם לעיגול שהוספנו קודם, קל ומ

(שמקווקווים וממולאים בצבע אפור). אם  להשתכנע כי העיגול הכהה יוקף בדיוק בשישה עיגולים

מוסיפים עיגולים, וממשיכים לדרוש כי כל עיגול ישיק למספר גדול ככל האפשר של עיגולים שהונחו 

קודם לכן, מתקבל המבנה שנראה באיור. המבנה הזה ימשיך ויחזור אל עצמו גם כשנמלא את כל 

גדר כיחס בין השטח הכולל של יחס האריזה של מערכת כזאת מוהמישור לפי אותם כללים. 

האריזה . הסידור המוזכר לעיל של העיגולים נותן את העיגולים לבין השטח הכולל של המישור

של עיגולים זהים במישור, כלומר, אריזה עם יחס האריזה הגבוה ביותר. ההוכחה  ביותר הצפופה

ישור, נחשב את יחסי סריגים מחזוריים אפשריים במ תינתן בהמשך: נראה כי יש מספר סופי של

מספר העיגולים השכנים הוא הצפוף ביותר.  2.2.1האריזה של כולם ונקבל שהסידור באיור 

, והוא מסומן ) לעיגול נתון נקרא "מספר הקואורדינציה"nearest neighborsהקרובים ביותר (

  .2.2.1עבור המבנים המתוארים באיור  6- . מספר זה שווה לzבדרך כלל באות 

  

     

   ב)(  )א(

   מישור.זהים שמונחים על  כדורים(ב) ושל זהים  עיגולים(א) של על מישור  צפופה ביותר אריזה :2.2.1איור 
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: קחו מתואר להלןתתקבל בניסוי ה המוזכרת לעילשנייה שבה מופיעה האריזה הצפופה  הדוגמ

לו במקומות פיהם י ,כשמספר הכדורים קטןפונג. - והשליכו עליה כדורי פינג בריכת מים,

שמספר הכדורים יגדל, הם יצטופפו יותר ויותר, ובסופו של דבר ככל אקראיים על פני המים. 

של  . סידור זה משמש לבידוד)(ב2.2.1 באיוריסתדרו בדיוק בסידור המתואר  הם(במבט מלמעלה) 

 למנוע את קפיאתן בחורף. כשמישהו קופץכדי השחייה החיצוניות בארצות הצפון  כותמי ברי

פלשו בשלג), (ותושבי הצפון אוהבים לעשות זאת אחרי שיצאו מהסאונה והתלבריכה כזאת 

 הם חוזרים ,אבל אחרי שהקופץ שוחה למקום אחרהכדורים מסתלקים לכל הכיוונים, 

אף שכל יחידה ב"גביש"  כי זהו הסידור האופטימלי עבורם. באריזה הצפופה, וזו עדותומסתדרים 

, מרכזי הכדורים נמצאים על מישור, ולכן נתייחס אל שני הסריגים ממדי- הזה היא כדור תלת

  ממדיים.- דו סריגים כאל 2.2.1 שמוצגים באיור
  

 מקום,באותו  2.2.1אם נשאיר את המרכז של כל עיגול (או כל כדור) באיור  המשולש: הסריג

עד לגודל נקודתי, נקבל את הנקודות המופיעות (או הכדורים) ונקטין את הרדיוסים של העיגולים 

זה  אוסף. הנקודות האלה מייצגות את המרכזים של העיגולים (או הכדורים) הללו. 2.2.2באיור 

הסריג " נקרא 2.2.2במישור. הסריג המתואר באיור  מחזורי סריגמהווה דוגמה של  של נקודות

בקו  צלעות (כמודגם באיור-ווה": חיבור של שלוש נקודות שכנות נותן משולש שהמשולש

(שכל אחד מהם מורכב משני צלעות -שווי מעויניםמקווקו), וקל לראות כי הסריג כולו בנוי מ

מעוין כזה,  .צלעות הפוכים) שמחוברים זה לזה וחוזרים על עצמם באופן מחזורי-משולשים שווי

 כי תמצאו בספרות ג.שמופיע גם הוא באיור, מהווה דוגמה לתא היחידה הפרימיטיבי של הסרי

  .להלן שנבהיר מסיבות ",סגונליקהה הסריג" גם נקרא זה סריג
  

  

הנקודות במרכזי העיגולים יוצרות את הסריג אריזה צפופה של עיגולים זהים במישור.  :2.2.2איור 
. תזוזה באחד מהם מחברת בין שתי נקודות 2a-ו 1a את שני וקטורי הסריג, מתארים חִציםה המשולש.

סריג שכנות, ומעבירה את כל הסריג אל עצמו. אורך כל וקטור סריג כזה שווה לקבוע הסריג, ששווה 
 המעוין עיגול.כל  זה שווה לקוטר שלהמרחק ה ,2.2.1של איור  ה. בדוגמa, מרחק בין נקודות שכנותל

   .פרימיטיבי יחידה לתא הדוגמ מייצג סריגה קטוריו שני את שמשלים

  

שבין כל  דרך פיסיקלית לקבל את הסריג המשולש מתחילה מאוסף של חלקיקים, גידול גבישים:

כאשר הם מרוחקים  ,מושךמרכזי וכוח  כאשר הם קרובים, ,דוחהמרכזי ים מהם פועל כוח ישנ
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, 4פרק כפי שנראה ב .1.1.1על ידי הפוטנציאל באיור  , למשל,מתואר. כוח כזה יותר זה מזה

מקרים, האנרגיה  הרבה סוגים של קשר גבישי. בהרבההאנרגיה הפוטנציאלית הזאת אופיינית ל

הפוטנציאלית הכללית של החלקיקים בגביש נשלטת על ידי האנרגיות שמתייחסות לכוחות בין 

המרחק , משקל-בשוויקים חשובים פחות. שכנים קרובים; הכוחות שמופעלים על ידי שכנים רחו

חלקיקים שכנים יהיה קרוב ככל האפשר למרחק שמתאים למינימום של המרכזים של בין 

הרבה חלקיקים כי כשיש  ו באופן אינטואיטיבי קל להביןזה. אפילחלקיקי ה-דוהפוטנציאל ה

יהיה המספר  כאשר לכל חלקיק ,כאלה במישור, הרווח המרבי באנרגיה של כל המערכת יתקבל

כך שכל אחד  ," (מספר הקואורדינציה הגדול ביותר)קרובים הגדול ביותר האפשרי של "שכנים

של האנרגיה (שמתאים למינימום הנזכר לעיל מהם מרוחק ממנו בשיעור האופטימלי 

כאשר המרכז של כל חלקיק , 2.2.2רווח זה מתקבל עבור המבנה המתואר באיור . הפוטנציאלית)

אפשר -בהמשך, אי כפי שנראה שה שכנים קרובים.יה של הסריג המשולש, עם שנמצא בנקוד

   .6- מ ממדי מחזורי שבנוי מחלקיקים זהים עם מספר קואורדינציה גדול-לבנות סריג דו
  

נוספים  שבו מתחילים מחלקיק אחד ומצרפים אליו חלקיקים(א), 2.2.1התהליך המתואר באיור 

אחרי  .בהדרגה על מצע מישורי זהים סופחים חלקיקיםשיטת גידול שבה בהדרגה, מייצג 

מצרפים חלקיק  ,נספח למישור ])(א2.2.1המיוצג על ידי העיגול הכהה באיור [שהחלקיק הראשון 

שני. שני החלקיקים נעים על המישור ונמשכים זה לזה על ידי הכוח שפועל ביניהם עד שהם 

מינימום האנרגיה הפוטנציאלית שמתאימה  נקבע על ידישבו הם נשארים במרחק ש ,יוצרים צביר

ויחד עם שני הצביר הזה,  ינוע גם הוא לקראת ,לכוח הזה. חלקיק שלישי שיונח על המישור

שבו כל זוג חלקיקים נמצא במרחק המתאים למינימום , צלעות-קודמיו ייצור צביר משולש שווה

וכך  ספים יצטרפו באופן דומה,חלקיקים נו. )2.2.2(כמו המשולש המקווקו באיור  של הפוטנציאל

יש לציין כי הסריג המשולש נוצר במישור עבור חלקיקים זהים, שביניהם  ייווצר הסריג המשולש.

לשכניו על הסריג. גבישים שבנויים מסוגים רבים  פועלים כוחות קצרי טווח, כך שכל חלקיק נצמד

תרן ומיונים שליליים של כלור), יותר של אטומים (למשל, מלח בישול שבנוי מיונים חיוביים של נ

 וייצרו שונה בצורה יגדלו (למשל, כוח קולון בין היונים), שבהם פועלים גם כוחות ארוכי טווח

   בהמשך. נדון ובהם אחרים, סריגיים מבנים
  

 , סביב נקודותכי על המישור יכולים לגדול צבירים שוניםבאופן מעשי המצב מסובך יותר, 

היקפים שונים, שקשה להם להתחבר זה אל זה. התוצאה יכולה להיות מבנה  התחלה שונות ועם

, שבו צבירים שכנים אינם נמצאים על אותו סריג משולש. דוגמה שתידון סטבילי לא מחזורימט

סטבילי הוא מצב שבו מטמצב  .2.6.2באיור  C-וב B-בהמשך מתייחסת לאטומים שמסומנים ב

אנרגיה שלה, אבל לא במינימום המוחלט של האנרגיה המערכת נמצאת במינימום מקומי של ה

המוחלט המערכת צריכה "לדלג" מעל  . כדי לעבור מהמינימום המקומי אל המינימוםהזאת

מחממים את  מחסומי פוטנציאל, וזה קשה מאוד לביצוע בטמפרטורה נמוכה. עם זאת, כאשר

וטנציאל המקומיים, וצבירים המצע שעליו הגביש גדל, החלקיקים יכולים לדלג מעל למחסומי הפ
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לבסוף יתחברו כל החלקיקים  קטנים יכולים להתחבר אל צבירים גדולים יותר. במצב אידאלי

   .סריג משולש יחידל
  

במעבדה. בהרבה  גבישים גידולהתהליך שתואר כאן מהווה דוגמה אחת לשיטה ניסיונית של 

לצורך מדידות או כדי לבנות  מקרים צריך לגדל גבישים במעבדה כדי לקבל דגמים מבוקרים

גבישים מורכבים שאינם קיימים בטבע. קיימות שיטות רבות אחרות של גידול גבישים, שלא 

  ).2.9 סעיף גם ראו זאת, (עם זה בקורס תפורטנה
  

(בהקשר של גביש  לת הפרקיתחשהוזכר ב תא יחידה מדגים את המושג 2.2.3איור  תא היחידה:

ולכל  למשיק המשותף לו עד(א) 2.2.1איור בממלאים את השטח סביב כל עיגול  כאשר ממדי);-חד

כל משושה כזה מייצג . מקבלים אוסף מחזורי של משושים שממלאים את כל המישורשכן שלו, 

ונמצאת  (או לנקודת הסריג שמייצגת את העיגול הזה לעיגול שבתוכו "שייך"תא יחידה ש

אל נקודת שקרובות  הנקודות במישור כל כולל את 2.2.3איור לופין, כל תא משושה בלח. במרכזו)

התא של "תא היחידה הזה נקרא  .אל מרכז כל תא אחריותר משהן קרובות הסריג שבמרכזו 

של הסריג הנדון התא המשושה מסבירה גם את הכינוי  של . ההופעה")Wigner-Seitzזייץ (-ויגנר

בהכללה של ההגדרות שהופיעו בסעיף  משושה). סגון הואקהביוונית, (" סגונליקסריג ה"בשם 

זייץ הוא תא יחידה פרימיטיבי של הסריג; הוא מכיל נקודת סריג -הקודם, ברור שהתא של ויגנר

הסריג (שמופיעים באיור) מכסה את  בודדת (שזהה לבסיס של הסריג הזה), והזזתו על ידי וקטורי

איננו התא הפרימיטיבי היחיד שאפשר  זייץ-כל המישור. יש להדגיש כי תא היחידה של ויגנר

. 2.2.2לבנות. למשל, אפשר לכסות את כל שטח המישור במעוינים שזהים למעוין שמופיע באיור 

המישור, ומאחר שכל מעוין וכל משושה  מאחר שגם המעוינים וגם המשושים מכסים את כל

-א המשושה של ויגנרזהה לשטח של הת מכילים נקודת סריג בודדת, שטח כל מעוין צריך להיות

המעוין, כך שנקודת הסריג ש"שייכת" אליו תהיה  ). אפשר גם להזיז את2.4.1זייץ (ראו גם שאלה 

במרכזו (או בכל מקום אחר בתוכו, במקום בקצה השמאלי התחתון שלו), ולקבל דוגמאות נוספות 

  הסריג. את לתאר לתאי יחידה פרימיטיביים שיכולים

  

  

מאיור  זייץ) שמייצגים את הסריג המשולש-משושים (תאי ויגנרפרימיטיביים ה תאי יחיד :2.2.3איור 
 במרכזי נמצאות ,(א)2.2.1, שהן גם מרכזי העיגולים באיור 2.2.2נקודות הסריג שמופיעות באיור  .2.2.2

  .)2.2.2 באיור (כמו הסריג וקטורי את מתארים חִציםהמשושים. ה
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  2.2.1שאלה 

   ?(א)2.2.1איור במהו יחס האריזה של המבנה המישורי המתואר   .א

 כמו מסדרים את הכדורים באריזה צפופהבכדור,  (א)2.2.1מחליפים כל עיגול באיור אם   .ב

תא  מהו ,ם מלמעלהכדורישמשיק ל ימישורמשטח  ומוסיפים על פני מישור, (ב)2.2.1איור ב

 המישורים היחס בין נפח כל הכדורים לנפח הכלוא בין שני זייץ? מהו- היחידה של ויגנר

 של האריזה הנפחי יחסכזה מוגדר  יחס(ששווה ליחס בין נפח כדור לנפח תא היחידה)? 

   המערכת.

  

  2.2.2 שאלה

משיק רק לארבעה  כל עיגולשבו  מתאר סידור של עיגולים שמשיקים זה לזה, (א)2.2.4איור 

ידי מרכזי העיגולים  הסריג שנוצר על טרים שניצבים זה לזה.שני קְ עיגולים אחרים בקצוות של 

   ".)square lattice( הסריג הריבועינקרא " (שמסומנים בנקודות באיור) הללו
  

זייץ, באופן שכל התאים הללו ימלאו את המישור. מהי הצורה - הקיפו כל עיגול בתא ויגנר  א.

 של כל תא כזה?

 הזה?מהו יחס האריזה של המבנה   ב.

(ב), כאשר הכדורים כלואים 2.2.4מהו יחס האריזה הנפחי עבור כדורים בסריג ריבועי [איור   ג.

  בין מישורים שמשיקים להם מלמעלה ומלמטה]?

 

     

  (ב)  )א(

. שמונחים על מישור מכדורים משיקים(ב) או  מעיגולים משיקים(א) בנוי , הסריג הריבועי :2.2.4איור 
  הסריג.וקטורי  את מתארים חִציםה

  

  

  �ריגי ברווה עמ ב�י� במישור  :2.3
  

הסריג המשולש והסריג הריבועי הם דוגמאות למשפחה כללית של סריגים,  סריגי ברווה:

סריג ברווה מוגדר כאוסף אינסופי של כפי שכבר הגדרנו, . )Bravais( סריגי ברווהשנקראים 

הפרק  בהמשך. מהנקודות באוסףנקודות, שסידורן נראה זהה כש"מסתכלים" עליו מכל אחת 

מתברר שמספר  לפי תכונות הסימטריה שלהם.ברווה, נמיין את הסוגים האפשריים של סריגי 

במישור, ושבעה סוגים של  ברווה ; ישנם רק ארבעה סוגים של סריגיהסוגים האפשריים הוא סופי
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 2.7.2 באיורים מיוחדוב ,2.7 בסעיף הקורא הסקרן מוזמן להציץ כבר עכשיו במרחב. סריגי ברווה

  הללו.  הסריגים כל את שמציגים 2.7.3-ו
  

(איור ובסריג הריבועי  )2.2.2(איור להשתכנע כי הנקודות בסריג המשולש קל  גבישים עם בסיס:

לא כל אוסף מחזורי של נקודות ש 2.1ראינו כבר בסעיף  עם זאת, .ברווהת סריגי רכיבומ) 2.2.4

ממדיות של סריגים מחזוריים - . נתבונן עכשיו בכמה דוגמאות דוברווהסריג  הואאטומים) (או 

של עיגולים מישורי שתי דוגמאות של אוסף מחזורי  מתאר 2.3.1איור שאינם סריגי ברווה. 

של כלור ושל נתרן (השלילי והחיובי) את היונים ה עיגולים אלה מייצגים לדוגמ. גדולים וקטנים

יון חיובי של נתרן מוקף בארבעה יונים שליליים של בו כל , שמלח הבישולבחתך מישורי של גביש 

מושכים ומטענים הפוכים שלילית ויון הנתרן טעון חיובית,  שיון הכלור טעוןמאחר כלור ולהיפך (

ברור ). 4 פרקמבנה בעל האנרגיה הנמוכה ביותר עבור חומר זה, כפי שנראה בזה את זה, זהו ה

, מאחר קטן או מהמרכז של עיגול ולגד מהמרכז של עיגול "מסתכלים"כש ,נראה אחרת שהגביש

 סריגנקודת  לכן, אם מתייחסים למרכז של כל עיגול כאל שונים זה מזה.ששני היונים הללו 

עדיין לתאר את  אפשרעם זאת, ברווה לפי ההגדרה שניתנה לעיל. סריג  איננוריבועי, הסריג הזה 

סביבה. ת אותה הבדיוק א "רואים"קודות שמהן כן נ באמצעות אוספים של 2.3.1המבנים באיור 

ת לכן לחבר אאפשר . של העיגולים הגדולים זהות הסביבות של כל אחד מהמרכזיםלמשל, 

שמסובב  ריבועי,סריג  . זהוברווהולקבל סריג ווים המקווקווים באיור, כמו בקהמרכזים הללו, 

גם מקבוע הסריג המקורי. לחלופין,  2פי וקבוע הסריג שלו גדול , לעומת הסריג המקורי 45°-ב

 ולכן גם באיור זהות, ים מלאיםוהריבוע המצויר בקוות מכל קודקוד של הנשקפ ותהסביב

  אך מוזז יחסית אליו. לקודמו דומה ,ברווה אלה מהווים סריג דקודיםקו

  

     

  (ב)  (א)

מישורי  כזה יכול לייצג חתך משני סוגי עיגולים. גבישדוגמאות לגביש מישורי שבנוי לסירוגין  :2.3.1איור 
העיגולים הגדולים  שני האיורים שונים זה מזה ביחסים בין הרדיוסים של .NaCl של גביש מלח הבישול,

(א) העיגולים דומה. בחלק  ושל העיגולים הקטנים, ולכן גם ביחסי האריזה שלהם, אבל לשניהם סימטריה
ומתקבלת אריזה צפופה יותר.  הגדולים אינם משיקים זה לזה, ואילו בחלק (ב) הם משיקים זה לזה,

ברווה שמתאר את הגביש הזה: הסביבות  הריבועים המופיעים באיורים יכולים לשמש תאי יחידה של סריג
 החִצים קטן. ועיגול גדול גולשמכיל עי בסיס מייצג של כל הקודקודים של ריבוע כזה זהות. כל תא יחידה

 בתוך הבסיס נקודות שתי בין שמחבר 2r הוֶקטור את מתאר המלא והחץ הסריג, וקטורי הם המקווקווים
  המקווקו. היחידה תא
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שמתאר  ברווהסריג יכול לשמש כתא היחידה הפרימיטיבי של  2.3.1אחד מהריבועים באיור כל 

החוזרת של כל  ערכית. הזזתו-זאת דוגמה נוספת לכך שתא היחידה איננו מוגדר חד .את הגביש

אחד מהריבועים על ידי וקטורי הסריג המופיעים באיור תביא לכיסוי כל המישור בתאים כאלה. 

קל לראות שכל זאת,  יכול לשמש תא כזה. עם גם ריבוע שמחבר בין המרכזים של עיגולים קטנים

זה ברור לגמרי כשמסתכלים על אחד גדול ואחד קטן. דבר עיגולים,  שני ריבוע מייצג עכשיו

אם מסתכלים על הריבוע  את המרכזים של שני העיגולים. , שמכילים המלאיםווהריבוע עם הק

של העיגול הגדול, ולכן  לראות כי הוא מכיל עיגול קטן במרכזו, וארבעה רבעים אפשר המקווקו,

המישוריים בניגוד למקרים  ת סכום השטחים של שני העיגולים.אריזה שמייצגת א גם הוא מכיל

של הסריג  סריג בודדת, תא היחידהשתוארו בסעיף הקודם, שבהם תא היחידה ייצג נקודת 

אחרת במרכז עיגול קטן. כפי גדול וה האחת במרכז עיגולה"חדש" מכיל עכשיו שתי נקודות, 

מרכיבים שנכללים בתוך תא יחידה ה יחידה בסיסית זאת, שכוללת את כלשהזכרנו לעיל, 

של המבנה המחזורי.  בסיסה, נקראת גדול)עיגול קטן ועיגול  – שלנו ה(בדוגמ אחדפרימיטיבי 

את המבנה  שמכילהבסיס, לכן לשני חלקים:  מתחלק 2.3.1איור התיאור של המבנה המצויר ב

היחידה, או  על ידי אוסף תאיוהסריג, שמיוצג הבסיסי שחוזר אל עצמו (עיגול קטן ועיגול גדול), 

כל אחת מהן מייצגת תא יחידה אחד (למשל, הנקודות במרכזי העיגולים על ידי אוסף נקודות ש

הגדולים). שוב, יש להבחין בין המושג של בסיס ובין המושג של תא יחידה פרימיטיבי: הבסיס 

הוא השטח  מורכב מקבוצת המרכיבים שחוזרת על עצמה, ואילו תא היחידה הפרימיטיבי

הבסיסי שחוזר אל עצמו ומכסה את כל שטח המישור. עבור בחירה מסוימת של תא היחידה 

   ערכית בין תא היחידה לבין הבסיס ש"מוכל" בתוכו.-חד-הפרימיטיבי יש התאמה חד
  

 כל חומר מחזורי בנוי מסריגהגביש שתואר לעיל הוא דוגמה לכל הגבישים שיופיעו בהמשך. 

 שכל אחת מהן מייצגת בסיס של החומר. אוסף זה של בסיסים נקרא ברווה של נקודות,

  "גביש". הגביש בנוי מהחיבור של הסריג עם הבסיס.
  

 רק על מסתכליםשאם  היא להבחין 2.3.1סתכל על סריג מהסוג המתואר באיור דרך שימושית לה

תא  ריבועי, עם סריגאלה יוצרים  עיגוליםהעיגולים הקטנים),  את (ומוחקיםהגדולים  העיגולים

העיגולים  על רק מסתכלים אםהמקווקו באיור. לחלופין,  ידי הריבוע, על למשל, שמתואר יחידה

מבנה של שמבנהו זהה לרים סריג ריבועי, יוצהם  גם(ומוחקים את העיגולים הגדולים),  הקטנים

העיגולים  של סריגל הקטנים מוזז ביחס של העיגולים , הסריג2.3.1ואר באיור בגביש המתקודמו. 

- תתמורכב משני  הגביש. לכן, החץ המלא באיור על ידי שמתואר, 2r הגדולים על ידי הוֶקטור

הגביש עם בסיס:  לכל סריג נכון יהיה דומה שמוזזים זה לעומת זה. תיאורריבועיים,  סריגים

האלמנטים שמרכיבים את  אחדשכל אחד מהם מתאים לזהים,  סריגים-מורכב תמיד מכמה תת

  כולו. הגביש את שמתאר ברווהזהה לסריג  הסריגים-בסיסו. כל אחד מתת
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  2.3.1 שאלה

, העיגולים הקטנים משיקים לעיגולים הגדולים, אבל האחרונים אינם משיקים (א)2.3.1איור ב

   זה לזה.

 של המישור,חשבו את היחס בין השטח הכולל של שני סוגי העיגולים לבין השטח הכולל   .א

וסי העיגולים הקטנים כאשר רדי של המבנה הזה, השטחי  את יחס האריזה ,כלומר

   בהתאמה. r-ו r הםוהגדולים 

x/, מה צריך להיות היחס בין שני הרדיוסים  .ב r r  , האריזה הצפופה ביותר לקבל את כדי

  (ב)]? 2.3.1איור בכמו  לזה, כאשר גם העיגולים הגדולים משיקים זה[

יחס  את? ציירו כאשר ממשיכים להקטין את רדיוסי העיגולים הקטנים ,מהו יחס האריזה  .ג

0, עבורהאריזה כפונקציה של היחס בין רדיוסי העיגולים / 1x r r   .   

 שני באמצעות הקודם, לכל המקרים שנדונו בחלק ,2.3.1הסריג של איור בטאו את קבוע   .ד

  העיגולים. רדיוסי

  

 גם סריגים שמכילים סוג אחד של אטומים בכל נקודת סריגיצוין כי  גרפן: – המשושה הסריג

: האטומים 2.1.1 (ו) של איור- ראינו דוגמאות למצב הזה בחלקים (ד) .ברווהאינם בהכרח סריגי 

(א), 2.3.2איור ב מופיעה ממדית לסריג כזה- הסביבות שלהם שונות זו מזו. דוגמה דו זהים, אבל

. כפי (מסיבות ברורות)"חלת דבש"  או, "honeycomb", המכונה גם הסריג המשושהמתאר את ש

, כי הוא מתאר את בתקופה האחרונה מרכזי הוא נושא מחקרזה הסריג , ה1שכבר הזכרנו בפרק 

  .פחמן של אטום מייצגת כל נקודה על הסריג שבו, ןפגרה המבנה של
  

פחמן מופיע בטבע בהרבה מבנים גבישיים (או , 1כבר הזכרנו בפרק כפי ש הגרפיט:

 ).4(ראו פרק  "), שנובעים מהקשרים הכימיים האפשריים בין האטומים בגבישפולימורפים"

המבנה  בתנאים רגיליםזאת, עם  , שיידון בהמשך.יהלוםביותר של פחמן הוא ה המבנה הידוע

נוצר בטבע רק  ) (היהלוםgraphite( גרפיט הוא המבנה שנקראהיציב יותר של פחמן ממדי -התלת

הגרפיט בנוי משכבות מישוריות  .בתנאי לחץ וטמפרטורה מיוחדים, ולכן קשה יותר למצוא אותו)

[ראו איור (א) 2.3.2באיור  כמומקבילות, שבכל אחת מהן האטומים מסודרים בסריג משושה 

. "סגונליקהסריג הה"ממדי הזה נקרא - (א)]. בגלל הסימטריה המשושה שלו, המבנה התלת2.3.3

 יחסית, חלש המשושות בין השכבות הקשר; בתוך כל עיפרון הגרפיט הוא החומר שנמצא

גיים ונובוסלוב כפי שכבר הזכרנו,  אל הנייר.של החומר השחור ממנו שכבות והכתיבה "מקלפת" 

 המחקר תחום את לפתוחהצליחו וכך ממדיות של הגרפיט, - שכבות דו "לקלף" 2004- ב הצליחו

   .גרפן של כלומר, ,בנפרד כזאת שכבה כל של החזיתי
  

הטופולוגי שלו הוא המבנה  אף כיבמרחב. חופשי  גרפן שתלוי באופןמראה מודל של  2.3.4 איור

ממדי -הדו כפי שכבר נאמר, לגרפןות. בצורות שונ להתקפל או הוא יכול לקבל צורה גליתמישורי, 

 יידונו חלקןמרתקות, למשל, מבנה קשיח ומוליכות חשמלית גבוהה, ו יש תכונות פיסיקליות

- דו פרקים הבאים. תכונות מיוחדות אלה והאפשרות הנדירה לייצר בקלות יחסית דגמיםב
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נובל לגיים ממדיים של החומר הזה, עוררו את העניין הרב בגרפן והובילו להענקת פרס 

  ולנובוסלוב. 

  

       

   (ב)  )א(

האיור מראה שני נקודות הסריג, בפינות של משושים שנוגעים זה בזה. (א) הסריג המשושה.  :2.3.2איור 
, שיש להן סביבות שונות. המעוין שמופיע בקווים עבים הוא תא יחידה B-ו Aסוגים של נקודות סריג, 

. (ב) הנקודות מטיפוס 2rשתי נקודות, שמקושרות על ידי הוֶקטוראפשרי לסריג. התא הזה מכיל בסיס עם 
A  מיוצגות כאן על ידי עיגולים גדולים יותר, והקווים הדקים הרציפים מראים כי הנקודות הללו בונות

דות סריג משולש, עם אותו תא יחידה שהופיע בחלק (א). העיגולים הקטנים יותר מייצגים את הנקו
  . גם הנקודות הללו בונות סריג משולש, מוזז לעומת קודמו.Bמטיפוס 

  

       
   (ג)   (ב)   (א)

כל שכבה בסריג היא סריג משושה, זהה גרפיט.  שמתאר את המבנה שלסגונלי קהסריג הה(א)  :2.3.3איור 
. האטומים במישור התחתון ובמישור העליון מונחים בדיוק אלה מעל אלה. 2.3.2לסריג שהוצג באיור 

הסריג המשושה במישור האמצעי מוזז לעומתם. הקווים העבים מראים את תא היחידה. חלק (ב) מראה 
(ב) שמתאר את האטומים במישור 2.3.2ר את הסידור של האטומים במישור האמצעי, בהשוואה לאיו

מוזזים  B נמצאים באותם מקומות בשני המישורים, אבל האטומים מטיפוס Aהבסיס: האטומים מטיפוס 
כך שהם נמצאים מעל למרכזי המשושים במישור שמתחתם (או מעליהם). הסריגים בשני המישורים 

ים את המישור התחתון והדקים מתארים הקווים העבים מתאר מוצגים יחד (במבט מלמעלה) בחלק (ג):
  המישור האמצעי. את
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  .)Geim( נכלל ברשותו של פרופסור אנדרה גיים במרחב. חופשי באופן תלויש ,ןגרפ מודל של :2.3.4איור 

  

  

(א). הסתכלו על שתי 2.3.2, איור נחזור אל הסריג המשושה במישור הגרפן כגביש עם בסיס:

שונה  Aה נקודההסביבה הנשקפת מ. קל לראות כי B-ו Aהנקודות שמסומנות באיור באותיות 

 B , רואים את הנקודהAהנקודה מ"מסתכלים" ימינה כש. למשל, Bהסביבה הנשקפת מהנקודה מ

לנקודה הזאת.  במיקום גבוה יותר (על הציר האנכי), ורואים מקום ריק באמצע המשושה מתחת

) במיקום Aרואים נקודת סריג (שדומה לנקודה  ,Bנקודה המ"מסתכלים" ימינה כשלעומת זאת, 

נמוך יותר (על הציר האנכי), ורואים מקום ריק באמצע המשושה מעל לנקודה הזאת. במילים 

נמצאת בקצה התחתון של משושה, ולכן מעליה יש נקודה ריקה באמצע  Aאחרות, הנקודה 

נמצאת בקצה העליון של משושה, והנקודה הריקה באמצע  Bהזה, ואילו הנקודה  המשושה

המשושה הזה נמצאת מתחתיה. מכל הנקודות שנמצאות בפינה התחתונה של משושה נשקפת 

אותה  , ומכל הנקודות שנמצאות בפינה העליונה של משושה נשקפתAאותה סביבה כמו מהנקודה 

 סריג איננוהמשושה  סביבות הללו אינן זהות, הסריג. מאחר ששתי הBסביבה כמו מהנקודה 

שתי  שמכיל ,עם בסיס כגביש, כלומר, כסריג ברווהברווה. עם זאת, אפשר לתאר את הסריג הזה 

 A(א) מראה גם תא יחידה מעוין, שבקודקודיו נמצאים אתרים מטיפוס 2.3.2. איור נקודות

בתוך תא היחידה הזה הן הבסיס של  B-ו A. שתי הנקודות B ובתוכו נמצאת נקודה מטיפוס

(ראו באיור), הוֶקטור שמחבר בין שתי  2a-וב 1a- הגביש הזה. כאשר מסמנים את וקטורי הסריג ב

2נקודות הבסיס הוא  1 2( )/3 r a a גובה המשולש שווה  ) של2/3(- [אורך הוֶקטור הזה שווה ל

מפגש  –הצלעות שמכיל את שני וקטורי הסריג, כי הנקודה השנייה נמצאת במרכז המשולש הזה 

1- הגבהים שלו. האלכסון הארוך של המעוין, ששווה ל 2( )a aלשני גבהים כאלה]. כדי  , שווה

בעיגולים  Aהנקודות מטיפוס  (ב) סומנו2.3.2להדגיש את ההבדל בין שני סוגי הנקודות, באיור 

סומנו בעיגולים קטנים. מהאיור הזה רואים כי כל הנקודות  Bגדולים, והנקודות מטיפוס 

) יוצרות סריג משולש, עם אותו תא יחידה ואותם וקטורי Aה"גדולות" (כלומר, הנקודות מטיפוס 

ריג משולש, שזהה ) יוצרות סB (מטיפוס ה"קטנות" סריג שהופיעו בחלק (א). גם כל הנקודות

. אפשר אפוא 2rבמבנהו לסריג של הנקודות ה"גדולות", אבל מוזז לעומתו על ידי הוֶקטור

 נקודותים משולשים, האחד מורכב מסריג-שילוב של שני תת הסריג המשושה כעל על להסתכל
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 סריג ברווההוא  במישור ההמשושהסריג  ,. לחלופיןBמטיפוס נקודות והאחר מורכב מ Aמטיפוס 

(אין להתבלבל: הסריג הוא משולש, אבל אפשר לתאר  אטומים זהיםשמכיל שני  בסיסעם משולש 

   .)2.2.2אותו על ידי תא יחידה מעוין, בדיוק כמו באיור 
  

. האטומים 2.3.3ממדי של גרפיט, איור -נחזור עכשיו אל הסריג התלת המבנה הסריגי של גרפיט:

מעל אלה.  בשכבה התחתונה ובשכבה העליונה של הסריג המוצג באיור נמצאים בדיוק אלה

 Aהאטומים מטיפוס  נמצאים בדיוק מעל Aלעומת זאת, בשכבה האמצעית האטומים מטיפוס 

לעומת מיקומם במישור התחתון, ונמצאים מוזזים  Bבשכבה שמתחתם, אבל האטומים מטיפוס 

) Bמעל נקודה "ריקה" במרכז של משושה במישור הזה. במצב הזה, האטומים הללו (מסוג 

נמצאים במרחקים שווים מששת האטומים שבונים את המשושה הזה במישור התחתון ומשישה 

ר כזה (אילו אטומים דומים במישור העליון, במקום להיות קרובים רק לאטום אחד בכל מישו

השכנים גדול  12-מכל אחד מ הנחנו את שני הסריגים המשושים בדיוק זה מעל זה). אף כי המרחק

הזה ונותן אנרגיה פוטנציאלית  יותר לעומת החלופה האחרת, מספרם הגדול מקזז את ההבדל

(ב) מראה את הסידור של האטומים בשכבה האמצעית. העיגולים 2.3.3נמוכה יותר. איור 

באותם מקומות שבהם הם היו באיור  , נמצאיםAלים", שמייצגים את האטומים מטיפוס ה"גדו

מוזזים על ידי  Bכל האטומים מטיפוס  (ב) (שתיאר את המישור התחתון של הגרפיט), אבל2.3.2

(ב), 2.3.2המעוין ששימש כתא היחידה באיור  לעומת מיקומם שם. אם מסתכלים על 2rהוֶקטור 

(ב) וכקו מקווקו באיור 2.3.3שמוצג כקו עבה באיור  רואים שהמעוין שמעליו [במישור האמצעי,

, שהיה קודם לכן B(א)]) מכיל גם הוא שני אטומים משני הסוגים, אבל האטום מטיפוס 2.3.3

 של הימני בחלקו במרכז המשולש בחלקו השמאלי של המעוין, עבר אל מרכז המשולש (ההפוך)

   ן.המעוי
  

 לפני סיום סעיף זה נוסיף עוד שתי הערות: חומרים אחרים שמתוארים על ידי הסריג המשושה:

סוגים של שני מ(ב) מתאים גם לתיאור גבישים שבנויים 2.3.2הסריג שמוצג באיור  ראשית,

ושל חנקן, שנמצאים באתרים  ) מורכב מיונים של בורוןBN. למשל, בורון חנקני (אטומים

המסומנים בעיגולים ה"קטנים" ובעיגולים ה"גדולים" באיור, בהתאמה. גם החומר הזה נמצא 

 גרמנן) ושל silicene( סיליצןבחזית המחקר בימים אלה. דוגמה פשוטה עוד יותר היא הגבישים של 

)germaneneומי הפחמן של הגרפן. גם ), שבהם אטומי צורן (סיליקון) או גרמניום מחליפים את אט

לחומרים הללו יש תכונות פיסיקליות מרתקות, שנחקרות במעבדות רבות. בגבישים האלה, שני 

 (איור לזה נמצאים על שני מישורים שונים, שמקבילים זה (ב)]2.3.2האטומים בתא היחידה [איור 

  .4 בפרק יידון הגרפן גבישי לבין הללו הגבישים בין ההבדל ).2.3.5
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  (ב)  )א(

  (ב) מבט מהצד, שמראה את הגבהים השונים של שני  ;סריג הסיליצן. (א) מבט מלמעלה :2.3.5איור 
  נלקח מהמאמר  הסריגים.-תת

A. O'Hare, F. V. Kusmartsev, and K. I. Kugel, "A Stable 'Flat' Form of Two-Dimensional Crystals: Could Graphene, 

Silicene, Germanene Be Minigap Semiconductors?", Nano Lett. 12, 1045 (2012).  

  

 . האיור2.3.6שנית, הן הגרפן והן הבורון החנקני הם דוגמאות למקרה כללי יותר, שמוצג באיור 

(או  C-ו A ,B, שמסומנים באותיות שלושה סוגים של אתריםהזה מראה סריג משולש, עם 

 סריגים- שני תתמ, שנבנה 2.3.1הריבועי שהוצג באיור  בעיגולים עם גדלים שונים). בניגוד לסריג

כאלה. תא  סריגים-שלושה תתזהים שמוזזים זה לעומת זה, הסריג המשולש ניתן לתיאור על ידי 

(ב), אבל 2.3.3- ו 2.3.2עדיין זהה לאלה שהוצגו באיורים  2.3.6היחידה של הסריג שמוצג באיור 

(ב) 2.3.2סוגי אתרים. קל לראות כי הסריגים שמוצגים באיור  שלושהעכשיו הוא מכיל בסיס של 

או את כל  Cאת כל הנקודות מטיפוס  2.3.6(ב) מתקבלים, אם מוחקים באיור 2.3.3ובאיור 

, בהתאמה. לכן, שתי השכבות השונות בסריג של גרפיט הן מקרים פרטיים Bהנקודות מטיפוס 

, היינו מקבלים סריג משושה זהה Aת מטיפוס . אילו מחקנו דווקא את הנקודו2.3.6של איור 

ממדיים על ידי - לקודמיו, אבל מוזז ביחס אליהם. אפשר לבנות סריגים הקסגונליים תלת

  סידורים שונים של שלושת המבנים המישוריים הללו, זה מעל זה.

  

  
  

   הסריג המשולש עם שלושה סוגי אתרים.: 2.3.6איור 
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  2.3.2שאלה 

וסביב כל נקודה  ,r מצויר עיגול בעל רדיוס (ב)2.3.2איור ב "גדולה"נניח כי סביב כל נקודה 

קבלו את יחס האריזה של המבנה שנוצר  .r באותו איור מצויר עיגול בעל רדיוס "קטנה"

 כפונקציה של היחס בין שני הרדיוסים, rrx , בשני מקרים ניוחדים: כאשר העיגולים /

. מתי יתקבל הגדולים משיקים זה לזה וכאשר העיגולים הגדולים משיקים לעיגולים הקטנים

וה למקרה הריבועי שנדון קודם לכן? עבור כל אחד מהמבנים הוא משתו רבי? איךיחס אריזה מ

  גרפן? עבור התוצאה הימ הרדיוסים. שני של כפונקציה הסריג קבוע בטאו אתשיתקבלו, 

  

  

   וקטורי ה�ריג, תא היחידה  :2.4
  

המיוצגים  וקטורי הסריג,המחזוריות של הסריג המשולש ניתנת לביטוי באמצעות  הזזות בסריג:

נקודות סריג שתי  כל וקטור כזה מחבר בין. 2.2.3-ו 2.2.2שמופיעים באיורים  חִציםעל ידי ה

(או ים הללו ר בשיעור ששווה לאחד הוֶקטורכלשהו במישותזוזה ממקום אינסופי,  בסריג. שכנות

. במילים אחרות, אם מזיזים זהים לחלוטין סריגיםמעבירה אותנו בין שני לכפולה שלמה שלו) 

יותר מתמטי עכשיו לתיאור נעבור סריג, הסריג המוזז זהה לסריג המקורי.  וֶקטוראת כל הסריג ב

מוגדר כאוסף  ממדי- תלת סריג ברווהסריג ברווה.  הגדרה חדשה שלב. נתחיל הללושל המושגים 

   וקטור ידי על לחבר בין כל שתיים מהן אפשרכל הנקודות ש
  

  1 1 2 2 3 3n n n  R a a a,  )2.4.1(  
  

1 כאשר 2 3, ,n n n 1 ואילו (חיוביים, אפס או שליליים), הם מספרים שלמים כלשהם 2 3, ,a a a  הם

שאינם מקבילים זה לזה ושאינם נמצאים  ,שלושה וקטורי הזזה בסיסיים בלתי תלויים (כלומר

הסריג כראשית  אחת מנקודותלחלופין, אפשר לבחור  שנקראים וקטורי הסריג.), באותו מישור

) עם מקדמים 2.4.1ינתן על ידי משוואה (יכל נקודה אחרת בסריג המיקום של ואז  ,הצירים

שיש להן אוסף של נקודות כהגדרנו את סריג ברווה  2.3-ו 2.1בסעיפים  מתאימים. שלמים

שניתנים  הדבר נכון לגבי כל הנקודות שמחוברות על ידי וקטורים . קל להשתכנע כיסביבות זהות

-. דוגמאות מישוריות (דושתי ההגדרות של סריג ברווה זהות זו לזו). לכן, 2.4.1במשוואה (

 כאלה מיוצגות על ידי זוגות הוֶקטורים היוצאים מאותה נקודהממדיות) של וקטורי סריג 

1 סריגשלושת וקטורי ה :2.4.1ממדית מוצגת באיור -תלת הדוגמ. 2.2.3 או 2.2.2באיורים  2 3, ,a a a 

בנוי מאוסף  כולו דקוד של המקבילון מכיל נקודת סריג, ואם הסריגוקאם כל מקבילון. יוצרים 

להגיע  אפשרש זרים על עצמם, אזי ברורשצמודים זה לזה בפאותיהם וחום כאלה של מקבילוני

). הסריג 2.4.1( אהוכל נקודה בסריג על ידי וקטורי הזזה מהסוג שניתן במשואל  מראשית הצירים

   , כי הסביבות של כל הנקודות זהות.ברווהצר הוא סריג שייוו
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1 סריגוקטורי ה תא יחידה שבנוי משלושת :2.4.1איור  2 3, ,a a a .נקודת מכיל המקבילון של קודקוד כל 
-ו ,3a לבין 1a בין וויתהיא הז 3a , לבין 2a בין הזווית היא -ש כך מוגדרות הזוויות. סריג  היא 
  . 2a לבין 1a בין וויתהז

  

ריג בנוי מאוסף המקבילונים הנזכרים לעיל, שהס מאחר תא היחידה והתא הפרימיטיבי:

כל מקבילון כזה יכול של הסריג הנדון.  תא היחידהיכול לשמש  2.4.1המקבילון שמופיע באיור 

 ממנה יוצאים שלושתש(שנמצאת בראשית הצירים עם נקודת הסריג  ,למשל ,להיות מזוהה

החומר  של צפיפותה ילים אחרות,נקודת סריג אחת. במ ייצגים), ולכן כל תא יחידה מהוֶקטור

 לבין סריג על ידי נקודת המיוצגידי הסריג הזה שווה ליחס בין המסה של הבסיס על  המיוצג

  הביטוי ידי על שניתן ,הפרימיטיבי היחידה תא של הנפח
  

  1 2 3[ ]V   a a a  )2.4.2(  
  

 לא יהיו באותו שיש לדרוש כי שלושת וקטורי הסריגברור  ,כדי שהנפח לא יתאפס(בדקו!). 

 של , השטחסריגממדי, שמתואר על ידי שני וקטורי -עבור סריג דוכפי שאכן דרשנו לעיל. מישור, 

  הביטוי ידי על ניתןהמישורי  הפרימיטיבי היחידה תא
  

  1 2S  a a  )2.4.3(  
  

 ארבעמראה  2.4.2. איור ערכית-איננה חד סריגחשוב לציין כי הבחירה של וקטורי ה(בדקו!). 

סריג במישור. קל להשתכנע כי קומבינציות לינאריות של זוג דוגמאות לזוגות של וקטורי 

1 הוֶקטורים 2,a a 5 זוג הוֶקטורים, או של 6,a a,  7ים הוֶקטוראו של זוג 8,a a , עם מקדמים שלמים

לעומת זאת, יכולות להזיז אותנו מכל נקודה אל כל נקודה אחרת בסריג. , )]2.4.1[לפי משוואה (

3 ינציות לינאריות של זוג הוֶקטוריםקומב 4,a a  נקודות  כלאל  יגיעו לאעם מקדמים שלמים

 ים הללוהוֶקטורלמשל, כדי להגיע אל הנקודה שנמצאת באמצע המקבילית הבנויה משני הסריג: 

 יותלראות כי המקביל קל שלמים. אינםש להשתמש בקומבינציה לינארית עם מקדמים שי

לשטח הסגולי המתאים שווה  שטח זהה, שאכן הן בעלותמכל אחד מהזוגות הראשונים  ותהנוצר

כפול,  י הוארביעעל ידי הזוג ה תהנוצרית המקביל שטחלעומת זאת,  .(בדקו!) לנקודת סריג אחת
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קצה השמאלי ב הנקודה ,נקודות (למשל שתישמכיל  בסיס תמייצג המקבילית הזאתולכן 

ת שמכסים א יותר מזוג אחד של וקטורי סריג שיש מאחר ).התחתון והנקודה באמצע המקבילית

בוחרים  1a הוֶקטור עבור: ייםוקטורי סריג פרימיטיב הוסכם להגדיר עבור כל סריג כל הסריג,

נבחר  2a בשלב הבא, הוֶקטור חבר בין שתי נקודות שכנות בסריג.הקצר ביותר שמ הוֶקטור את

ר הקצר ביות וֶקטורנבחר כ 3a הוֶקטורו בין שכנים שאיננו מקביל לקודמו, הקצר ביותר וֶקטורכ

כים אוריש  2a- ו 1a קטוריםוֶ ברור שאם ל על ידי קודמיו.בין שכנים שאיננו במישור שנקבע 

בסעיף הדוגמאות שהוצגו זה היה המצב בכל . 1a-ו 2a- ל סימוניהם להחליף את אפשר ים,הז

1 ים הם הוֶקטוריםהפרימיטיבי, וקטורי הסריג 2.4.2הקודם. בדוגמה של איור  2,a a, ששווים 

סריג הפרימיטיביים "תא להלן נקרא לתא היחידה שבנוי מוקטורי ה לזה. זה וניצבים באורכם

  היחידה הפרמיטיבי".
  

  
  

   במישור.(ותאי יחידה)  סריג וקטורי של לזוגות דוגמאות :2.4.2איור 

  

את המשושה  יחידה כתא בחרנו 2.2.3 באיור :ערכית-חד איננהתא היחידה  של הבחירה גם

הנקודות במישור  זייץ. המשושה הזה מכיל את כל- שמקיף כל עיגול, שנקרא התא של ויגנר

שקרובות יותר לנקודת הסריג שבמרכזו מלכל נקודת סריג אחרת במישור. קל להשתכנע כי 

המשושה הזה מוקף על ידי האנכים האמצעיים לקטעים, שמחברים את נקודת הסריג הנדונה עם 

 כל אחת משש השכנות שלה. ההכללה לשלושה ממדים ברורה: מתחילים מנקודה על הסריג,

ותה עם כל אחת מהנקודות האחרות בסריג. לכל קו כזה שמחבר זוג נקודות סריג ומחברים א

ממדי - התלת )Wigner-Seitz( זייץ- תא ויגנרמוצאים עכשיו את המישור שמאונך לו באמצעו. 

כלל בחירה  2.4.1איור מורכב מהנפח הכלוא בין המישורים הללו, שמכיל את הנקודה ההתחלתית. 

 הסריג הפרימיטיבייםתא היחידה הוא מקבילון שבנוי משלושת וקטורי  : כאןשונה של תא היחידה

, תא היחידה הזה היה מעוין שאורך כל אחת מצלעותיו שווה 2.2.2בדוגמה של איור  של הסריג.

לקבוע הסריג, כלומר, למרחק בין שני שכנים קרובים על הסריג, כמו התא שמופיע בקצה השמאלי 

ו יכול להיות מוצג כאוסף של המעוינים הללו, או כאוסף של המישור כול התחתון של האיור.
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אחת,  . מאחר שכל תא כזה (המעוין או המשושה) מייצג נקודת סריג2.2.3באיור  המשושים שהוצגו

את כל המישור, אפשר לצפות כי השטחים של שני תאי היחידה הללו יהיו שווים זה  ושטחם מכסה

, שלושת וקטורי הסריג הפרימיטיביים 2.4.1צג באיור ). במקרה הכללי, שמו2.4.1לזה (שאלה 

" (בהכללה של המקרה קבועי הסריגיכולים להיות בעלי אורכים שונים. אורכים אלה נקראים "

). בדוגמה של הסריג המשולש, האורכים שווים ומדובר בקבוע סריג 2.1ממדי שהוסבר בסעיף - החד

השתמש בתא שבנוי מוֶקטורי הסריג במקרים מסוימים נוח ל כפי שנראה בהמשך, יחיד.

זייץ. שניהם מייצגים נאמנה - ובמקרים אחרים נוח יותר להשתמש בתא של ויגנר הפרימיטיביים,

(והם אינם תאי היחידה היחידים). לפעמים נשתמש גם בתאי יחידה שאינם  את הסריג

  הסריג. קבועי של ההגדרות גם ישתנו פרימיטיביים, ואז

  

  2.4.1 שאלה

 ושל )2.2.3(איור  זייץ-חשבו את השטחים של תא היחידה של ויגנר הסריג המשולש, עבור  .א

   האומנם הם שווים? .a  הסריג קבוע באמצעות ,2.2.2 המעוין שבאיור ההיחיד תא

הסריג  עבור הסריג) מוקטורי שבנוי המעוין או זייץ-איך נראים שני תאי היחידה הללו (ויגנר  .ב

   במקרה זה?של תאי היחידה מהם השטחים  ?2.2.2הריבועי, שנדון בשאלה 

 שני סוגי העיגולים, מהםשאתריו מאוכלסים ב ,ן וקטורי הסריג של הסריג הריבועיבהינת  .ג

? מהו שטח תא היחידה הפרימיטיבי 2.3.1של הסריג באיור  סריג הפרימיטיבייםהוקטורי 

 שבנוי מהם?
 

המיקום של נקודות הבסיס בחירת אזי כאשר הבסיס מכיל יותר מנקודה אחת,  גביש עם בסיס:

שכל אחד שתי דוגמאות לתאי יחידה, הצגנו  2.3.1באיור . תערכי-חדה בתוך תא היחידה איננ

את כל  כל בחירה כזאת רק מזיזה. מהם הכיל את נקודות הבסיס במיקומים שונים בתוך התא

נכון לגבי  ל החומר. אותו דבראת התכונות הפיסיקליות שהסריג בהזזה קבועה שאיננה משנה 

הסריג שמייצגת  אם נמקם את נקודת כללית,(ב). 2.3.3-(ב) ו2.3.2תאי היחידה שהוצגו באיורים 

 ביחס הבסיס נקודות המיקומים שלתא יחידה מסוים בראשית הצירים, אזי מקובל לסמן את 

  על ידי היחידה) תא בתוך ,(כלומר לראשית
  

  1 2 31 2 3
i i i

i x x x  r a a a,  )2.4.4(  
  

1ix וכאשר נקודות הבסיס, nBמונה את  i = 1,…nB כאשר . באיור  ויםהיחידה המקווקו יבתא

1 שתי נקודות הבסיס נמצאות בנקודות ,2.3.1 0r 2-ו 1 2( )/2 r a a ,1 סריגי הוֶקטורכשa   

  . המקווקווים החִצים ידי על מסומנים 2a-ו

  2.4.2 שאלה

3הוֶקטורים תא היחידה המתואר על ידי  הראו כי 4,a a  יכול לשמש לתיאור הסריג  2.4.2באיור

 ,הבסיס נקודות המיקומים של הריבועי, כאשר התא הזה מכיל בסיס של שתי נקודות. מהם

  היחידה? תא שטח מהו ?הללו סריגה וקטורי באמצעות
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  2.4.3 שאלה

סריג , בטאו את וקטורי ה2.3.2ים באיור עבוים הועבור תא היחידה המתואר על ידי הק

המשושה המקורי,  המרחק בין שכנים קרובים על הסריג באמצעות בקואורדינטות קרטזיות

מהי התשובה עבור  הללו. סריגנקודות הבסיס באמצעות וקטורי ה ורשמו את המיקומים של

  )?ב(2.3.3באיור  היחידה תא

  

  

  ה�ריגימ הקוביימ  :2.5
  

עתה  נעבור. ממדיים-תלתהם  הגבישים שמתארים חומרים בטבערוב  הסריג הקובי הפשוט:

היא  ממדיים- . הדרך הפשוטה ביותר לבנות סריגים תלתכאלה גבישיםלכמה דוגמאות של 

הבא  כך שכל נקודת סריג במישור ,זההממדי -דוסריג  ממדי, ולהניח עליו-להתחיל מסריג דו

משיקים ה כדוריםהנמצאת בדיוק מעל לנקודת סריג במישור הקודם. נתחיל מהסריג הריבועי של 

נמצאים בדיוק  כך שהכדורים בכל שכבה , ונניח שכבות נוספות כאלה זו על גבי זו,2.2.4באיור 

איור בהמבנה שנוצר מוצג  ומשיקים לכדורים באותה שכבה.הכדורים בשכבה הקודמת מעל 

 יםהפרימיטיביסריג הוקטורי קל לראות כי תכלים רק על מרכזי הכדורים הללו, אם מס(א). 2.5.1

בקואורדינטות  .קובייהבאורכם ויוצרים צלעות של  שווים כולםניצבים זה לזה, של הסריג שנוצר 

1 רי הסריג הםקרטזיות, וקטו 2 3ˆ ˆ ˆ, ,a x a y a za a a  ,  כאשרa  הוא קבוע הסריג (ששווה

מצביעים בכיווני  ẑ- ו x̂ ,ŷולקוטר הכדורים המשיקים) ווֶקטורי היחידה  קובייהלאורך צלע ה

[ראו הסריג כתא היחידה הפרימיטיבי של זאת ה קובייהאת ההצירים הקרטזיים. אפשר לבחור 

  .SC ובקיצור ,simple cubic או ,"הפשוט הקובי הסריג" לכן שנקרא], )(ב2.5.1 איור
  

      

  (ב)  )א(

 27(עם  תאים כאלה שמונהודגם שמכיל ב) (הפשוט של הסריג הקובי (הקובי) תא היחידה  :2.5.1איור 
    ).א( משיקים מכדורים שבנויים ,כדורים)
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  2.5.1 שאלה

משיקים בעלי הכדורים הפשוט, שבנוי ממרכזי ה של הסריג הקובי נפח תא היחידה מהו  .א

   מהו מספר הקואורדינציה שלו?? יחס האריזה הנפחי מהו ?aקוטר 

   זייץ של סריג זה?-איך נראה תא ויגנר  .ב

את כל נקודות ים מכס, אבל םייפרימיטיב םשאינ סריגהציעו שתי מערכות של וקטורי   .ג

  הללו? סריגה יוֶקטורהסריג. מהו הנפח של כל תא יחידה שבנוי מ

  

, יחס האריזה של עיגולים שמסודרים על 2.2.2כפי שראינו בשאלה  גבישים מטיפוס צזיום כלוריד:

במישור היא על הסריג  , איננו אופטימלי; האריזה הצפופה של עיגולים0.5236הסריג הריבועי, 

הסריג הקובי הפשוט (איור  . באופן דומה, גם יחס האריזה של0.6046המשולש, עם יחס אריזה 

(למשל, בניסוי עם כדורים) מהו  [מומלץ לקורא לעצור עכשיו ולנסות לזהות ) איננו אופטימלי.2.5.1

משל: איך מסודרים ממדי שנותן את האריזה הצפופה ביותר של כדורים במרחב? (ל- הסריג התלת

התפוזים בחנות הפירות?) התשובה תופיע בהמשך]. בסביבת המרכז של תא היחידה הקובי הפשוט 

קיים אזור ריק בין שמונת הכדורים שמקיפים אותו, וזו הסיבה ליחס האריזה הנמוך יחסית של 

עם רדיוס  הסריג הזה. דרך אחת להגדיל את יחס האריזה של הסריג הקובי היא הוספת כדור קטן,

r 2, כלומר, סביב הנקודה קובייה, במרכז כל 1 2 3ˆ ˆ ˆ( /2)( ) ( )/2r x y z a a aa      התהליך .

. הכדור הזה יכול לגדול עד שהוא 2.3.1דומה לתהליך שנעשה במקרה המישורי המתואר באיור 

, ורדיוס כל כדור בפינות 3aהוא  קובייהשאורך אלכסון ה משיק לשמונת הכדורים הללו. מאחר

2r/הוא  קובייהה a  הכדורים על כל צלע משיקים זה לזה), אזי אם רוצים שהכדורים  (כי

 חייב לקיים קובייהרדיוס הכדור שנוסף במרכז ה –זה לזה  הגדולים ימשיכו להשיק

2( ) 3r r a   חייב להכיל שני רדיוסים של הכדורים הגדולים ועוד קוטר של הכדור  (האלכסון

)השוויון- הקטן). לכן, צריך להתקיים אי 3 1) 0.732r r r     מאחר שבמצב הזה שני .

 סריג קובי פשוט עם בסיסברור שהסריג שנוצר איננו סריג ברווה, אלא  הכדורים אינם זהים,

). אם קובייה) ומכדור אחד קטן (למשל, במרכז הקובייהפינת השמורכב מכדור אחד גדול (למשל, ב

משתמשים בבסיס של הסריג הקובי המקורי, אזי הוֶקטור המחבר בין שני ה"אטומים" בתא 

2היחידה הוא  1 2 3( )/2  r a a a (א). מבלי 2.5.2. תא היחידה של הסריג הזה מתואר באיור

), ולכן CsCl( צזיום כלוריד ה מתאר את הגביש של המלחליחס הרדיוסים, תא היחידה הז להתייחס

. פינות התא מכילות את היון גביש מטיפוס צזיום כלורידנהוג לכנות כל גביש שיש לו מבנה כזה 

   מכיל את יון הצזיום החיובי (הקטן יותר). קובייההשלילי הגדול יותר של כלור, ומרכז ה
  

ידי השלכתו על הפאה המישורית התחתונה, כפי בהרבה מקרים נוח לתאר תא יחידה כזה על 

ידי  (ב). פרט ליונים (או לאטומים) שנמצאים על המישור הזה (שמסומנים על2.5.2שנעשה באיור 

בכיוון  העיגולים הכהים), ליד כל יון (אטום) אחר מצוין הגובה שלו ביחידות של קבוע הסריג

סריגים - תת הצזיום כלוריד בנוי למעשה משני ). נציין גם כי סריג1/2הניצב לבסיס (במקרה שלנו 
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כל כבר כמה פעמים,  . כפי שצוין2rבעלי מבנה קובי פשוט, שמוזזים זה לעומת זה על ידי הוֶקטור 

 מיםאטו מכיל שכל אחד מהםזהים, סריגים - גביש עם בסיס יכול להיות מתואר על ידי תת

  .הבסיס של יםאחר

  

       
  (ג)  (ב)  (א)

(רדיוסי הכדורים הוקטנו באיור כדי  CsCl)(מטיפוס צזיום כלוריד גביש התא יחידה של  (א) :2.5.2איור 
 הפאה המישורית התחתונה.השלכה של תא היחידה על  (ב). לאפשר לראות את שני סוגי הכדורים)

והעיגול ), XY(שנמצא במישור  יצגים את ארבעת יוני הכלור על הבסיסיבפינות הריבוע מ הכהים העיגולים
על הפאה התחתונה (הגובה מסומן על ידי  a/2 יצג השלכה של יון הצזיום מגובה שליבאמצע הריבוע מהלבן 

 הסריג וקטורי. BCC)תא היחידה של הסריג הקובי ממורכז הגוף ( (ג) .המספר בתוך העיגול הלבן)
   ים העבים.החִצ מסומנים על ידי )]2.5.1( [משוואה הפרימיטיביים

  

מתקבל,  (א)2.5.2מקרה פרטי של הגביש המתואר באיור  ):BCCהסריג הקובי ממורכז הגוף (

מתואר באיור  מקרה זה נמצא אטום זהה לאטומים שנמצאים בפינותיה. קובייהכאשר במרכז ה

או  )body centered cubic( הסריג הקובי ממורכז הגוף"הסריג שמופיע שם נקרא " .(ג)2.5.2

; קובייהשקולה לנקודה שבפינת ה קובייהבמרכז ה . קל להשתכנע כי כעת הנקודהBCCבקיצור 

הוא סריג ברווה, ותא היחידה הקובי  BCCמשתיהן נראית בדיוק אותה סביבה. לכן, סריג 

התא הפרימיטיבי של הסריג הזה (כי הוא מכיל שתי נקודות זהות, למשל בפינת  איננושבאיור 

כזה). וקטורי הסריג הפרימיטיביים של סריג ברווה מתקבלים, כאשר בוחרים ובמר קובייהה

שלושה וקטורים שמחברים נקודה בסריג אל שלושה שכנים קרובים שלה. אם מסתכלים על 

, וממקמים אותה בראשית הצירים, אזי קל לראות קובייהנקודת סריג הצירים במרכז ה

ˆובים בנקודות שהנקודה הזאת מוקפת על ידי שמונה שכנים קר ˆ ˆ( /2)( )x y za    

   אפשריים הם לכן פרימיטיביים וקטורי סריג קרטזיות). (בקואורדינטות
  

  1 2 3ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( /2)( ), ( /2)( ), ( /2)( )a x y z a x y z a x y za a a         .  )2.5.1(  
  

עם שלוש מתוך  קובייה(ג). הם מחברים את מרכז ה2.5.2וקטורים אלה מופיעים כחִצים באיור 

  (ג) איננו תא יחידה פרימיטיבי 2.5.2שמונת הפינות שלה. אף על פי שתא היחידה הקובי באיור 

, בהרבה מקרים קל יותר להשתמש בתא הזה במקום להשתמש בתא BCC-של סריג ה

). התא הקובי נוח יותר, כי הוא משקף 2.5.1הפרימיטיבי שבנוי משלושת הוֶקטורים במשוואה (
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מטריות לסיבובים בזוויות ישרות, שקשה לראותן מהתא הפרימיטיבי. התא הקובי את הסי

מתאים יותר לחישובים שונים גם בגלל נוחיות השימוש בקואורדינטות קרטזיות. עם זאת, 

מומלץ לעתים להשוות את החשבונות עם שני תאי היחידה (הקובי והפרימיטיבי) ולוודא כי 

  בבחירת תא היחידה. התוצאה הפיסיקלית איננה תלויה 
  

עד שכל  , ונגדיל אותםBCC- מהדיון הקודם ברור שאם נניח כדורים זהים סביב כל נקודה בסריג ה

לא ישיקו זה לזה (כי הרדיוסים של כל  קובייהכדור ישיק לכל שמונת שכניו, אזי הכדורים בפינות ה

3/4r, קובייההכדורים יהיו שווים לרבע אלכסון ה a2/- , שקטן מa.( 3הוא  קובייהנפח הa ,

כדור שלם במרכז ושמינית  מכילה קובייהוהיא מכילה שני כדורים (עבור תא היחידה שבציור, ה

32כדור בכל אחת משמונה הפינות), שנפחם הכולל הוא  4 rה הנפחי הוא . לכן, יחס האריז

3/8 0.680 הפשוט. הקובי הסריג . האריזה הזאת צפופה יותר מהאריזה של  

  

  2.5.2 שאלה

 הרדיוסים מטיפוס צזיום כלוריד ביחסיחס האריזה עבור הגבישים  י התלות שלמה rrx /

  כזה?  במבנה להשיג אפשרש רביות הגדול היחס מהו ?

  

  2.5.3 שאלה

איך הוא מתקשר  ?)2.5.1במשוואה ( יםהפרימיטיבי שבנוי מוֶקטורי הסריג מהו נפח התא  .א

   תא היחידה הקובי שנדון לעיל?לנפח 

מורכב מהוֶקטורים  BCC-תא יחידה חלופי שהוצע עבור סריג ה  .ב

1 2 3 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , ( )/2a x a y a r x y za a a     הזה? היחידה . כמה אטומים שייכים לתא 

  פרימיטיבי? האם אלה וקטורי סריג פרימיטיביים? תא זה האם נפחו? מהו

  

דרך אחרת להכליל את הסריג הקובי הפשוט  ):FCCמלח בישול והסריג הקובי ממורכז הפאה (

במקרה המישורי  היא לאכלס את אתריו לסירוגין בשני סוגים של אטומים (או יונים), כפי שעשינו

), NaCl( מלח בישול ממדי) של- (התלת. התוצאה היא המבנה המרחבי 2.3.1המתואר באיור 

הנתרן באטומים אלקאלים  (א). מבנה זהה קיים בטבע גם כשמחליפים את2.5.3שמוצג באיור 

וכן אם  ),K( או אשלגן (Li) אחרים מהטור הראשון של הטבלה המחזורית, למשל, ליתיום

ותה טבלה, למשל, האחרון בא מחליפים את היון השלילי (ההלוגני) ביונים אחרים מהטור שלפני

הקובי מכילה יון קטן (למשל, נתרן),  ). בהכללה, כאשר נקודת סריג של הסריגI) או יוד (Fפלואור (

נקודות בכיוון החיובי ובכיוון השלילי של כל  אזי כל שש הנקודות השכנות הקרובות אליה (שתי

, 4כפי שנראה בפרק הגדול (למשל, כלור), ולהיפך.  אחד מהצירים הקרטזיים) מכילות את היון

מינימלית עבור היונים הנדונים, בטווח מסוים של יחס  מבנה זה נותן אנרגיה פוטנציאלית

הוא חתך מישורי של המבנה באיור  2.3.1הרדיוסים. קל לראות כי הגביש המתואר באיור 

נחים מישורים שכנים כאלה אינם מו עם זאת, באיור זה. המופיע (א), למשל, המישור העליון2.5.3
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בדיוק זה מעל זה; מעל כל יון נתרן נמצא יון כלור, ולהיפך. המישורים השכנים מוזזים זה לעומת 

(א), 2.5.3, ברור כי כשמסתכלים על כל האטומים שמופיעים באיור 2.3.1זה. כמו בדוגמה של איור 

גביש הזה ברווה. ברור גם כי הבסיס של ה אין להם סביבות זהות, ולכן המבנה הזה איננו סריג

(א). 2.5.3מכיל שני יונים שכנים, כדור קטן וכדור גדול. זוג כזה מוקף על ידי האליפסה באיור 

סריגים זהים, שמוזזים זה לעומת זה ביחידת -(א) מורכב משני תת2.5.3לחלופין, הגביש באיור 

2הסריג הקובי המקורי בכיוון אחד הצירים הקרטזיים, למשל, על ידי הוֶקטור  ˆ( /2)r za 

- שמקשר בין שני האטומים בבסיס המוקף על ידי האליפסה באיור. כפי שכבר ראינו בדוגמה הדו

ממדית, אפשר לייצג כל בסיס כזה על ידי נקודת סריג בודדת. למשל, אפשר לתאר את הגביש הזה 

גדול) מייצגת את על ידי הסריג שבנוי רק מהכדורים הגדולים, כשכל נקודת סריג (במרכז של כדור 

 הפאה מישור על (השלכה (ג) 2.5.3 ובאיור (ב)2.5.3הבסיס כולו. הסריג שמתקבל מוצג באיור 

  התחתונה).

        

  (ג)   (ב)   )(א

הכדור הגדול  –(שמורכב מיון כלור  הגביש של מלח בישול. האליפסה מקיפה את הבסיס (א) :2.5.3איור 
כל  הבישול. של מלח ברווהשהוא סריג , FCC)הקובי ממורכז הפאה ( (ב) הסריגהכדור הקטן).  –ומיון נתרן 

וני הסריג הזה מתאר, למשל, רק את י .[שמוקף באליפסה בחלק (א)] נקודת סריג מייצגת את הבסיס
 השלכה של תא הנתרן (או רק את יוני הכלור) במלח בישול. החִצים מתארים את וקטורי הסריג הקובי. (ג)

  . התחתונה פאהה מישור על FCC-ה סריגהקובי של  היחידה

  

 זהבאיור ה המופיעה קובייהש בשימוהיא (ב) 2.5.3באיור דרך אחת לתאר את הסריג המופיע 

ו נדון (שבהפרימיטיבי של הסריג הזה  התאאיננו  זההתא הש אףל עצמו. אכתא היחידה שחוזר 

של  , שמשקפות את הסימטריהקובייהיות הישרות בין צלעות הונוח בגלל הזו הזהתיאור להלן), ה

ציר של מערכת הצירים הקרטזית. אם משתמשים  סביב כל, למשל, 90°-הסריג הזה לסיבובים ב

(בכיווני  הם שלושה וקטורים ניצבים זה לזההסריג וקטורי י זאת כתא היחידה, אזה קובייהב

. עם זאת, בניגוד 2.5.1כמו בסריג הקובי שבאיור  , בדיוקaכל אחד בעל אורך , הצירים הקרטזיים)

כל פאה סריג.  תונקוד ארבעמכיל לתא היחידה של הסריג הקובי הפשוט, תא היחידה הזה 

הסריג הקובי "זה נקרא הסריג באמצעה. לכן, הנקודת סריג נוספת מכילה  קובייהה ריבועית של

ראשי התיבות את שמו על ידי שימוש בנהוג לקצר ו ,face centered cubic או, "ממורכז הפאה

FCCלקבל זאת אפשר נקודות סריג.ארבע  שלבסיס מכילה  כזאת קובייהכי כל  . נראה עכשיו, 

בלי להזיז את של כל הצירים, מ יוון השלילימראשית הצירים בכ קובייהה את מעט אם מזיזים
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 את וכן הקודמת, הציריםמכילה את הנקודה בראשית המוזזת  קובייההעצמן. נקודות הסריג 

  בנקודות הנמצאות השכנות הנקודות שלוש
  

  1 2 3ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( /2)( ), ( /2)( ), ( /2)( )r x y r x z r y za a a     .  )2.5.2(  

את  תחלקמאבל כמו בציור, במקומה,  קובייהאת המשאירה  אחרת לקבל אותה תוצאהדרך 

נקודת סריג בפינה של ף להם. א משותותאי היחידה שהסה" של האטום בכל נקודת סריג בין ה"מ

לשתי משותפת  קובייהאה של הואילו נקודת סריג באמצע פמשותפת לשמונה קוביות,  קובייהה

, 1/8" של מסה" כל נקודה בפינהשל  די הפאה הזאת). אם נייחס ל"תרומה"(משני צִ קוביות 

פאות,  שמונה פינות ושש, ואם נזכור כי יש 1/2של  "מסה"פאה נקודה באמצע  כל" של "תרומהול

, a3הוא  קובייהפח השנ מאחר .4 = (1/2) × 6 + (1/8) × 8 היא התא" הכוללת בתוך מסה"נקבל כי ה

אם נזכור כי כל נקודת סריג מייצגת גם את  .a3/4 הואיחידת בסיס) ל(מתקבל כי הנפח הסגולי 

הבסיס של מלח בישול, שמורכב משני היונים, נסיק לבסוף כי הבסיס של תא היחידה הקובי של 

  כלור. יוני וארבעה נתרן יוני ארבעה יונים: שמונה מכיל בישול מלח
  

באותה  בדיוק. כל נקודה בסריג הזה מוקפת ברווה הוא סריג FCC-סריג ה גםלאמיתו של דבר, 

דקוד השמאלי התחתון של איור שכנים קרובים. למשל, אם מתחילים מהקו 12הסביבה של 

יש  וסריג ז כי לנקודת לראותאפשר  ),XYZ הקרטזית הצירים במערכת הצירים (ראשית (ב)2.5.3

שכנים קרובים.  12ולכן בסך הכול  ,YZ-ו XY, XZ אחד מהמישוריםעל כל שכנים קרובים  ארבעה

אותו דבר נכון לכל נקודה בסריג (למשל, הנקודה באמצע הפאה), ולכן לכולן יש סביבות זהות. 

היא צפופה.  FCC-ה גם כי האריזה של כדורים בסריג פירושומספר גדול זה של שכנים קרובים 

ם ביותר של כדורים זהי נותן את האריזה הצפופהזה אכן הסריג בסעיף הבא, הכפי שנראה 

   בשלושה ממדים.
  

כאמור, תא היחידה הקובי איננו תא היחידה  :FCCתא היחידה הפרימיטיבי של סריג 

. כפי שהסברנו, וקטורי הסריג הפרימיטיביים מתקבלים, כשמקשרים FCC- הפרימיטיבי של סריג ה

שכנים קרובים,  12יש לכל נקודה  FCC- נקודת סריג לשלושה משכניה הקרובים ביותר. בסריג ה

/- כולם באותו מרחק (ששווה למחצית אלכסון הפאה, כלומר, ל 2a לכן, וקטורי הסריג .(

הראשית לשכנים כאלה,  הפרימיטיביים יכולים להיבחר ככל שלישייה של וקטורים שמחברים את

סריג כאלה (ולתא היחידה הפרימיטיבי שבנוי מהם)  יוֶקטורובלבד שלא יהיו באותו מישור. דוגמה ל

   .2.5.4 ובאיור )2.5.2( ניתנת על ידי שלושת הוֶקטורים המופיעים במשוואה
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, שמכיל ארבע נקודות סריג. החִצים FCC-קווים דקים מלאים: תא היחידה הקובי של סריג ה :2.5.4איור 

 יחד עם הקווים המקווקווים הם בונים את תא היחידה .יםהפרימיטיבימראים את וקטורי הסריג 
  ברווה. סריג של הפרימיטיבי

  2.5.4 שאלה

   ?2.5.4היחידה הפרימיטיבי באיור מהו הנפח של תא   .א

ח הזה עד נפח" בהדרגה כדור. ממשיכים בניפו"ל אפשר FCC-סביב כל נקודה בסריג ה  .ב

של  הצפופה כך מתקבלת האריזה עוד. ואינם יכולים לגדול משיקים לשכניהם שהכדורים

  שלו? האריזהמהו יחס  סריג זה.

שקרובות  זייץ מכיל את כל הנקודות- כפי שהוסבר לעיל, תא היחידה של ויגנר זייץ:- תאי ויגנר

זייץ עבור - ויגנר מדגים את תאי 2.5.5לנקודת סריג מסוימת יותר מלכל נקודת סריג אחרת. איור 

בנקודות קרובים זהים,  שכנים 12, לכל נקודת סריג ישנם FCC-. בסריג הBCC-ו FCCהסריגים 

ˆ ˆ( /2)( )x ya   ,ˆ ˆ( /2)( )x za   ,ˆ ˆ( /2)( )y za  מוקף לכן במישורים שמאונכים  זייץ-. תא ויגנר

לכל אחד מהוֶקטורים הללו באמצעיהם. התבוננו, למשל, בשכן שמסומן בכדור שחור [איור 

הנקודה במרכז, באמצע הקו הזה, מסומן על ידי (א)]. המישור המאונך לקו שמחבר אותו עם 2.5.5

הריבוע שמוקף בקווים עבים. נסתכל עכשיו על ארבעת השכנים שמחוברים על ידי מלבן שמסומן 

על ידי קווים מקווקוים עבים. ארבעת המישורים הקשורים אל השכנים הללו חותכים את 

קווים הללו יוצרים ריבוע המישור הקודם על הקווים העבים, וקל לראות מטעמי סימטריה שה

(הסימטריה קובעת שכל הצלעות וכל הזוויות במרובע הזה שוות). אפשר עכשיו לחזור על השיקול 

הוא פוליהדרון  FCC-זייץ של סריג ה- שתא ויגנר הזה לגבי שכנים אחרים, והמסקנה הסופית היא

). אף rhombic dodecahedron( דודקהדרון רומביפאות ריבועיות זהות. התא הזה נקרא  12-שבנוי מ

ריבועים זהים, הגוף הזה איננו אחד הפוליהדרונים האידאליים של אפלטון, כי  12-שהוא בנוי מ

 BCC-זייץ של סריג ה-הקודקודים שלו אינם זהים זה לזה (ראו בנספח). לעומת זאת, לתא ויגנר

ת, שמפרידים בין כל צלעו-(ב)] יש שני סוגי פאות: שמונה פאות הן משושים שווי2.5.5[איור 

), ושש פאות נוספות הן ריבועים קובייהה נקודת סריג לבין שמונת שכניה הקרובים (בפינות

(שנמצאים על פאות התא הקובי המקורי), שמפרידים בינה לבין ששת השכנים הבאים (במרכזי 
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זו  התאים השכנים). גם כאן אפשר להשתכנע שהצלעות של המשושים ושל הריבועים שוות כולן

  סימטריה. מטעמי לזו,

  

       

  (ב)  )א(

). כל פאה של התא היא מישור מאונך אמצעי לקו ב( BCC-ו )א( FCC זייץ לסריגים-ויגנר תאי: 2.5.5איור 
   ).בכדוריםאל השכנים שלה (שמסומנים  קובייההמחבר את האטום במרכז ה

  2.5.5 שאלה

  .FCC-ה סריג עבור זייץ- ויגנר תא של הצלע אורך את חשבו

  

גם את הסריג של מלח בישול אפשר  כמו בדוגמה של צזיום כלוריד, בלנדה:- גביש מטיפוס צינק

ליד כל כדור  של כדורי הכלור, ומוסיפים כדור קטן (יון נתרן) FCC-לבנות, אם מתחילים מסריג ה

2גדול, בנקודה שמוזזת ממנו על ידי הוֶקטור  ˆ( /2)r zaל, כדור הנתרן . במקרה של מלח בישו

שתיארנו את המבנה  "נכנס" לחלל שנוצר בין כל ששת כדורי הכלור ש"מקיפים" אותו, בדיוק כפי

(שבו כל נתרן נכנס לחלל שבין ארבעה  2.3.1של החתך המישורי של מלח בישול בהקשר של איור 

לח בישול, יוני כלור במישור). אפשר גם לחזור ולחשב את יחס האריזה של גבישים מהטיפוס של מ

גבישים  בסוף הפרק). 2.7עבור יחסים שונים בין הרדיוסים של שני היונים (ראו שאלה לחזרה 

, אבל עם "מילוי" של חללים FCCסריגים עם מבנה - רבים בטבע מתוארים גם הם על ידי תת

 אבץ גופרתי אחד המבנים שלמתאר את (א) 2.5.6למשל, איור אחרים בין הכדורים של מבנה זה. 

)ZnS ( בלנדה- צינק), שידוע גם בשמו הגרמניZinc blende.(  הכדורים הגדולים והכדורים הקטנים

. שני FCCפרית והאבץ, וכל אחד מסוגי היונים משתייך לסריג ואת יוני הג (הכהים יותר) מתארים

2הסריגים מוזזים זה לעומת זה על ידי הוֶקטור  ˆ ˆ ˆ( /4)( )r x y za    רבע האלכסון של)

(ב). 2.5.6). ההיטל של תא היחידה הקובי הזה על מישור הפאה התחתונה מופיע באיור קובייהה

פרית, אלא שעכשיו היונים ושימו לב כי במקרה הזה, יון האבץ נכנס לחלל שנוצר בין ארבעה יוני ג

האלה אינם נמצאים על אותו מישור. הם נמצאים, למשל, בראשית הצירים ובשלוש הנקודות 

) יוצר מקווקו עבה (קו שתיים מבין ארבע הנקודות הללו ). חיבור של כל2.5.2במשואה (שניתנות 
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טטרהדרון הוא הפוליהדרון ( .במרחב, ויון האבץ נמצא במרכזו (מפגש הגבהים שלו) טטרהדרון

הפשוט ביותר של אפלטון, שמורכב מארבע פאות שכל אחת מהן היא משולש שווה צלעות, ראו 

זהו המבנה של  :מוליכים למחצה עבור במיוחד בלנדה חשוב-פוס צינק. המבנה מטי)בנספח

 שבהם, (InAs)ארסניד ואינדיום  (AlAs)אלומיניום ארסניד  ,(GaAs) ליום ארסנידחומרים כגון ג

   .רבים אלקטרוניים בהתקנים משתמשים

 מיוחד בלנדה מתקבל מבנה-, גם בגבישים מטיפוס צינק2.5.2כמו בדוגמה של איור  היהלום:

שנוצר מופיע  הסריג הזה, בגבול האטום. אותו את מכילים הסריגים-תת שני שבו הפרטי במקרה

במבנה הזה כל אטום פחמן מוקף על ידי  .יהלוםסריג ה(ג). זהו בדיוק המבנה של 2.5.6באיור 

פחמן שכנים), כמו  , הפחמן נמצא במרכז טטרהדרון שבנוי מאטומי(כלומרארבעה שכנים קרובים 

חב הללו במר יםונדרההטטר מיקומי .4בפרק  המבנים הללונסביר את  בלנדה.-בנה הצינקבמ

מכל נקודת  הנשקפת הסביבה(א): 2.5.6שונים עבור אטומי פחמן שונים. אפשר לראות זאת באיור 

מכוונים בכיוונים  ; הטטרהדרונים"בהירה" נקודהמכל כהה" שונה מהסביבה הנשקפת " סריג

 בהירים" זהות.ים ה"יונ" או של כל הכהיםים ה"יונהשונים במרחב. עם זאת, הסביבות של כל 

 בסיסעם  FCC כלומר, על ידי סריגסריגים, - תת שנימתואר על ידי  לכן, סריג היהלום חייב להיות

  , בדיוק כמו האבץ הגופרתי.אטומיםשמכיל שני 

 

     

  (ג)   )(ב   )א(

הכדורים הקטנים  פרית.וג –(הבהירים)  הגדולים הכדורים. בלנדה-צינק של המבנה(א)  :2.5.6 איור
 פרית (שמחוברים אליו בקווים מקווקווים),ואבץ. לכל יון אבץ יש ארבעה שכנים של יוני ג –(הכהים) 

 שכולא בתוכו את אחד מיוני האבץ. ולהיפך. הקווים המקווקווים העבים מייצגים את הטטרהדרון
 .פאה התחתונה (העיגולים המקווקווים מייצגים את יוני האבץ)הקובי על מישור ה היחידה השלכת תא (ב)
   יהלום. היחידה הקובי של תא  (ג)

  

מכיל רק  עד כה ראינו שלושה מבנים אפשריים של גבישים יוניים, שכל אחד מהם פרובסקיטים:

: גבישים מטיפוס צזיום כלורי, גבישים מטיפוס מלח בישול וגבישים מטיפוס שני סוגים של יונים

בלנדה. במבנים הללו, מספר השכנים החיוביים של כל יון שלילי (ולהיפך) יורד -ינקתי צפרוג

נסביר כי ההבדלים בין המבנים הגבישיים נובעים  4בהדרגה משמונה לשישה ולארבעה. בפרק 

ים של שני סוגי היונים בחומרים הנדונים. תאי היחידה של גבישים מהיחסים השונים בין הרדיוס

שונים הולכים ומסתבכים, כאשר הגביש מכיל יותר משני סוגים של יונים. נציג כאן רק שתי 
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 .השימושי רהן במחקר הבסיסי והן במחקדוגמאות של גבישים כאלה, שיש להן חשיבות רבה 

   A(כאשר  ABO3 הכימיתעם הנוסחה  )perovskite( יהמבנה הפרובסקיט(א) מציג את 2.5.7 איור

, מכיל את יוני הסטרונציום SrTiO3נים חיוביים). למשל, סטרונציום טיטנאט, מייצגים יו B-ו

בפינות הקוביות, ואת יוני הטיטניום במרכזי הקוביות, בדיוק כמו במבנה של צזיום כלוריד, אלא 

  יוני החמצן השליליים, ואילו, +Sr2-ו +Ti4שעכשיו שני היונים הללו הם חיוביים, 

O2– ,שמקיף את היון  אוקטהדרון, וכך הם יוצרים קובייהנמצאים על אמצעי הפאות של הB או)Ti  (

הוא אחד הפוליהדרונים של  (א). (גם אוקטהדרון2.5.7ראו את הקווים העבים באיור  –במרכז התא 

צלעות זהים, ראו בנספח). דוגמה אחרת של גביש - אפלטון. הוא בנוי משמונה משולשים שווי

, שהוא חומר חשוב כי יש לו מעבר פאזה פרואלקטרי: BaTiO3פרובסקיטי היא בריום טיטנאט, 

 מומנט דיפול בטמפרטורות נמוכות היונים החיוביים זזים לעומת היונים השליליים, וכך נוצר

). פרובסקיטים רבים הם קוביים בטמפרטורות גבוהות, כמו 2.7(ראו להלן, בסוף סעיף  חשמלי

(א), אבל עוברים למבנה טטרגונלי או אורתורומבי בטמפרטורות נמוכות (המבנים 2.5.7באיור 

  ).2.7.3האלה יוגדרו באיור 
  

, שהוא La2CuO4נתנום קופראט, (ב) מראה את המבנה של ל2.5.7איור  פרובסקיטים מוכללים:

. מבנה זה איננו קובי, כי הצלע האנכית של תא היחידה A2BO4דוגמה למבנה כללי מהצורה 

ארוכה יותר משתי הצלעות של הבסיס (ששוות זו לזו). כל וקטורי הסריג ניצבים זה לזה. כפי 

 סריגקטורי האחד מוֶ ושנפרט בהמשך, סריג כזה (שבו הזוויות בין שלושת וקטורי הסריג ישרות, 

אפשר לראות  .)2.5.7(ראו איור  "טטרגונלינקרא " האחרים ששווים זה לזה)שונה באורכו משני 

כי יש דמיון מסוים בין סריג הלנתנום קופראט לבין המבנה הפרובסקיטי: שניהם מכילים 

(ב) יש שני מישורים מהסוג הראשון 2.5.7. עם זאת, באיור BO2 או של AOמישורים אופקיים של 

(א). נוסף על כך, כל יון 2.5.7בין כל שני מישורים מהסוג השני, לעומת מישור אחד כזה באיור 

נחושת בלנתנום קופראט מוקף גם הוא באוקטהדרון של חמצנים. חומרים כאלה מכונים בשם 

 ובדנורץ מילר , כאשר1987ה לפרסום רב מאז ". הלנתנום קופראט זכפרובסקיטים מוכללים"

)Müller and Bednorz ,גילו כי דילול של הלנתנום על ידי בריום או 1987, זוכי פרס נובל בפיסיקה (

  קלוין, שהיא גבוהה הרבה יותר  35oמתחת לטמפרטורה של  על-מוליךלסטרונציום הופך אותו 

חר יותר התברר כי אפשר להוסיף עוד על עד אז. מאו- מהטמפרטורות שבהן התקבלו מוליכי

  על אפילו בטמפרטורות של -מישורי ביניים בין המישורים שמכילים נחושת, ולקבל מוליכות

. המכניזם הפיסיקלי שאחראי למוליכות העל בחומרים הללו הוא עדיין נושא למחקר 138oK-כ

לחומרים הללו (למשל, ולוויכוחים רבים בין הפיסיקאים. גם התקווה למצוא שימושים מועילים 

  על) עדיין מחכה למימוש.-רכבות שמרחפות ללא התנגדות מעל הפסים, בגלל התכונות של מוליכי
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  (ב)  ) (א

(ב) המבנה  .B = Ti, Al, Mn-ו A = Sr, La, Ba למשל, .3ABO של הפרובסקיטי(א) המבנה  :2.5.7איור 
(הכדורים הקטנים יותר מייצגים יוני חמצן, והאחרים מייצגים  La2CuO4 לנתנום קופראט, של הטטרגונלי

 ). קבועי הסריג הטטרגונלי הםראו גם האיור שעל כריכת הספר ;יוני לנתנום או נחושת כמסומן

1 2 3,a a a a c  .  

  

  2.5.6 שאלה

(א)]? מהו תא היחידה הפרימיטיבי? מהו 2.5.7מהו סריג ברווה של סטרונציום טיטנאט [איור 

  החומר? של הכימית מהו הקשר בין מבנה הבסיס לבין הנוסחה הבסיס של הגביש הזה?

  

  2.5.7 שאלה

 של (ב) הוא התא הפרימיטיבי2.5.7האם המבנה הטטרגונלי של לנתנום קופראט שמופיע באיור 

הזה? אם לא, מהו התא הפרימיטיבי ומהו הבסיס? מהם וקטורי הסריג הפרימיטיביים  החומר

 של הסריג הזה?

  במרחב צפופה אריזה  :2.6
  

היסודות  של המחזורית טבלהה את מראה 2.6.1איור  הכימיים: היסודות של סריגיים מבנים

(במצב  מאותו יסוד הבנוי הגביש של המבנה הסריגי כל משבצת מציין את הציור בתוךבטבע. 

מתכות רבות מסתדרות  לראות, אפשרכפי ש .המוצק של החומר, בטמפרטורות מספיק נמוכות)

או  ,)hexagonal(סגונלי קהסריג הההוא נוסף . סידור נפוץ , שנדונו לעילBCCאו  FCC יםבסריג

יב של פחמן הוא , המבנה היצ2.6.1כפי שרואים באיור . בסעיף זה . מבנה זה יוסברHEXבקיצור 

הבדל אנרגטי  (א). עם זאת, יש רק2.3.3הקסגונלי, והוא מתאים למבנה של גרפיט שתואר באיור 

) ושל Siהיציב של צורן ( FCCקטן בין המבנה הזה למבנה של יהלום, שמופיע בטבלה כמבנה 
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 הכימיות ) שנמצאים מתחת לפחמן באותו הטור בטבלה המחזורית (ולכן תכונותיהםGeגרמניום (

  פחמן). של לתכונות דומות

  

  

הסריגי  את המבנה ןבכל משבצת מציי ציורה :המחזורית המבנים של סריגי היסודות בטבלה :2.6.1איור 
הטבלה נוצרה בתוכנת  ).עודו HEXסגונלי ק, הBCC, קובי ממורכז גוף FCC(קובי ממורכז פאה  של היסוד
Atomic PC, ראו באתר   

http://www.blackcatsystems.com/software/periodic-table-of-the-elements-software.html 

  

עיגולים  אריזה צפופה של שמייצג המשולש, הסריג את תיארנו 2.2 בסעיף במרחב: צפופה אריזה

, כמו באיור שגם הם מסתדרים בסריג משולש כה,יפונג בבר-גם את כדורי הפינג במישור. הזכרנו

(ב), יחס האריזה הנפחי של שכבה מישורית כזאת של 2.2.1כפי שראינו בפתרון לשאלה  .2.2.1

זה על גבי זה, מונחים משולשים כאלה  סריגים ,סגונלי הפשוטקסריג ההב .0.6046כדורים הוא 

אם הכדורים משיקים  ים ישרים שמכילים נקודות סריג.והניצב למישור מתקבלים קו כיווןכך שב

גם לכדורים המונחים בשני המישורים השכנים, אזי יתקבל אותו יחס אריזה נפחי כמו בשכבה 

). יחס זה קטן, אם מגדילים את המרחק בין המישורים (כך שנוצר רווח בין 2.2.1בודדת (שאלה 

  הכדורים במישורים שכנים).
  

במרחב,  י. כדי לבנות את האריזה הצפופהאיננו אופטימל הפשוט סגונליקהה בסריג האריזהיחס 

כמו  ,של כדורים אינסופי סידור מישורי משולשהאריזה הצפופה במישור, כלומר, מנתחיל מ

 2.6.2הכדורים בשכבה הראשונה מסומנים באיור  ., ונוסיף בהדרגה כדורים נוספים2.2.1באיור 
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 של חדשה השכב התחיללמערכת יצטרך לשיצורף  הראשוןכדור . הAבמעגלים עבים ובאות 

(וזה מצב סביר,  המישורית באותו אופן בשכבה כדור כל אל נמשך" חדש"ה הכדור אם כדורים.

 למספר רב ככל האפשר שלקרוב ככל האפשר  הוא "ישאף" להימצא ,אם כל הכדורים זהים)

 באמצע משולש ה"עמק" שנוצר בתוךהוא "ימצא את עצמו" , . לכןבשכבה הקיימת כדורים

(ולא מעל כדור בודד באותה שכבה, כמו במבנה  בשכבה הראשונה שכנים מורכב מכדוריםש

כשמחברים את מרכז הכדור הזה עם מרכזי שלושת הכדורים השכנים  .ההקסגונלי הפשוט)

. טטרהדרונים כאלה חוזרים על עצמם וממלאים את טטרהדרוןבמישור שמתחתיו, מתקבל 

הצלעות שימשו בסיס - ים, בדיוק כפי שהמשולשים שוויממדית של כדור-האריזה הצפופה התלת

   לאריזה הצפופה בשני ממדים.
  

 ברגע כי להשתכנעגם  קל "עמקים". שישה ידי על מוקף הראשונה בשכבה כדור כל כי לראות קל

על  העמקים הסמוכים אליו אינם פנויים עוד לאכלוס שני מתוך השישה, אחד עמק שמאכלסים

ולכן  ,ידי כדורים זהים (כדורים בשני עמקים סמוכים חייבים "לחדור" חלקית זה לתוך זה)

לים מעגה של סידורב ,למשל מהשכבה התחתונה, הכדור סביב "עמקים" שלושה רק יאוכלסו

מתקבל סריג , הזה . כשממשיכים את הסידור2.6.2באיור  )Bהמקווקווים (שמסומנים באות 

 מה"עמק" הסמוך לזה שבחרנו קודם אילו התחלנו זאת, לעומת .קווקוויםשל מעגלים ממשולש 

אם מגדלים את  .(מעגלים בקו דק רציף) C שמסומן באותהמשולש  היינו מקבלים את הסריג ,לכן

הסריג על ידי הוספת אטומים בודדים בזה אחר זה, עלולים להיווצר בשכבה השנייה אזורים 

, כדי 2.2יף אינם יכולים לחבור יחד. כפי שהסברנו בסע , והםCואזורים מטיפוס  Bמטיפוס 

לעבור כמה יש ולפעמים יש להיזהר בשלב הגידול, סטביליים הללו להשתחרר מהמצבים המט

   הם.משני אחדעל  רק שמבוסס סידור לבסוףעד שמקבלים  וקירור, חימום של מחזורים
  

של  נעבור עתה לשכבה השלישית .B-ו Aבאותיות נסמן את שתי השכבות הראשונות של המבנה 

בדיוק  מצאלהי זאת יכוליםההכדורים בשכבה  גם כאן יש שתי אפשרויות:כמו קודם, כדורים. 

השכבה השלישית באות  ואז נסמן גם את ,(ב)2.6.3איור בכמו  שבשכבה הראשונה, הכדוריםמעל 

A יש ,(ב)2.6.3 איור של התחתון(בשתי גירסאות) בחלק  לראות גם אפשר שאותו שנוצר,. למבנה 

 ביותר של האריזה הצפופהוהאריזה שלו היא הניצב למישור,  כיווןשכבות ב מחזוריות של שתי

 זהה סריגה ...…ABABABהסימון לפעמים מייצגים את המבנה הזה על ידי  כדורים במרחב.

  מרכזי לופין,. לחHCP , או בקיצור(hexagonal closed packed)" סגונלי הצפוףקהסריג הה" נקרא

מוצג פי שהשכבות שלפניה, כ שתיב"עמקים" ההכדורים בשכבה השלישית יכולים להימצא מעל 

. אם השכבה הבאה זהה לשכבה C השלישית באות השכבה את נסמן זהה הבמקר .(א)2.6.3 איורב

  כפי שנראה מיד, המבנה הזה ...…ABCABCABC מסומן על ידי המבנה הראשונה, וכן הלאה, אזי
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את  מייצגת A האות השנייה מעל לסריג המשולש. בשכבההכדורים מיקומים אפשריים של  :2.6.2איור 

 מייצגות שני (מעגלים דקים) C-ו(מעגלים מקווקווים)  Bואילו האותיות  ,(מעגלים עבים) השכבה הראשונה
   אפשריים של השכבה השנייה. יםסידור

  

 ,cubic closed packed" (ביותר הצפוף הקובי הסריג" לפעמים, ולכן הוא נקרא FCCזהה לסריג 
CCP( .(בשתי גרסאות) זה מראה  חלק .(א)2.6.3 איור של התבוננו בחלק התחתון, זאת כדי לראות

 ,ירוקב לכדורים הצבועיםשימו לב . (ב)2.5.3איור ב, כמו FCC-ה סריג שלהקובי  את תא היחידה

(שני  קובייהה של דקודים נגדייםוק שמחבר שלושה על מישור םכול רכזיהם מונחיםשמ

קודקודים נגדיים במישור הבסיס וקודקוד "נגדי" במישור שמעליו. שלושת הקודקודים מחוברים 

סריג משולש.  הכדורים הירוקים מהווים. קל להשתכנע כי על ידי הקווים המקווקווים באיור)

ושה קודקודים נגדיים באופן דומה, גם מרכזי הכדורים האדומים מונחים על מישור שמחבר של

 כדור אדום מונחכל . קל לראות כי לקודמו מקבילסריג משולש, ים מהוו, וגם הם קובייהשל ה

הכדורים  באופן דומה, ., של הכדורים הירוקיםהקודם מישורב הכדורים שבין "עמק"המעל 

 ABCABCאת השכבה השלישית בסידור ים הללו יוצר בכל צד של שני המישורים הכחולים

   לעיל. וזכרהמ
  

(ב) יכולה 2.6.3המנסרה המשושה שמופיעה בחלק התחתון של איור  הסריג ההקסגונלי הצפוף:

. עם זאת, זה איננו תא היחידה הפרימיטיבי. כפי שראינו באיור HCP- לשמש תא יחידה של סריג ה

הסריג , HCP- , תא היחידה הפרימיטיבי של הסריג המשולש במישור הוא מעוין. במבנה ה2.2.2

 המשושה הזה חוזר בדיוק אל עצמו בשכבה השנייה שמעליו, ולכן תא היחידה הפרימיטיבי הוא

המנסרה עם הבסיס המעוין שמופיעה באיור בקווים עבים. אל שני וקטורי הסריג המישוריים 

1, 2.2.3- ו 2.2.2המופיעים באיורים  ( ,0,0)aa 2- ו ( /2, 3/2,0)a aa ) שניהם בעלי אורךa  עם

3ביניהם) מיתוסף עכשיו וקטור שלישי  60°זווית של  (0,0, )ca שניצב למישור ושאורכו ,c .

  באיור. נקודות הבסיס 2A- ו 1Aהמנסרה הזאת מכילה שתי נקודות סריג, שמסומנות באותיות 
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   (ב)   )א(

  מישורית צפופה. מסמן שכבה צבע . כלHCP (ב). FCC = CCP (א): 2.6.3איור 

  

2בתוך תא היחידה נמצאות בראשית הצירים ובנקודה  ( /2, 3/6, /2)a a cr  שנמצאת מעל)

הצפוף, הכדורים בשכבת הביניים  הצלעות שמתחתיה). במבנה ההקסגונלי- למרכז המשולש שווה

2משיקים לכדורים שבמישור העליון ובמישור התחתון. כשמוסיפים את האילוץ  2r a r 

2r(כאשר  a  2הוא הקוטר של כל כדור), מתקבל 2/3 1.633c a a  )/2 2/3c a  הוא

הטטרהדרון שמורכב מהכדור שבתוך תא היחידה ומשלושת הכדורים בבסיס שמשיקים הגובה של 

1.633c. בדקו!). עם זאת, בחומרים הקסגונליים רבים מתקיים a- לו, שצלעו שווה ל a הסימון .

HCP  2, שעבורו מתקייםהמבנה הצפוףמשמש רק עבור 2/3 1.633c a a .  

  

  2.6.1 שאלה

  ?HCP-מהו יחס האריזה של סריג ה  .א

  מפתיעה? התוצאה האם ).2.5.4 (שאלה FCC-ה סריג השוו את התוצאה לתוצאה עבור  .ב

  

  2.6.2 הלשא

. מהו תא …ABCBABCBAבמבנה  מסדרים סריגים משולשים של כדורים בשכבות מישוריות,

  יחידה פרימיטיבי של מבנה זה? מהו יחס האריזה שלו?
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הצפופה  שמתאים לאריזה ,0.74 יש אותו יחס אריזה, ,FCC-ו HCP כאן, שתוארו המבנים לשני

). אם מתחשבים רק באנרגיה הפוטנציאלית של 2.6.1ביותר של כדורים זהים במרחב (ראו שאלה 

בטבלה המחזורית באיור  שכנים קרובים, לשני המבנים הללו יש גם אנרגיה זהה. כפי שרואים

יציב יותר כוללים שיקולים  מאוד. הגורמים הקובעים מי משניהם , שני המבנים נפוצים2.6.1

 הסידורים בין העדינים ההבדלים ).4נוספים, למשל, הכוחות בין שכנים רחוקים יותר (ראו פרק 

מבנים מסובכים יותר, למשל  גם לפעמים יוצרים העוקבים המישורים של

ABCBABCBABCBA… 2.6.2... (שאלה,( ABCACBABCACB…... ע) ם מחזור של שישה

מישורים) ועוד. לכל המבנים הללו יש יחס אריזה זהה, שמתאים לאריזה הצפופה ביותר של 

לפעמים מופיעים בטבע גם סידורים אקראיים, ללא שום מחזוריות בכיוון הניצב  כדורים במרחב.

  למישורים.
  

 כבר נשאלה במרחב?"השאלה "מהו יחס האריזה הגבוה ביותר של כדורים זהים  :קפלר השערת

(בעקבות שאלה מהמאה הקודמת בדבר סידור  1611-) בKeplerסטרונום יוהנס קפלר (הא ידי על

של כדורי תותח על הספינות ששטו לאמריקה). קפלר שיער כי יחס האריזה המרבי האפשרי הוא 

) Gaussהצליח גאוס ( 1831- אבל הוא לא הצליח למצוא הוכחה מתמטית להשערה הזאת. ב ,0.74

להוכיח כי אם הכדורים מסודרים במבנה מחזורי, אזי אכן לא קיים מבנה מחזורי צפוף יותר 

). בהמשך נמנה את כל המבנים המחזוריים שאפשר לקבל FCCאו  HCPמהמבנים שנדונו לעיל (

במרחב, וחישוב פשוט של יחסי האריזה של כולם אכן משחזר את התוצאה הזאת. השאלה אם 

פופים יותר שאינם מחזוריים נותרה פתוחה, ואף נכללה ברשימת השאלות קיימים מבנים צ

. אחת הדרכים לבדוק זאת משתמשת 1900- ) מHilbertהמתמטיות הבלתי פתורות של הילברט (

   )Hales(טען תומס היילס  1998-יות מחשב מסובכות, שבוחנות את כל האפשרויות. בנבתוכ

(ראו  2014-ושותפיו פרסמו הוכחה פורמלית ב קפלר. היילסהשערת שיש לו הוכחה ל

https://code.google.com/p/flyspeck/wiki/AnnouncingCompletion מבנים שאינם מחזוריים של .(

, חומרים גרגרייםהפיסיקה של ד להבנת ו(וגם של צורות אחרות) חשובים מאזהים כדורים 

(כמו בסילו של תבואה או במכונת  לתוך גליל אקראיכששופכים גרגרים באופן  ,למשל ,שנוצרים

שהמחקר של חומרים גרגריים נמשך כבר כמה אף על פי  התרופות).ייצור של גלולות בתעשיית 

 והןיסיקאים פשמעסיקות הן , פתוחות רבות שאלותנותרו בתחום הזה עדיין  מאות שנים,

   מהנדסים.
  

דוגמאות שבהן  בדיון על הסריגים הקוביים ראינו וורציט: –גבישים הקסגונליים עם בסיס 

, 2.5.3(איורים  בלנדה-במבנים של מלח בישול או של צינק ,למשל .שני סוגי יוניםמהסריג בנוי 

 יוני של אחרוה) אבץ( נתרןהאחד של יוני  בזה, זה משולביםש FCCהמבנה כולל שני סריגי  ,)2.5.6

 שמוצג ,)Wurtzite(וורציט  במבנה המכונה גםקיים ) ZnSפרתי (ומתברר שאבץ ג .)פריתוג( כלור

 ממלאים חלליםנוצר, כך שיוני האבץ  המבנה הזהבלנדה, גם -כמו בצינק .2.6.4 באיור

. HCPפרית נמצאים על מבנה ופרית, אלא שבמקרה של וורציט יוני הגוטטרהדרוניים בין יוני הג

 c, שמוזזים זה לעומת זה בכיוון ציר HCPסריגי -אפשר לראות בגביש הוורציט שילוב של שני תת
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זכרו שהו ,HCP-וה CCP=FCC-סריגי ה ההבדלים הקטנים ביןשל תא היחידה. בשל  5/8בשיעור 

ימורפים), והמבנה המסוים נקבע על ידי פרתי מופיע בטבע בשני המבנים (הפולואבץ ג לעיל,

הסביבה (לחץ,  פרטים מיוחדים, כמו אינטראקציות ארוכות טווח, שיטת הגידול של הגביש ותנאי

  טמפרטורה).
  

      

  (ב)  )א(

סוג  היונים מכל אבץ. – הקטנים. הכדורים פריתוג – הגדוליםמבנה הוורציט. הכדורים (א)  :2.6.4איור 
עיגולים  –פרית ו(יוני הג סגונליקהשלכה על מישור הבסיס של תא היחידה הה (ב). HCPמרכיבים סריג 

   1/8 נמצאים בגבהים –קטנים  עיגולים בהירים –ויוני האבץ  ,1/2או  0נמצאים בגובה  –כהים גדולים 
  .)5/8-ו

  

  2.6.3 שאלה

  ?הזה הגביש של הבסיס מהו הוורציט? של הפרימיטיבי היחידה תא מהו

  

  

  לפי ה�ימטריה שלהמ מחזוריימ �ריגיממיונ   :2.7
  

שמעבירות את  עבור כל סריג (או גביש) אפשר לזהות פעולות חבורות הסימטריה של גבישים:

, ראינו כי כל הזזה ". למשלפעולת סימטריהנקראת "הסריג (או הגביש) אל עצמו. פעולה כזאת 

פעולת ולכן היא  אל עצמו,) מעבירה את הסריג 2.4.1על ידי וקטור מהסוג שמופיע במשוואה (

הקומבינציות ידי כל  אוסף כל ההזזות המיוצגות על. יתרה מזאת, סימטריה של הסריג

במובן האלגברי: סכום של כל  חבורהמהווה  הלינאריות עם מקדמים שלמים של וקטורי הסריג

סוג,  מאותו גם הם וקטורים , מהוויםאו מכפלה של וקטור כזה במספר שלםכאלה,  שני וקטורים

(התכונות הללו מהוות את  לאותה חבורהלכן פעולות הסימטריה המיוצגות על ידם שייכות ו

   .של הסריג חבורת ההזזותההגדרה המתמטית של חבורה). החבורה הזאת נקראת 
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 הסריג המשולש במישור . למשל,סיבוביםבאופן דומה, רוב הסריגים עוברים אל עצמם אחרי 

 ציר שניצב למישור ועובר דרך אחת מנקודות סביב  60°-אותו באיננו משתנה, כשמסובבים 

דרך  סביב ציר שעובר 90°-הסריג. הסריג הקובי (כל אחד מהם) אינו משתנה, כשמסובבים אותו ב

תא היחידה  סביב ציר שעובר דרך אלכסון של 120°-י הסריג בתא היחידה שלו, או בוֶקטוראחד מ

פעולות סימטריה. בסעיף הזה נראה כי אפשר למיין את סריגי הקובי. בהמשך נזהה עוד סוגים של 

ברווה לפי הסימטריות שלהם. קיים מספר סופי של משפחות סריגים, ולכל הסריגים באותה 

, גם תמונות 3 משפחה יש בדיוק אותן פעולות שמעבירות אותם אל עצמם. כפי שנראה בפרק

שמספרן של  פעולות סימטריה. מאחרמהסריג אינן משתנות אחרי אותן  X-העקיפה של קרני

 התבוננות משפחות הסריגים סופי, אפשר לזהות את המבנה הסריגי של כל חומר על ידי

   שלו. העקיפה תמונת של בסימטריות
  

מאחר שהסריג איננו משתנה אחרי כל פעולת סימטריה, ברור שגם הפעלת שתי פעולות כאלה זו 

 פעולת סימטריה.לכן גם פעולה משולבת כזאת היא אחרי זו משאירה את הסריג ללא שינוי, ו

, במובן חבורההתכונה הזאת קובעת כי אוסף כל פעולות הסימטריה של סריג מסוים מהווה 

 בין מקובל להבחין ".חבורת הסימטריה של הסריגהאלגברי של המילה. החבורה הזאת נקראת "

  סימטריה: וחבורות סימטריה פעולות של סוגים שני
  

 מעבירות את הסריג אלשל פעולות סימטריה מוגדרת כאוסף של פעולות ש ודתיתחבורה נק

 חבורה מרחבית כוללת גם פעולות. משאירות נקודת סריג אחת במקומהעצמו, אבל 

, למשל עקב הזזה. ככל שהסריג סימטריה שבהן כל נקודות הסריג משנות את מיקומן

   .יותר, חבורת הסימטריה שלו גדולה יותר סימטרי
  

נתמקד עכשיו בפעולות הסימטריה הנקודתיות  מחזורי: לסריג המותרות הסיבוב זוויות

רק את  שמסובבות את הסריג ומעבירות אותו אל עצמו, ונראה שהמבנה הסריגי המחזורי מאפשר

 נקודות של ישרה נתבונן בשורה זאת, כדי להדגיםקיומן של זוויות סיבוב מסוימות ובודדות. 

לזה ושווים לקבוע  , כשהמרחקים בין כל שתי נקודות שכנות שווים זה2.7.1ור באי CAA'D בסריג,

הסריג כך ש ,Aנניח שקיים ציר שניצב למישור הדף, שעובר דרך הנקודה  .a הסריג בכיוון הזה,

 נקודת אל Cתעבור הנקודה  הסיבוב אחריהזה. ציר הסביב  ית ווחוזר אל עצמו אחרי סיבוב בז

קיומו  .)A ,AB = AC = aנמצאות באותו מרחק מהנקודה  C-ו B(הנקודות  B-ב המסומנת הסריג

סיבוב . –מחייב שהסריג איננו משתנה גם בעקבות הסיבוב ההפוך, בזווית   של סיבוב בזווית 

נקודת הסריג אל  Dיביא את הנקודה ומקביל לקודמו  'A הנקודה דרך עוברש סביב צירכזה 

 . CDיוצרות קו ישר, מקביל לקו המקורי 'B- ו B הנקודות .A'D = A'B' = a, כאשר  'B- ב המסומנת

 קבוע של m המרחק ביניהן חייב להיות כפולה שלמה על הסריג, נמצאות 'A-ו Aשהנקודות  מאחר

המרחק בין  ,CD לקו מקביל 'BB שהקו מאחר ).m = 1(בציור  AA' = ma ,הזה בכיוון הסריג

 : 'mעם מקדם שלם אחר  קבוע סריג, אותו של שלמה כפולה חייב גם הוא להיות 'B- ו Bהנקודות 

b = BB' = m'a  באיור)(m' = 2.  ההפרש ביןBB' ל-AA'  שווה לפעמיים ההיטל שלBA  עלCA ,

) ההפרש הזה הוא מראה כי פשוט טריגונומטריחישוב ו ' ) 2 cosm m a a  . לכן ,  
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 cos ( ' )/2m m  .  )2.7.1(  
  

cos וקיים הם מספרים שלמים,m '-וm -ש מאחר 1  ,ית ווהז  הערכים רק את לקבל יכולה 

' שמתקבלים עבור ת,ואה הזאולפי המש המותרים 2,1, 0, 1, 2m m   : 

0, /3, /2, 2 /3,     0 (או, 60 , 90 ,120 ,180     .(   
  

2 בצורה המותרותאת זוויות הסיבוב מקובל לרשום  /n , ואז המספר השלם n לקבל  יכול

,1רק את אחד הערכים  2, 63, 4,n . 2 ית המותרת היאווכאשר הז /n,  מכונה ציר הסיבוב

 על אוסר שהוצג לעיל הטיעון ).0°-לסיבוב בזהה , ש360°-ב מייצג סיבוב n". )n = 1ציר מסדר "

  .10 מסדר או 5 מסדר ,אחרים, למשל סיבובים

  

  

קבוע הסריג  .'A-ו Aצירי הסיבוב ניצבים למישור הדף ועוברים דרך הנקודות בסריג.  סיבובים :2.7.1 איור
  .a-שווה ל 'BBאו  CDוון הקווים יבכ

  
  

 גם עשוי לחזור אל עצמו ברווהכל סריג  וסיבובים, הזזות לענוסף  נוספות: סימטריה פעולות

  נוספות: סימטריה פעולות אחרי

 יאז, בראשית הצירים x אם המראה ניצבת לציר, , למשלשיקוף על ידי מראה מישורית  א.

  .(x,y,z–) הנקודה אל (x,y,z) נקודה כל מעביר השיקוף
אל  עוברמנקודה מסויימת במרחב  שיוצא rוקטור  כל נקודה: דרך (אינוורסיה) היפוך  ב.

  .r הוֶקטור

  בורג). תנועת למשל,( והזזה סיבוב או ושיקוף סיבוב שמשלב ,מורכב סיבוב  ג.
  

רך ד או שיקוףלות הללו שייכות לחבורה הנקודתית (למשל, היפוך דרך נקודת סריג מהפעו לקח

 דרך היפוך ,(למשלמראה שעוברת דרך נקודת סריג), וחלק אחר שייך רק לחבורה המרחבית 

סיבוב מורכב). הנספח מתאר את הגופים של אפלטון, שלכל אחד או סריג,  נקודה שאיננה נקודת

איברים. כפי שמוזכר שם, חלק מחבורות הסימטריה הרבה  שכוללת מהם יש חבורת סימטריה

 האוקטהדרון ושל קובייהבמוצקים מחזוריים. למשל, חבורות הסימטריה של ה הללו מופיעות גם

   הקוביים. הסריגים של לחבורות מובנים בהרבה זהות
  

שלהם.  אפשר למיין את הסריגים המחזוריים בהתאם לסימטריותממדיים: - מיון סריגים חד

של  מחזורי מסידור בנוי אחד בממד היחיד שקייםברווה  סריג .ממדיים-סריגים חדב נתחיל
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 .(א)]2.1.1סריג [ראו איור הוקטור  a-ו שלם מספר nכאשר  ,r = naהקואורדינטות  עם נקודות,

ממדי במרחב -החד (סביב ציר שניצב לסריג 2או  1מסדר  סיבוביםחוזר אל עצמו אחרי  זה סריג

חבורת  .ממדי, שעובר דרך נקודת סריג או דרך אמצע הקטע בין נקודות סריג שכנות)-תלת

הסימטריה שלו כוללת גם שיקוף על ידי מישור שניצב לסריג בנקודת סריג או באמצע הקטע שבין 

  זהות). האחרונות נקודות סריג שכנות, וכן היפוך דרך נקודות אלה (בממד אחד שתי הפעולות
  

 , ונבחן את תכונות הסימטריה שלהם.ממדיים- סריגים דול נעבור ממדיים:- מיון הסריגים הדו

(למשל,  4ומסדר  2חוזר אל עצמו אחרי סיבובים מסדר  2.2.4באיור  )square( הסריג הריבועי

 4סביב ציר שניצב למישור דרך נקודת סריג, או דרך המרכז של כל ריבוע. כל ציר סיבוב מסדר 

שתי נקודות  , אבל לא להיפך: ציר שמאונך למישור באמצע הקטע בין2הוא גם ציר סיבוב מסדר 

 )hexagonal (או ההקסגונלי, המשולשהסריג  בלבד). לעומת זאת, 2וא ציר סיבוב מסדר סריג ה

. תכונות הסימטריה הללו אינן תלויות 6או  3, 2חוזר אל עצמו אחרי סיבובים מסדר  2.2.2באיור 

 המלבני סריגלהסריגים בעלי אותו מבנה. כל של קבועי הסריג, ולכן הן מאפיינות את  אורכיםב

)rectangular(,יש רק צירי סיבוב  , שבו וקטורי הסריג ניצבים זה לזה אבל הם בעלי אורכים שונים

, יש 2.7.2שמוצג באיור  ),oblique( הסריג הנוטה . לסריג המישורי הכללי ביותר, שנקרא2מסדר 

ק לסריג הזה יש רישרה. גם  שני וקטורי סריג בעלי אורכים שונים, אשר הזווית ביניהם איננה

  . הסריג המלבני סימטרי יותר מהסריג הנוטה, כי (בניגוד2צירי סיבוב מסדר 

לסריג הנוטה) הוא חוזר אל עצמו גם אחרי שיקוף על ידי מראה שניצבת לאחד הצירים בנקודת 

, 2.7.2הסריגים הללו, שמוצגים יחד באיור  ארבעתסריג או באמצע הקטע ביו שתי נקודות כאלה. 

. עבור )2.7.1(ממשוואה  ולציית למגבלה במישורתקיים היחידים שיכולים לה סריגי ברווההם 

, וכן ואת הזווית ביניהם   a2- ו a1וקטורי הסריג הפרימיטיביים  מציג גם את 2.7.2 איורכל סריג, 

  . הללו הוֶקטוריםבנוי מהפרימיטיבי ש היחידה תאאת 
  

 תאיג בעזרת לפעמים נוח לתאר סר ,2.5כמו בדוגמאות שתוארו בסעיף  הסריג המלבני הממורכז:

 שבו, הממורכז ניהסריג המלבהמקבילה במישור היא של  ההדוגמ. שאיננו פרימיטיבי יחידה

מראה הן את תא  2.7.2איור החלק הימני התחתון ב נוספת. במרכז כל מלבן יש נקודת סריג

 תאשדומה ל הפרימיטיבי, תאל שתי נקודות) והן את המכיעם בסיס שמקווקוו, היחידה המלבני (

לנצל את הקואורדינטות הקרטזיות הפשוטות נוח  עם התא המלבני, כשעובדים של סריג נוטה.

מונה בנפרד את הסריג המלבני הממורכז, כי הוא סימטרי יותר מהסריג הנוטה  2.7.2איור  יותר.

ת שיקוף דרך הכללי, וחולק סימטריות עם הסריג המלבני: למשל, חבורת הסימטריה שלו כולל

מראות שניצבות למישור ועוברות דרך אחת מצלעות המלבן (בניגוד לסריג הנוטה הכללי). 

לפעמים סופרים את הסריג המלבני הממורכז כסוג נפרד של סריגי ברווה במישור, ואז יש במישור 

  סוגים של סריגי ברווה.  השיחמ
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מהאיורים  כל אחד .ריבועי, משולש, נוטה ומלבני: המותרים במישורברווה  סריגיארבעת  :2.7.2איור 
מראה גם את וקטורי הסריג, את הזווית ביניהם ואת תא היחידה הפרימיטיבי שבנוי מהם. וקטורי הסריג 

של הסריג החמישי באיור, המלבני הממורכז, נראים כמו וקטורי הסריג הנוטה, עם זווית  יםהפרימיטיבי
1 עם זאת, האורכים של וקטורי הסריג הזה מקיימים. כללית  2cos /(2 )a a  ולכן יש זווית ישרה ,

2-ו a1 בין הוֶקטורים 1(2 )a aמלבן, שמוצג באיור על ידי הקווים  . שני הוֶקטורים האחרונים יוצרים
המלבן ונקודה  בסיס שמכיל נקודה בפינתהמקווקווים. המלבן הזה מתאר תא יחידה של סריג מלבני, עם 

   במרכזו.

שיתוארו להלן, בכל המקרים מתקבלות החבורות הנקודתיות האלה ( 2.7.2עבור הסריגים באיור 

 2 מסדרסיבובים יש רק הכללי  לסריג הנוטה ):ניצבים למישורהמראות הסיבוב ומישורי צירי 

 של כל צלע ודרך המרכז של כל תא. סריג, דרך האמצע נקודת שעוברים דרך כלסביב צירים 
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בכל  מהצירים,ישורי שיקוף שניצבים לכל אחד מ כשעוברים ממנו אל הסריג המלבני, נוספים גם

ועוברים אל  הסימטריה עוד יותר,כל מלבן. כשמגדילים את  מצע כל צלע ובמרכזבאנקודת סריג, 

נקודת סריג ודרך מרכז כל ריבוע  דרך כל 4פים על אלה גם צירי סיבוב מסדר הסריג הריבועי, נוס

הסריג המשולש מאופיין על ידי סיבובים מסדר  אלכסוני כל ריבוע. לבסוף,וכן מישורי מראה דרך 

 6או  3, 2וסיבובים מסדר סביב המרכז של כל משולש,  3סיבובים מסדר  סביב אמצע כל צלע, 2

 מישורי מראה דרך כוללת המשולשהסימטריה של הסריג כמו כן, חבורת  סביב כל נקודת סריג.

  באמצעה. צלע לכל בניצב צלע, כל

  

  2.7.1 שאלה

  הממורכז? הריבועי הסריג את גם מנינו לא מדוע

  

 .המותרים במרחב ברווה סריגימראה את  2.7.3איור  מיון הסריגים המותרים בשלושה ממדים:

 שרואים כפי. 2.4.1באיור יות ביניהם הוגדרו ווהזו סריג הפרימיטיבייםוקטורי ה ם שלרכיואה

 ושהנקודת סריג יחידה. בשל כילשמ יחידה תאכאלה, עם  סריגיםשל  סוגים שבעהש י באיור,

 סריג(כל וקטורי ה סריג הקוביבלזה:  זה ניצבים יםהפרימיטיבי סריגה וקטורי מהסוגים,

והשלישי  רכםושווים בא סריג (שני וקטורי סריג הטטרגונליב רכם),ושווים בא יםהפרימיטיבי

, 2מסדר סיבוב  צירי הסוגים ישת שלוששונים). לכל  (כל האורכים סריג האורתורומביוב שונה)

 אלכסוןסביב ( 3 מסדר צירים יש גם . בסריג הקובי4ובשני הראשונים יש גם צירים מסדר 

ראוי לציין כי כל פעולות הסימטריה של הסריג הקובי הן גם פעולות סימטריה של  ).קובייהה

-תלתה סגונליקהה הסריג גם קיימים ,על כך נוסף(א). 2.5.5שמופיע באיור  רומביהודקהדרון דה

), שמאפשר HCP-בהקשר של סריג ה 2.6.3ובאיור  גרפיט של בהקשר 2.3.3 באיורהוצג (ש ממדי

(נקרא  הסריג הטריגונלי ,2 מסדר ציריםרק שמאפשר , הסריג המונוקליני ,6-ו 3, 2 מסדרצירים 

ולכן יש לו ציר סיבוב מסדר  ויות שוות,והזל וכ שבו כל האורכים שווים ,)רומבוהדרלילפעמים גם 

, הסריג הטריקליניוסביב האלכסון של תא היחידה (שיוצר זוויות שוות עם כל וקטורי הסריג)  3

   .1 מסדר יאלי,ווטריציר הסיבוב הל פרט ציר סיבוב שאין לו שום
  

 שנדונואו היהלום  FCC-ו BCCהמבנים  ,, למשלמבנים עם בסיסהללו יש גם  גיםריהסלחלק מ

המבנה של לנתנום  .לכן, שלכולם יש סימטריות זהות לסימטריות של הסריג הקובי הפשוט קודם

 2.7.3איור . הגוף ממורכז הטטרגונלי הסריג(ב), מהווה דוגמה של 2.5.7קופראט, שהוצג באיור 

ושיש להם סימטריה דומה לסימטריה של אחד משבעת  בסיס להם ששי אחרים מבניםגם  מפרט

כל המבנים הללו הם סריגי ברווה, אבל קל יותר לראות את הסימטריות  .הסריגים הבסיסיים

, בסיס עם המבנים את גם סופרים אםשלהם אם מתייחסים אליהם כאל גבישים עם בסיס. 

   במרחב.ברווה  סריגי של סוגים 14קבלים מ
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 (עם נקודת סריג בודדת בתא היחידה הפרימיטיבי), וכן שבעה במרחב ברווה סריגישבעת  :2.7.3 איור
"פרימיטיבי"  מציינת Pהאות  .סריגים נוספים עם בסיס (שחולקים סימטריה עם אחד מהשבעה הקודמים)

מציינת "ממורכז  C והאות מציינת "ממורכז פאה" Fמציינת "ממורכז גוף", האות  B (או "פשוט"), האות
1בסיס". האורכים של שלושת וקטורי הסריג מסומנים על ידי  2 3, ,a a a, באיור מוגדרות ביניהם והזוויות 

2.4.1.  

  

  2.7.2 שאלה

הבסיס ואת הסריג הטטרגונלי ממורכז  ממורכז הטטרגונלי הסריג את בנפרד מנינו לא מדוע

  הפאה?

  

  2.7.3 שאלה

, שהוצגו FCC-וה BCC-שמורכבים מתאי היחידה הפרימיטיביים של סריגי ה הראו כי הסריגים

, הם מקרים פרטיים של סריג טטרגונלי. מהן הזוויות בין וקטורי הסריג 2.5.4-ו 2.5.2באיורים 

  בכל אחד מהמקרים?
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  2.7.4 שאלה

  ת סריג.נקוד דרך היפוך תחת עצמו חוזר אל ברווה סריג כל כי הראו

  

  2.7.5 שאלה

   הסריג הטטרגונלי? הסימטריה של ן פעולותהמ  א.

  אילו איברים בחבורה לא יופיעו, כשמעוותים את הסריג והופכים אותו לסריג אורתורומבי?   ב.

אילו איברים ייתוֹספו לחבורה, כאשר מעוותים את הסריג הטטרגונלי והופכים אותו לסריג   ג.

  קובי? 

  

  2.7.6שאלה 

ממדי) ממוקם עיגול, שמשיק לעיגולים שממוקמים באתרי - בכל נקודה על הסריג הנוטה (הדו

הסריג השכנים הקרובים. חשבו את יחס האריזה השטחי של האריזה הזאת, והראו כי (בגבולות 

. חשבו גם 2.7.2המתאימים) התוצאה משחזרת את יחסי האריזה של כל הסריגים האחרים באיור 

יחס האריזה הכללי שקיבלתם. לאיזה סריג הוא מתאים? [רמז: טפלו תחילה את המקסימום של 

60בטווח  120    [.ואז הראו שזוויות אחרות ניתנות למיפוי לטווח הזה  

  

 סריג או ,בסיס שמכיל גבישראוי לציין כי הסימטריה של  חבורות של חבורת הסימטריה:-תת

יכולה להיות , (שאיננו כדורי) אטום או מולקולה בעלי מבנה פנימיעל ידי  מאוכלסת כל נקודה שבו

- של הסריג החד אם נמקם בכל נקודהלמשל,  ."טהור"של הסריג הנקודתי ה הסימטריהנמוכה מ

 תחת שיקוף, הסריג עדיין יחזור אל עצמו תחת ,0מבנה שנראה כמו הספרה (א)] 2.1.1[איור ממדי 

נפסיד את  ,Eשצורתו כמו האות  מבנה נמקם שם אםזאת,  לעומת היפוך. ותחת 2 סדרסיבובים מ

. 1 מסדר סיבוב ציר לו רק יהיהאבל  השיקוף, יותיר את W מבנה מהצורהכל הסימטריות הללו. 

של  חבורה-תת, שהיא בדרך כלל שלו מאופיין על ידי חבורת הסימטריה המרחבית חומר כל

לגבישים מורכבים יש הרבה יותר  . לכן,ודתיחבורת הסימטריה שמאפיינת את סריג ברווה הנק

 חבורות 32 קיימות ממדי- תלתבמרחב ה ).ברווה הנקודתייםחבורות סימטריה (לעומת סריגי 

. לכל חבורה כזאת קיימים סימונים שונים, ונהוג לזהות כל חבורות מרחביות 230-ו נקודתיות

נרחיב עליו כאן. אפשר למצוא  לא ולכן, טכני חומר על ידי חבורת הסימטריה שלו. נושא זה הוא

  למשל, בספרות, שלהן השונים את חבורות הסימטריה ואת הסימונים

A. J. C. Wilson, International Tables for Crystallography (Kluwer Academic, Dordrecht, 1995). 

  

  2.7.7 שאלה

  .2.1.1ר באיו ממדיים-החד מהגבישים אחד כל של הסימטריה תפעולו כל את זהו
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  2.7.8 שאלה

מונח בסיס, עם אטום אחד  2.7.2בכל אחד מתאי היחידה של הסריגים המישוריים באיור 

2בראשית הצירים של התא ואטום נוסף בנקודה  1 2( )/3 r a aאיך ישתנו חבורות . 

  המקוריים? ברווה סריגי של הסימטריה חבורות לעומת הסימטריה

  

הסידור הגבישי של חומר בטמפרטורות סופיות  הזה נציין עוד כי הסעיף סיוםלפני מעברי פאזה: 

האנרגיה . כזכור, S אנטרופיהבין הו E אנרגיההדבר על ידי התחרות בין  בסופו של נקבע

, והמערכת "שואפת" להימצא במצב שבו האנרגיה החופשית F = E – TSניתנת על ידי  החופשית

 Eבאנרגיה  Tי הבולצמני למצוא את המערכת בטמפרטורה מינימלית. [די לציין כי הסיכו

)/- מתכונתי (עד כדי נרמול של סכום הסיכויים) ל ) BE k Tg E e כאשר ,( )g E  הוא הניוון של

בולצמן. אם הוא הקבוע של  Bk-(מספר המצבים השונים בעלי אותה אנרגיה), ו Eהאנרגיה 

)/ מגדירים את האנטרופיה על ידי הקשר ) BS kg E e אזי הסיכוי הנזכר לעיל מתכונתי ,  

/-ל ( )/B BF k T E TS k Te e   ולכן יש סיכוי גבוה יותר שהמערכת תימצא במצב שבו האנרגיה ,

יותר [כי אז יש יותר  סימטריים מצבים" מעדיפה" S האנטרופיה היא נמוכה יותר.] Fהחופשית 

)מצבים מיקרוסקופיים שמתאימים לכל מצב מקרוסקופי, כלומר,  )g E  גדול יותר ולכן גם

האנטרופיה גדולה יותר]. האיבר השני באנרגיה החופשית "מנצח" בטמפרטורות גבוהות, ואז 

, יורדת T ככל שהטמפרטורהעם סימטריה גבוהה. מועדפים מצבים עם אנטרופיה גבוהה, כלומר, 

 , לקבל מצבים מסודרים יותרהסימטריה את להקטין אפשר קטן, ואז TSהמשקל של האיבר 

 חומרים רבים עוברים . לכן,(האנרגיה בדרך כלל יורדת כשהסימטריה קטנה) ולהרוויח אנרגיה

מעברים אלה  .פרטורה, כשמשנים את הטמשל הגביש שלהם בין מבנים שונים מעברי פאזה

, סדר ראשון", והם יכולים להיות מהמעבר טמפרטורותקורים בטמפרטורות שנקראות "

, כשהמבנה מתחיל סדר שנימכשהחומר "קופץ" באופן בלתי רציף ממבנה אחד למשנהו, או 

מקובל להתייחס להשתנות באופן רציף, כשהטמפרטורה יורדת מתחת לטמפרטורת המעבר. 

(עם ירידת  יעבור שחומר ייתכן למשל, ,כך .מעברים שוברי סימטריהלמעברים כאלה כאל 

 פחות טטרגונלי, שהוא, ממנו למבנה למבנה קוביהגזי למצבו הנוזלי, ממנו ממצבו הטמפרטורה) 

י זה קורה, למשל, לשנ. עוד יותר נמוכה סימטריה בעל שהואלמבנה אורתורומבי,  ואז סימטרי,

 סגונלי יכול להקטין אתקה סריגלופין, לח. 2.5.7המבנים הפרובסקיטיים, שתוארו באיור 

   אורתורומבי. או לסריג טריגונלי לסריג הסימטריה שלו על ידי מעבר
  

, פרואלקטרייםהחומרים ההיא חשובה למעבר פאזה שובר סימטריה  הדוגמ פרואלקטריות:

 מבנה פרובסקיטי בטמפרטורות גבוהות יש לחומר הזה. BaTiO3 , בריום טיטנאט,למשל

)perovskite קובייהה בפינותנמצאים ריום יוני הב .(א)2.5.7 איורבשמוצג  המבנה), כמו, 

מרכזי המסה של  ולכן המבנה קובי כמו באיור, באיור. בטמפרטורות גבוהות A- שמסומנות ב

: נקודה נמצאים בדיוק באותה )הבכל תא יחיד( השליליים המטעניםהמטענים החיוביים ושל 

, שמונה שמיניות של קובייהבמרכז ה 4+יש לשייך מטען  2.7.4לתא הקובי שבצד ימין של איור 

מאמצעי הפאות. בסך הכול יש בתא  2–, וכן שישה חצאים של מטען קובייהמפינות ה 2+מטען 
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הזו של מרכזי  הזהות. עקב קובייהשאפשר לשייך למרכז ה 6–ומטען  6+היחידה הקובי מטען 

בין שני מרכזי המסה  חשמלי (שקיים רק אם יש מרחק סופיאין לגביש הזה מומנט דיפול  ,מסהה

; מומנט דיפול חשמלי נוצר, כאשר מרכזי הכובד של המטענים החיוביים ושל המטענים הללו

ה לזה השליליים נמצאים במרחק סופי ביניהם. המומנט שווה למכפלת אחד המטענים, ששווים ז

טיטניום יוני ה הפאזה זזים כל מעברה של . מתחת לטמפרטורעד כדי הסימן, במרחק הזה)

 במקומם. נשארים האחריםואילו היונים  באופן אקראי), קבעאחד הצירים (שנ כיווןב והבריום

מקובית לטטרגונלית, ונוצר מומנט דיפול חשמלי יורדת הסימטריה המרחבית  עקב התזוזה הזאת

. במצב החדש, מרכז המסה של המטענים 2.7.4בכיוון התזוזה, ראו צד שמאל של איור  של הגביש

אם מקררים את הגביש , בכיוון אחד הצירים הקרטזיים. קובייההחיוביים מוזז ביחס למרכז ה

, יזוזו היונים כך שמומנט הדיפול שייווצר , שמקביל לאחד הציריםבנוכחות שדה חשמלי חיצוני

, ויישאר באותו הכיוון גם אחרי שמכבים את יהיה מקביל לשדה הזהעבר מתחת לטמפרטורת המ

התזוזה ולכן להיפוך  כיווןשל  החשמלי יגרום להיפוך השדה היפוך באופן דומה, .השדה החשמלי

   הדיפול. מומנט כיווןשל 
  

דמיון לתופעת הציון "פרו" במקור . )ferroelectric( "פרואלקטריתהחדשה נקראת " הפאזה

 מומנט דיפול,אותו  יחידה יש תא שלכל והוא מאפיין את העובדה ,)2.10הפרומגנטיות (סעיף 

. הציון "אלקטרית" (בדומה למומנטי הדיפול המגנטיים בברזל) כיוון אותוכולם מצביעים בו

לגביש לקבל מומנט דיפול בכיוון שנקבע על ידי  םומאפיין את התגובה לשדה חשמלי. היכולת לגר

ולכן יש לחומרים  מלי מאפשרת לשמור מידע בגבישים קטנים ולעבד אותו,השדה החש

   פרואלקטריים שימושים רבים בטכנולוגיה.

  

  
 הפרואלקטרי הטטרגונלי אל המבנההקובי (מימין)  נאט מהמבנהל בריום טיטמעבר הפאזה ש :2.7.4איור 

   .(א)2.5.7 שבאיור הפרובסקיטימצבם בסריג  לעומת זזיםהבריום והטיטניום  (משמאל). יוני

  

  2.7.9 שאלה

  פרואלקטרי. פאזה למעבר ממדי-חד מודל הציעו ,2.1.1 איור על בהסתמך
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  גבישימ-ואזיוק  :2.8
  

 סיבוב צירי רק ייתכנו ברווההסעיף הקודם קבע כי לסריג  גבישים:- קוואזי –התגלית של שכטמן 

  , 180°- ב ,360°- לחזור אל עצמו רק אחרי סיבובים ב, ולכן סריג כזה יכול 6או  4 ,3 ,2, 1 מסדר

של חומר נתון.  סיוניות לזהות את המבנה הגבישיינדון בדרכים הנ 3בפרק  .60°- או ב 90°- , ב120°- ב

מפוזרים על שגלי קרינה של  התאבכות עקבשנוצרת  דרך יעילה ביותר מבוססת על תמונת העקיפה

תכונות הסימטריה  משקפת את תמונת העקיפה ה שם,כפי שנרא ידי המבנה המחזורי של הגביש.

   צירי סיבוב שקיימים בסריג המקורי. מופיעים אותם בתמונת העקיפה בפרט, של הגביש המפזר.

שם ו ליד וושינגטון, האמריקאי ה פרופסור דן שכטמן מהטכניון בשבתון במכון התקניםשה 1982- ב

תמונת העקיפה שהתקבלה  למרבה הפתעתו, ומנגן. אלומיניום של שגידל מנתך הוא חקר סגסוגות

תחת  אל עצמן אלה עברו ונקודות נקודות, עשרשכללו  התמונה, סביב מרכז" מעגלים"הכילה 

), ולכן 2.7.1סותרת את משוואה ( ,10 סיבוב מסדרציר כזאת, של  סימטריה .36°של  יתווסיבוב בז

 המדעית פקפקה בנכונות התוצאות,הקהילייה  בסעיף הקודם. אכן, אסורה לפי האמורהיא 

כשהוענק  ,2011- . התגלית קיבלה הכרה סופית ומוסמכת ב1984 ופרסומן המדעי התעכב עד

סיבוב  צירי דומות, וכן לשכטמן פרס נובל בכימיה. מאז התגלו חומרים רבים שמציגים סימטריות

מצב צבירה חדש בעצם  כי שכטמן גילה על כולם , ומקובל12או  8כמו  אחרים,"אסורים"  מסדרים

  ה"חדשות" אפשריות, כי האטומים בחומרים הללו  מתברר שהסימטריות. של החומר

 אלה נקראים מאז בשםה חומרים. האינם סריגי ברווהמסודרים באופן מחזורי; אלה  אינם

   המעניינות. תכונותיהם את שחוקרות רבות מחקר כיום קבוצות ", וקיימותגבישים- קוואזי"
  

) של Fourier transform( רייההתמרת פוּה בפרק הבא, תמונת העקיפה נותנת מידע על כפי שנרא

התפלגות צפיפות החומר בתוך הדגם. התפלגות החומר עצמה מתקבלת מחישוב ההתמרה 

, חישוב זה אכן נותן מבנים מורכבים, שהאטומים ההפוכה. עבור הנתונים הניסיוניים של שכטמן

המבנה  . לחלופין, אפשר לחקור אתאין להם מחזוריותבתוכם מסודרים לפי כללים מוגדרים, אבל 

אפשר להסתכל  גבישים על ידי מדידות של משטחי השפה שלהם.-המרחבי של האטומים בקוואזי

ואפשר גם לספוח  ראו בפרק הבא),על השפה ישירות, באמצעות מיקרוסקופ אלקטרוני סורק (

בסעיף הבא, אטומים  אטומים מסוימים על גבי השפה ואז לעקוב אחר מיקומיהם. כפי שנראה

ערכים מינימליים, ומדידת  אלה ייספחו במקומות שבהם יש לאנרגיה הפוטנציאלית של השפה

קרוסקופ (א) מראה תמונת מי2.8.1 מיקומיהם מאפשרת לחקור את מבנה השפה עצמה. איור

גביש שמורכב מאלומיניום, פלדיום -קוואזי אלקטרוני סורק של אטומי כסף שסופחו למשטח של

(ב) מראה את מפת האנרגיה הפוטנציאלית של המשטח, כפי שהוסקה מאיור 2.8.1ומנגן. איור 

 (א). גוונים כהים יותר מייצגים אנרגיה פוטנציאלית נמוכה יותר. האיור מדגיש לדוגמה אתר2.8.1

אטום כסף. הסתכלות על התמונה משמאל מראה הרבה  עם משיכה חזקה, שאכן ספח אליו

  .5 מסדר לסיבובים נקודות עם סביבה בעלת סימטריה מקומית
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  (ב)  )א(

 גביש-שנספחו למשטח של הקוואזיכסף  אלקטרוני סורק של אטומי תמונת מיקרוסקופ(א)  :2.8.1איור 
Al-Pd-Mn .(ב)  .נלקח מהמאמר מפת האנרגיה הפוטנציאלית של המשטח הזה  

B. Unal et al., "Nucleation and growth of Ag islands on fivefold Al-Pd-Mn quasicrystal surfaces: Dependence of 

island density on temperature and flux", Phys. Rev. B 75, 064205 (2007). 

  

גבישים" -"קוואזיהמיד אחרי התגלית של שכטמן היה ברור כי  :הגדרה חדשה של "גביש"

תא  שדורשים ברווה על ידי סריגי לתאר אותם אפשר- אילכן ו ,מחזורייםיכולים להיות אינם 

- (כמו "מחזוריים-קוואזילכן, הם נקראים " ל עצמו באופן מחזורי.אשחוזר  יחידיחידה 

, של סריגים תכונותשדומות במובנים מסוימים ליש להם תכונות סימטריה  עם זאת,מחזוריים). 

גם תמונת העקיפה  כפי שנראה בפרק הבא,. שיודגם בהמשך)ויש בהם סדר מסוים (מהסוג 

תגליתו של שכטמן גרמה לכן  כמו בסריג מחזורי. –המתקבלת מהם מכילה נקודות אור בדידות 

להשמיט ממנה את המילה ו לשנות את ההגדרה של "גביש", ארגון הבינלאומי לקריסטלוגרפיהל

   .בדידות כחומר שתמונת העקיפה שלו כוללת נקודות גביש מוגדר, 1992-"מחזורי". החל מ
  

הסדרה דוגמה של בנתחיל  גבישים,-אזילפני שניתן תיאור כללי של קוו הסדרה של פיבונאצ'י:

- ש חדגבי-קוואזי םבאמצעות לבנותאפשר ונראה כי של פיבונאצ'י ושל הסריג הקשור אליה, 

 על ידי ליאונרדו די פיזה, הידוע גם בשם פיבונאצ'י 1202- הסדרה הזאת הוצעה ב .מדימ

)Fibonacci,כמודל לתיאור הגידול של אוכלוסיית ארנבים. במודל הזה ,( L(=long)  מתאר זוג

 מתאר זוג "תינוקות". כל חודש הזוג המבוגר "מוליד" זוג צעיר, S(=short)-ארנבים מבוגרים ו

). באותו L-מופיע מימין ל S(כאן ובהמשך, הסימון הזה מציין סידור שבו  LS-מוחלף ב Lלכן כל ו

מתארות את ההתפתחות  2.8.1. השורות בטבלה L-מוחלף ב Sזמן, הזוג הצעיר מתבגר, ולכן כל 

בגבול של מספר אינסופי של הללו: כל שורה מייצגת דור. בזמן של האוכלוסייה לפי הכללים 

  .)Fibonacci sequence( פיבונאצ'י" של "הסדרה האותיות נקראת שורת דורות,
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   חשוב!). (הסדר בכל שורה הארנבים זוגותשל  דורות עוקבים של אוכלוסיות :2.8.1 טבלה

  

קל לראות כי כל שורה בטבלה מורכבת מחיבור של שתי השורות שקדמו  הטור של פיבונאצ'י:

לה, אם מניחים את השורה הקודמת משמאל לשורה שלפניה. לכן, מספר האותיות (זוגות 

  המשוואה את מקיים ,n ,nF-ה בשורה הארנבים)
  

 1 2n n nF F F  .  )2.8.1(  
  

0, תנאי ההתחלה הם 2.8.1, כמו בטבלה Sאם מתחילים עם  11, 1F F הפתרון  , ואז מתקבל

(1,1, 2, 3, 5, 8,13, 21, 34, )nF  " של פיבונאצ'יהטור . טור המספרים הזה נקרא) "Fibonacci 

seriesאו "מספרי פיבונאצ'י". בגבול של ,( n  מספרי האותיות גדול אפשר להראות כי היחס בין

n/1בשני דורות עוקבים, ם) (הארנבי nF F , לגבול קבוע, שמקיים את המשוואה הריבועית  שואף

1 1/  .  חיתוך הזהב", או " ,יחס הזהבהזאת נקרא  של המשוואהפתרונה החיובי

( 5 1)/2 1 2cos(2 /5) 1.618        רציונלי זה מופיע - ). מספר אי2.8.1(ראו שאלה

חיתוך  (ראו, למשל, את ספרו של מריו ליביו, בהרבה הקשרים הן במתמטיקה והן בפיסיקה

   .)2004 ,ניר אריה הוצאת ,מופלא מספרשל  הזהב: קורותיו
  

נחליף את  כדי לקשר את סדרת פיבונאצ'י לענייננו, ):Fibonacci latticeהסריג של פיבונאצ'י (

, ארוך, שאורכו  תוחלף בקטע Lבקטעים על קו ישר. האות  2.8.1האותיות בכל שורה בטבלה 

. לכן, השורה שלפני האחרונה בטבלה תוחלף 1תוחלף בקטע קצר יותר, שאורכו  Sוהאות 

, והשורה שלפניה תוחלף ב"סריג" 2.8.2ממדי המתואר בשורה התחתונה באיור -ב"סריג" החד

 גורם בשל השורות, (אורכי הקטעים הבסיסיים שונים בשתי ה העליונה באיור הזההמתואר בשור

  זהה).  כולל אורך יש שנבחר כך שלשתיהן בהמשך, שיוסבר כפלי

  

  

 פיבונאצ'י. שני דורות עוקבים לפי כללימהקטעים של  יםשבנוי יםסריגהסריג של פיבונאצ'י:  :2.8.2איור 
  .2a-ב מסומן קצר קטע וכל ,1a-ב מסומן ארוך קטע כל
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לתאר את  אפשר-מהוות סריג ברווה. אי אינן 2.8.2הסתכלות פשוטה מראה כי הנקודות באיור 

אוסף הנקודות הללו על ידי כפולות שלמות של וקטור סריג בודד, והסביבות של כל הנקודות 

  זאת, אל כל נקודה באוסף הזה מגיעים אחרי מספר שלם של צעדים שונות זו מזו. לעומת

. לכן, אפשר לרשום את המיקום של Sואחרי מספר שלם (אחר) של "צעדים" מטיפוס  Lמטיפוס 

1הנקודה הזאת על הישר (ביחס לנקודה הראשונה בשורה) בצורה  1 2 2n m m x a a עם מקדמים ,

   L מופיעים גם הם באיור ומייצגים את שני סוגי ה"צעדים", 2a-ו 1aשלמים, כאשר הוֶקטורים 

ממדי (כלומר, באוסף של נקודות על הישר), ה"סריג" - בהתאמה. אף כי מדובר ב"סריג" חד S-ו

 – יש לציין כי ציונלי., איננו ר, שהיחס בין אורכיהם, וקטורי סריג שונים שניהזה מתואר על ידי 

יכולים לקבל ערכים שלמים כלשהם!  אינם 2m-ו 1mהמקדמים  – בניגוד לסריגים שהכרנו עד כה

, שמגביל אותם מאוד. למשל, בסידורים עבור כל סריג הם נקבעים על ידי החוק של פיבונאצ'י

. המרחק מהראשית (שהיא LLLאו  SSאף פעם לא מופיעים הסידורים  2.8.1שמופיעים בטבלה 

1-ל שווה nxאחת הנקודות על הסריג הנדון) של הנקודה  2nx m m  1. אםm 2- וm  היו

להתקרב כרצוננו  יכול nx(חיובי או שלילי), אזי אפשר להשתכנע כי  יכולים לקבל כל ערך שלם

518לכל ערך מספרי שנרצה. למשל, הביטוי  835 3.14161   נותן קירוב ל-  שנכון עד

מוזמן לקרב מספר ממשי כלשהו באופן דומה). לכן, אילו הספרה הרביעית אחרי הנקודה (הקורא 

היינו מתירים את כל הערכים השלמים של המקדמים הללו, אזי היינו מקבלים נקודות סריג 

קרובות כרצוננו לכל נקודה על הישר, ואז היינו מקבלים צפיפות גדולה מאוד של נקודות, בניגוד 

. אף על פי שהסריג המתואר 1-ף פעם איננו קטן משבו המרחק בין נקודות שכנות א 2.8.2לאיור 

איננו מחזורי, המגבלה של פיבונאצ'י יוצרת חוקיות פשוטה שקובעת את מיקומי  2.8.2באיור 

הנקודות בסריג הזה, ומכתיבה קשרים בין המיקומים הללו. כפי שנראה בפרק הבא, החוקיות 

ודות בדידות. לכן הסריג הזה הוא הזאת גורמת לכך שתמונת העקיפה של הסריג הזה כוללת נק

  ממדי. - גביש חד-דוגמה של קוואזי

  

  2.8.1שאלה 

n/1 הוכיחו כי היחס  א n nt F F  שואף אל יחס הזהב בגבול של n .גדול   

 מהו היחס בין מספר הקטעים הארוכים לבין מספר הקטעים הקצרים בסריג פיבונאצ'י  ב

  אינסופי? 

  

תחת  כפי שצוין, הסריג של פיבונאצ'י איננו מחזורי. עם זאת, הסימטריה סימטריה של ניפוח:

של  הטרנספורמציההזזות מוחלפת כאן בסימטריה אחרת: הסריג הזה דומה לעצמו תחת 

יחידות  (אינפלציה). במילים אחרות, אפשר להסתכל עליו בעזרת סרגלים בסיסיים בעלי ניפוח

בלי קשר לאורך היחידות על הסרגל. דרך פשוטה לראות אורך שונות, והוא ייראה אותו הדבר 

 , ולמפות אותו בחזרה2.8.2זאת היא להתחיל מהסריג שמופיע בשורה התחתונה של איור 

שאורכו  , שנותן קטעLSל"דור" הקודם של פיבונאצ'י: כל זוג קטעים שמיוצג על ידי ה"מילה" 

)הכולל הוא  1)  בודד בשורה העליונה של האיור, שייקרא , יוחלף בקטעL'.  באופן דומה, כל
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באורך שלה,  , תועתק לשורה העליונה של האיור ללא שינויS, שאין אחריה L"מילה" בודדת 

מייצגת בדיוק את הדור הקודם של סריג  2.8.2. קל לראות שהשורה העליונה באיור 'Sותיקרא 

), ובלבד שנזהה 2.8.1 ה השלישית מהסוף בטבלהפיבונאצ'י (כלומר, את הסדרה שמופיעה בשור

. 'Sואת הקטעים הקצרים ה"חדשים" על ידי  'Lאת הקטעים הארוכים ה"חדשים" על ידי 

)הוא  'Lשיטת המיפוי שלנו קובעת כי האורך של  1) של  , ואילו האורךS' הוא  לכן, היחס .

'L'/Sבין האורכים הוא  ( 1)/      השוויון הימני הוא בדיוק המשוואה הריבועית)

זהה לסריג שבשורה התחתונה  2.8.2שקבעה את יחס הזהב). הסריג בשורה העליונה של איור 

! סימטריה כזאת תחת ניפוח מאפיינת הרבה - שם, ובלבד שמכפילים את יחידת האורך ב

  .7מערכות פרקטאליות, ראו פרק 
  

-מתברר שהתיאור של סריג פיבונאצ'י החד ר סריג פיבונאצ'י על ידי השלכה מסריג ריבועי:תיאו

גם להתקבל על ידי  ממדי על ידי שני וקטורי סריג איננו מקרי. כפי שנראה להלן, הסריג הזה יכול

, הסריג הריבועי על קו מתאר השלכה של 2.8.3איור (או היטל) של סריג ריבועי פשוט.  השלכה

סריג ריבועי (דמיוני), עם מ מתחילים .שמייצג את המרחב הפיסיקלי, ורק אותו רואים במעבדה

(הקו המשופע העבה באיור). השיפוע  x-עם ציר , ומסמנים עליו קו שיוצר זווית a קבוע הסריג

/1 של הקו שווה להיפוך יחס הזהב, tan . במקביל  סופי,עכשיו על פס בעל רוחב  מסתכלים

הסריג בתוך  ). כל נקודותהפס הזה נמצא בין שני הקווים המקווקווים באיור(לקו הנזכר לעיל 

 , כך שיתקייםwאפשר לבחור את המרחק בין הקווים המקווקווים, . העבהקו ההפס מושלכות על 

3 sin 2 cosa w a  למשל, נבחר . (cos sin )w a    צאה הסופית איננה (מתברר שהתו

שיושלכו על הקו העבה ייצור  תלויה בבחירה השרירותית הזאת). במקרה זה, אוסף הנקודות

השוויון השמאלי מבטיח שלא יופיעו שלושה - סדרה של מדרגות עולות, כפי שרואים באיור. אי

הימני מבטיח שהגובה של מדרגה לא  השוויון-קטעים אופקיים עוקבים על אותה מדרגה, ואי

העוקבות של נקודות הסריג הללו על ידי  אם מסמנים את הקואורדינטות יעלה על צעד אחד.

1 1 2 2' 'n m m r a a 1, כאשר'a 2-ו'a  הם וקטורי הסריג של הסריג הריבועי, אזי ההשלכות על

1הקו העבה תהיינה בנקודות  2( cos sin )nx a m m   ,נקודות בין שתי המרחקים. לכן 

 להשלכות של שני משני ערכים, שמתאימים אחד הזאת יכולים לקבל רק על ההשלכה עוקבות

הוא  2x-ו 1xלמשל, המרחק בין הנקודות  .(האנכי או האופקי) הסריג הריבועי שלסריג ה וקטורי

L cosa  2, והמרחק בין הנקודותx 3- וx  הואS sina  .המרחקים הללו  היחס בין שני

הסדר  אפשר להראות כי , ולכן LLLאו SSמבטיח שלא יופיעו הסידורים  w. התנאי על -שווה ל

פיבונאצ'י. במיוחד, סדר הקטעים  על הקו העבה זהה לסדר בסדרת S-ו Lשבו מופיעים הקטעים 

, החל מהאות הרביעית שם (גם 2.8.1זהה לסדר שמופיע בשורה האחרונה של טבלה  2.8.3באיור 

  לעיל). הפס רוחב נקודת ההתחלה הזאת שרירותית, ונובעת מהבחירה של
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  (ב)  )א(

שני  ; (א) נקודות הסריג שביןממדי-גבישי החד-אל המבנה הקוואזיכה מהסריג הריבועי השל :2.8.3 איור
  הזה. על גבי הקו xnהקווים המקווקווים יושלכו על הקו העבה שביניהם. (ב) הגדלה שמראה את הנקודות 

  2.8.2 השאל

  ידי על ניתנים הצירים מראשית 2.8.3הנקודות על הקו העבה באיור  מרחקי כי הוכיחו
  

 S[ / /τ]nx n n  ,  )2.8.2(  
  

 הנוסחה הזאת מאפשרת להכליל את סריג .y הקרוב ביותר אלהשלם  מספרהוא ה y כאשר

  איך מוכיחים כי זה אכן סריג פיבונאצ'י? שליליים. ים- nפיבונאצ'י גם עבור

  

  2.8.3 שאלה

דרך אחת מנקודות הסריג  , בהנחה שהקו העבה עובר2.8.3המתואר באיור עבור המקרה   א

  כמה נקודות סריג ריבועי נוספות יהיו על הקו הזה? הריבועי,

, אם נחזור על תהליך ההשלכה המוצג 2.8.3איזה סריג יתקבל מההשלכה על הקו העבה באיור   ב

tanכאשר שיפוע הקו העבה הוא רציונלי,  שם, /p q  )p ו -q ?(הם שלמים, בלי גורם משותף  

1.61803 רציונלי-אפשר לקרב את המספר האי  ג  ם רציונליים,על ידי סדרה של מספרי 

ממדים  משנירובים הללו, מהו המבנה הסריגי של ההשלכה לכל אחד מהקי .1.618, 1.61, 1.6

  אחד? לממד

  

 שניממדית דורש - המבנה שנוצר בהשלכה החדממדית הנזכרת לעיל ראינו כי -בדוגמה החד

-מתברר שזוהי תכונה כללית של קוואזי רציונלי בין אורכיהם.-עם יחס אי ,סריג וקטורי

סריג, שמספרם גדול יותר מהממד לתארם על ידי מספר סופי של וקטורי אפשר  גבישים:

   ידי השלכות ממרחב מחזורי בממדים גבוהים יותר. ואפשר לקבלם על שלהם, המרחבי
  

גבישיים נחקרה כבר -מישורית למבנים קוואזי הדוגמנעבור לשני ממדים.  האריחים של פנרוז:

. פנרוז 20- של המאה ה בשנות השבעים )Penroseפנרוז (, ועל ידי 17-) במאה הKeplerקפלר (על ידי 

ברור שסריגי ברווה  2.7.2מאיור  ).tiling( אריחים כיסוי המישור על ידיהתמקד בשאלה של 

ם, יבועיירנוטים,  אריחיםסידור מחזורי של המישור במלואו על ידי  מאפשרים כיסוי של

a
x1

x2 x3

x4 x5

x6

x7
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 על ידי אריחים לכסות את המישוראפשר -אי. לעומת זאת, זהים משושים משולשים, מלבניים או

דקוד וית ליד כל קוושהז ,זהים מנסים להקיף נקודה על ידי מחומשים אםזהים:  מחומשים

3 שלהם היא /5=108   אפשר לחלק את המחומש לשלושה משולשים, ולכן סכום הזוויות שלו)

, ראו בלבד 36°שלושה מחומשים צמודים, אבל אז נשאר מרווח של שם להניח  אפשר ,)3הוא 

(ב) מראה כי כאשר ממשיכים להוסיף מחומשים שצמודים 2.8.5איור  עם זאת,. (א)2.8.4איור 

למחומשים הקודמים, מתקבל כי ניתן לכסות אל כל המישור, אם מוסיפים גם אריחים מעוינים, 

פנרוז  .כל המישור עם שני סוגים של אריחים תלכסות א. לכן, ניתן 36°עם זווית פתיחה של 

ויות פתיחה וז עםעם שני סוגים של אריחים מעוינים,  לכסות את כל המישורגם  אפשרהראה כי 

בנקודות כפי שניתן לראות באיור, . (א)2.8.5כמו באיור  ועם אותן צלעות, 72°ושל  36°של 

(למשל כאשר חמישה מעוינים "גדולים" נפגשים  5לסיבוב מסדר סימטריה ה ופיעממסוימות 

המעוין העבה  של אורך האלכסון הארוך י, אז1-המעוינים שווה ל אם אורך הצלע שלבנקודה). 

כפי שאפשר לראות  .(בדקו!) /1-ל ואורך האלכסון הקצר של המעוין הצר שווה, - יותר שווה ל

(ב), קיימים חיתוכים של המבנה של פנרוז, בכיוונים מיוחדים במישור, שהמרחקים 2.8.5באיור 

 היחס בין מספריבמבנה של פנרוז גם להראות כי פיבונאצ'י. אפשר ביניהם יוצרים את סריג 

 ממדי של פיבונאצ'י. אף על פי- , בדומה לסריג החד/1- לשווה  והקטנים המעוינים הגדולים

(א) 2.8.5 שסיבוב של המבנה המופיע באיור אףו את המישור, של פנרוז ממלאיםם שהאריחי

סימטריה לדבר על  אפשרדומה באופן איכותי, כך ש אל איור אותו עבירמ 72°וית של ובז

אל עצמו אחרי  בדיוקאיננו חוזר  הוא :איננו מחזורי המבנה ,שמתקיימת באופן סטטיסטי

ממדי - המבנה הדו אפשר לקבל אתמעניין לציין כי  יחידה יחיד. תא הסיבוב ואיננו מתואר על ידי

- הקוואזי כל החומרים. סריג קובי בעל חמישה ממדיםממדית של - דושל פנרוז כהשלכה 

(או יותר) תאי יחידה שונים  לתיאור על ידי שני ם גם הםבינתיים ניתני שהתגלו גבישיים

 העקיפהאת תמונת אפשר לשחזר  ,1984-פי שהראו שטיינהרט ולוין בשממלאים את המרחב. כ

, עם שני תאי יחידה בסיסיים של המבנה של פנרוז לשלושה ממדים כאשר מכליליםשכטמן של 

יים בסיסהזזה שישה וקטורי ההכללה הזאת דורשת  .שונים, שמכילים גם הם את היחס 

  . שה ממדיםיש(במקום השלושה של סריג ברווה), כלומר, השלכה מסריג מחזורי בעל 

  

      
  (ב)   )(א

    מחומשים. אריחיםבלכסות את המישור  נותסיוינ: 2.8.4איור 
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 (ב) )א(

  (ב) קווים מקבילים שהמרחקים ביניהם מהווים סדרת פיבונאצ'י. ;האריחים של פנרוז(א)  :2.8.5איור 

 2.8.4שאלה 

כך שכל נקודה בסריג של פנרוז ניתנת לתיאור כקומבינציה הציעו חמישה וקטורים במישור,  .א

 לינארית שלהם עם מקדמים שלמים.

קובי -יכולים להתקבל מהשלכה של וקטורי סריג היפרהוֶקטורים הללו  הראו כי חמשת .ב

 ממדי על מישור שניצב לאחד מאלכסוניו.-חמש

 

הנספח  גבישים לבין הפוליהדרונים של אפלטון:-על הקשר בין סימטריות גבישים וקוואזי

צלעות -מתאר את חמשת הגופים של אפלטון, שהם פוליהדרונים סימטריים בעלי פאות שוות

מחזוריים. עם  והאוקטהדרון כבר הופיעו בהקשרים של סריגים קובייהן, הזהות. הטטרהדרו

אינם מופיעים  ,דודקהדרוןוהאיקוזהדרון הזאת, שני המבנים האפלטוניים הגדולים יותר, 

גבישים. הממצאים המקוריים של שכטמן זוהו -בסריגים מחזוריים, אבל הם כן מופיעים בקוואזי

סימטריה נקודתית  : תמונות העקיפה מזהות חבורתדרלייםאיקוזהגבישים -כמייצגים קוואזי

איקוזהדרלית, ואפשר לתארן על ידי שישה וקטורי סריג שמכוונים אל הקודקודים של 

 של כאריזה ומנגן איקוזהדרון. בספרות הופיעו גם תיאורים של הסגסוגות של אלומיניום

  בקודקודיהם. נמצאים והמנגן האלומיניום שאטומי איקוזהדרונים,
 

 

 ומבנים יםסריג -על אפיטקסיאלי, שכבות דקות, גידול :2.9
 שכבתיים-רב

 

גם נוצרים  גבישים במרבצים טבעיים בצורתם הגבישית. חומרים רבים נמצאים גידול גבישים:

 כפי שכבר  ,זאת עם חים מתוך תמיסה.או על ידי התגבשות של מל טי של נוזלים,על ידי קירור אִ 

 

 

 

 

 

 בכתובת )Steinhardt( של פרופסור פול שטיינהרטלמצוא אותו במצגת אפשר הוסר. האיור 

http://www.physics.princeton.edu/~steinh/QuasiIntro.ppt ,א(8.5.2איור ( 27-31' בעמ( –  

 )31עמ'  – )ב(2.8.5איור  ;27עמ' 
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 גבישים גידולמבוקר.  במעבדה, באופן לגדל גבישים מקרים עדיף בהרבהצוין בסעיפים קודמים, 

לגידול גבישים רוב השיטות  ככלל, ואין לנו מקום להתעמק בו כאן. חשוב, טכנולוגי נושא הוא

שעליו סופחים אטומים או  החומר המבוקש או של חומר דומה), מתחילות ממצע גבישי (של

מולקולות של החומר המבוקש ומאפשרים להם לנוע על המצע ולמצוא את מקומם בגביש 

האריזות  שלבהקשר  ,2.6 ובסעיף 2.2לתהליכים כאלה בסעיף  הזכרנו דוגמאותהמסודר. 

ברוב מעבדות המחקר בעולם קיימת קבוצה מיוחדת שעוסקת בגידול במרחב. הצפופות במישור ו

 מולקולריות גידול אפיטקסיאלי מאלומותהגבישים הדרושים למחקר. שיטה נפוצה ויעילה היא 

)MBE=molecular beam epitaxy.( ,ו"טקסיס" פירושו "באופן  "אפי" פירושו "מעל", ביוונית

 .ברית "טקס", שמתארת הליך עם כללים ברורים וסדורים)(זהו גם המקור למילה הע מסודר"

החדשות  השכבותבו ש ריות),(או מולקול בות אטומיותלכן, מדובר בגידול מסודר של שכ

אחרת, שנקראת  בשיטה מתבצע הגידול.ו של המצע שעלי מחזוריותל תאימות את עצמןמ

ידי  דים חומר מוצק עלמאיי, )PDE=Pulsed Laser Deposition( "השקעה עם לייזר פועם"

  חימומו בעזרת קרן לייזר בתוך תא ואקום, ואז משקעים את האטומים מהאדים.
  

מטריות , לחומרים שונים יש סיזהלהבין מפרק אפשר כפי ש גידול אפיטקסיאלי על מצע גבישי:

מתאים לגידול של כדי לבחור מצע  לבדוק הרבה אפשרויותיש  לכן, שונות וקבועי סריג שונים.

שונים יוצרים  כיווניםחיתוכים מישוריים של גבישים ב כפי שנראה בפרק הבא, חומר נתון.

החיתוך. למשל, חיתוכים  כיווןם בעלי סימטריה וקבועי סריג שנקבעים על ידי ימישוריסריגים 

שהאטומים עליהם  ים ליצור מישורים) יכול2.6.3או איור  2.5.3(איור  FCC-שונים של סריג ה

. לכן, (בדקו!) החיתוך כיווןשנגזרים גם הם מיג משולש או סריג ריבועי, עם קבועי סריג סריוצרים 

בוצע ימעל איזה מישור של המצע  תכנן מראש גםיש ל, ים גידול אפיטקסיאלי מעל מצעתכננכשמ

דת של , שמכילות שכבה בודשכבות דקותהגידול. הטכנולוגיות המודרניות מאפשרות היום לגדל 

טכנולוגיות אלה מאפשרות לחקור  שכבות כאלה.פר סופי קטן של מס פחים אוהאטומים הנס

שלא כמו  –(יש לזכור כי הן מונחות על מצע, ולכן  ממדיות-דושכבות  במעבדה את ההתנהגות של

- אפשר גם לגדל מערכות חד ממדית).-בדיוק דו המערכת הכוללת איננה – 2.3.4הגרפן באיור 

ממדיות, למשל, על ידי ספיחה על משטח עם שקע צר בתוכו, ואז סילוק של כל החומר הספוח 

   פרט לחומר שהצטבר בתוך השקע.
  

של  סימטריהל כשלגביש הגדל יש מישורים בעלי סימטריה זהה ממדי:-גידול אפיטקסיאלי חד

התאמה  עם זאת, לגדל את הגביש החדש. יקושאין  מישור המצע, וכשקבועי הסריג מתאימים,

אבל בגרסה הפשוטה  ,2.6לתהליך הגידול שתיארנו בסעיף  ,למשל ,נחזור ה.כזאת נדיר מושלמת

ממדי. מתחילים משורה ישרה של עיגולים, וסופחים עליהם מלמעלה עיגולים -יותר של מצע חד

רדיוס העיגולים החדשים  (ב)-ו א)( באיורים .2.9.1אחרים, בעלי רדיוס שונה, כפי שמודגם באיור 

מהרדיוס של העיגולים במצע. אם כוח המשיכה בינם לבין העיגולים של המצע חזק  2 גדול פי

יותר מכוח המשיכה שביניהם לבין עצמם, הם "יעדיפו" להימצא ב"עמקים" של המצע, כמו 

קבוע סריג כפול מקבוע הסריג של  בשכבה השנייה, עםבאיור (ב). התוצאה היא סריג מחזורי חדש 
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המשותף של שתי השכבות יחד (כל תא  המצע. קבוע הסריג החדש הזה מתאר גם את הסריג

יחידה מכיל שני עיגולים קטנים ועיגול גדול אחד). במקרה זה נאמר שהסידור החדש 

גם בכל פעם שיחס  " (תואם) עם הסידור הקודם. סריג מחזורי דומה יתקבלמנסורביליוק"

 לכן, .3/2 (ג) יחס הרדיוסים הוא בדיוק2.9.1הרדיוסים הוא מספר רציונלי. למשל, באיור 

העיגולים הנספחים יכולים להשיק זה לזה, ועדיין "לשקוע" לתוך אחד מכל שלושה "עמקים". 

  שוב מתקבל סריג מחזורי, הפעם עם קבוע סריג כפול פי שלושה מקבוע הסריג של המצע. 
  

אם כוח המשיכה בין העיגולים החדשים לבין עצמם חזק יותר מכוח המשיכה שבינם  ,זאת לעומת

 לבין עיגולי המצע, הם "יעדיפו" להשיק זה לזה, גם במחיר של התרחקות מחלק מעיגולי המצע.

(א). הדרישה שהכדורים הנספחים ישיקו זה לזה גורמת לכך שפרט 2.9.1התוצאה מוצגת באיור 

בתוך "עמק". במילים אחרות, אורכו  בדיוקאשון שום עיגול בשכבה השנייה לא יימצא לעיגול הר

אפשר להגיע מנקודה נתונה אל שום -של תא היחידה בסריג המשותף החדש הוא אינסופי: אי

נקודה אחרת על ידי כפולה שלמה של וקטור סריג בעל אורך סופי. למבנה המתקבל קוראים 

תואם). תוצאה דומה צפויה בכל מקרה שבו יחס הרדיוסים הוא -לתי" (באינקומנסורביליסידור "

- רציונלי, והעיגולים הנספחים נמשכים זה לזה בקשר חזק. שימו לב לכך שגם בקוואזי-מספר אי

רציונליים, וגם שם אין מחזוריות סריגית עם תאי יחידה סופיים, וכך - גבישים נתקלנו ביחסים אי

על ידי תא יחידה אינסופי. כפי שראינו, אפשר לתאר את התפלגות גביש ניתן לתיאור - גם הקוואזי

או יותר) של  2גבישים על ידי סכום של מספר סופי (-האטומים על כל ציר סימטריה של הקוואזי

רציונליים. תיאור דומה נכון גם לגבי -וקטורי סריג, עם קבועי סריג שהיחסים ביניהם הם אי

יל: כל שכבה מתוארת על ידי וקטור סריג משלה, ולכן הסידור האינקומנסורבילי שתואר לע

להגיע אל כל נקודה בסריג המשותף על ידי קומבינציה לינארית של שני וקטורי הסריג  אפשר

  כלשהם. שלמים מקדמים עם הללו,

  

      

  (ג)   (ב)  )א(

 קומנסורבילית, עם : ספיחה(ג)-(ב) ו ספיחה אינקומנסורבילית.(א)  ממדי.-ספיחה על מצע חד :2.9.1איור 
  של המצע.  צעד הסריגמ(בהתאמה)  ומשולש כפול סריג צעד

  

  2.9.1שאלה 

2אם היחס בין רדיוסי העיגולים בשכבה העליונה ובמצע הוא  1/ /r r p q, כאשר p ו-q  הם

 מהו שיתקבל? מהו אורך תא היחידה של הסריג המשותףללא גורם משותף,  מספרים שלמים

  שלו? הבסיס

  

ים בעלי עיגול(א) מתאר סידור אינקומנסורבילי של 2.9.2 איור נעילה של סידור קומנסורבילי:

תא  (א),2.9.1כמו באיור  .1ממדי של עיגולים בעלי רדיוס -על מצע חד 3-רדיוס ששווה ל
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שימו לב כי העיגול החמישי  עם זאת, המשותף לשתי השורות הוא אינסופי.היחידה של המבנה 

שבו יתקבל רווח  תכן מצביי י במצע. לכן,ד ל"עמק" השמינומשמאל בשכבה השנייה קרוב מא

ייווצר מרחק קטן בינו לבין גם אם , זהאם העיגול הזה יזוז קצת ימינה, לתוך העמק ה ,אנרגטי

החמישי בשורה  של העיגול הסביבה. (ב)2.9.2קודמו בשורה השנייה. מצב זה מתואר באיור 

סריג ברווה  ,כלומר קומנסורבילי, וקיבלנו מבנה הראשון שם,העיגול  עתה לסביבתהשנייה זהה 

במצע). מעבר כזה, מסידור  העיגולים (ביחידות של קוטר 7עם תא יחידה שאורכו 

כאשר  ,הוא יקרה בדרך כלל .)lock-in("נעילה" אינקומנסורבילי לסידור קומנסורבילי, נקרא 

שלנו, המרחק בין  בדוגמהבין רדיוסי העיגולים.  רציונלי-קיים קירוב רציונלי טוב ליחס האי

4- מ מוחלףיה חמישי בשורה השנימרכזי העיגול הראשון ל 3 6.9282 החלפה זאת . 7-ל

 כאשר, להתרחש יכולה נעילה דומה .1.75 = 7/4על ידי המספר הרציונלי  3שקולה לקירוב של 

   .173/100 ,למשל אחר, רציונלי מספר כל ידי על 3 את מקרבים

 

    

  (ב)  )א(

  (א) ספיחה אינקומנסורבילית; (ב) "נעילה" קומנסורבילית של הספיחה הקודמת. : 2.9.2איור 

  

כי יש הרבה יותר אפשרויות המצב בשני ממדים מורכב קצת יותר,  ממדי:-גידול אפיטקסיאלי דו

את המושגים  שממחישה הדוגמאינקומנסורביליים על פני המישור. לסידורים קומנסורביליים ו

 . כזכור,של גרפיט על מצע למשל קריפטון, ,גז אציל עוסקת בגידול של אטומי שהוגדרו לעיל

, 2.3.2(איורים  הגרפן כמו סריג שוריים משושים,מיהם סריגים בנוי פיט המישורים שמהם הגר

כל אטום קריפטון  תנה בתחרות בין שתי אינטראקציות.של אטומי הקריפטון מו ). הסידור2.3.3

 גם אם במרכז של כל משושה על המצע. קייםש נמשך אל המינימום של האנרגיה הפוטנציאלית

קוטר אטומי הקריפטון גדול יותר  בעיה: יש עדיין קיימת,ש נניח כי זאת האינטראקציה היחידה

 המשושים. כל את למלאאלה אינם יכולים האטומים ה ולכן משושים שכנים,מרכזי  מהמרחק בין

 שליש מכל המשושים שמכסה רק חדש, יוצרים סריג משולש הנספחים מיםהאטו הזה בתסריט

יש שלוש  ,2.9.3איור  חלק העליון שלכפי שנראה ב. )2.9.3באיור  α המסומנים באדום ובאות(

של השכבה הקריפטונית (על  עם סידורים שונים וייתכנו אזורים דרכים שונות לכסות את המצע,

 השנייה באריזה לסידור השכבה, בדומה לשתי האפשרויות שונים במצע) צבעים בעלי משושים

   .2.6.2 באיור שתוארו הצפופה של כדורים
  



 85   : המבנה הגבישי של מוצקימ2פרק   

  

שלושת הצבעים מייצגים שלושה מיקומים  ;קריפטון על מצע של גרפיטספיחה של אטומי  :2.9.3איור 
ספיחה  למטה: ספיחה קומנסורבילית. למעלה: אפשריים של האטומים הספוחים על המצע.

  אינקומנסורבילית. מבוסס על המאמר
(1986)., 329 232 Science ,"Dimensional Rare Gas Solids-Two" au and P. M. Horn,R. J. Birgene 

  

היו כשלעצמם  שבגללה הם עד כאן התעלמנו מהאינטראקציה בין זוגות של אטומי הקריפטון,

המינימום של האנרגיה מרחק סריג שנקבע על ידי  םמעדיפים להסתדר באריזה צפופה ע

אם האינטראקציה הזאת חזקה בהרבה הפוטנציאלית של האינטראקציה הזאת. 

נקבל את הסידור המופיע בחלק  המצע,אטומי  לבין ןהקריפטו אטומי האינטראקציה ביןמ

לכל אכן אינקומנסורבילי עם המצע:  התחתון המבנה המצוירת, הבדוגמ .2.9.3התחתון של איור 

אינם בדיוק  (אטומי הקריפטון לירציונ-והיחס ביניהם הוא אי שכבה יש קבוע סריג משלה,

גם מצבי ביניים:  ייתכנו. כדורים, והרדיוסים שלהם באיור הותאמו למבנים השונים האפשריים)

תכן שאחרי כמה מחזורים של יי גודל, סדר מאותו הן זכרות לעילהנ ינטראקציותהא אם שתי

יותר  "להרוויח" ויוכל משושה, ד למרכז שלוהשכבה העליונה יגיע אטום קריפטון קרוב מא

כל המרחקים עם  קטנה של הגדלהתוך  ,(ב)]2.9.2[כמו באיור  אם יתמקם בדיוק שם ,רגיהאנ

 ).domain wall ,זוריםקיר בין א( או תוך יצירה של מרווח קטן בין שני אזורים צפופים עמיתיו,

עם תא יחידה  חדש לשתי השכבות, משותףג תייצר סריה כזאת של השכבה החדש )lock-in( נעילה

  הללו.  בין המרווחיםא המרחק סריג החדש הוהקבוע  יותר.גדול 

  2.9.2שאלה 

 ?2.9.3 איור של שבחלק העליון הקומנסורבילי בסריג השכבות לשתי המשותף היחידה תא מהו

  הבסיס? מהו
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שמכיל כמה  "כריך" גם לגדל . אפשרשכבה דקה בודדת עד כאן דיברנו על גידול של סריג:- על

 בסידורלנתנום מנגנאט ושל סטרונציום מנגנאט, מציג שכבות אחדות של  2.9.4איור  שכבות.

האנכי החומר  כיווןב ;הללופרובסקיטים כל אחד מה שלשכבה אחת כולל  מחזור כלשבו  מחזורי

 קל ולכן ד,וקרובים מא כי קבועי הסריג שלהם מתבררבנוי לסירוגין משכבות של שני החומרים. 

, עם מספרים רצויים של )super-lattice( "סריג- על"הווה דוגמה למש את החומר החדש הזה, לגדל

שכבות גבישיות שונות בעלות עובי סופי חוזרות  סריג הוא מבנה שבו-על .מישורים בכל שכבה

 , עםLa1–xSrxMnO3 לחומר המתואר באיור משויכת הנוסחה הכימית על עצמן באופן מחזורי.

x = 1/2(ראו בסעיף הבא) ומבודד. בריכוזים נמוכים יותר של  פרומגנטי-זה הוא אנטי . חומר

- בגלל התכונות השונות של מרכיבי העל, החומר הוא פרומגנטי ומתכתי. x < 1/2הסטרונציום, 

ומרים חדשים ח "להנדס" אפשר או מגנטיות שונות), תכונות אלסטיות, חשמליות, (למשל סריג

  ועוד. מגנטי מידע לאכסן גבוה, יכולת חוזק למשל בעלי תכונות רצויות,

  

  

שכבות של לנתנום מנגנאט ושל סטרונציום מנגנאט; החמצנים נמצאים על  –סריג -לעל הדוגמ :2.9.4איור 
 הסגולים (א)]. הכדורים2.5.7קודקודי האוקטהדרונים, שכל אחד מהם מקיף יון של מנגן [כמו באיור 

  בהתאמה. נלקח מהמאמר  סטרונציום ושל לנתנום של יונים מציינים והירוקים
T. S. Santos, S. J. May, J. L. Robertson, and A. Bhattacharya, "Tuning between the metallic antiferromagnetic and 

ferromagnetic phases of La1−xSrxMnO3 near x = 0.5 by digital synthesis", Phys. Rev. B 80, 155114 (2009). 

 

  2.9.3 שאלה

 החומר המחזורי לגבי כםאיך משתנה תשובת ?2.9.4תא היחידה של המבנה באיור מהו 

  ?x = 1/3-ל המתאים

  

לפעמים, לשכבת המגע בין המצע לבין הגביש  ממדיים:-משטח מישורי בין שני סריגים תלת

עוסקת במשטח המגע  מהשנים האחרונות הד. דוגמושגדל מעליה יש תכונות חדשות ומעניינות מא

 ),LaAlO3) ולנתלום אלומינאט (SrTiO3נאט (סטרונציום טיט ])(א2.5.7איור [סקיטים בין הפרוב
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מאוד זה לזה, ולכן קל  קבועי הסריג של שני החומרים הללו קרובים .2.9.5איור כפי שנראה ב

יחסית לחבר ביניהם. מאחר שכל שכבה של אלומיניום וחמצן טעונה שלילית (בגלל סכום 

ולכן היא  צוברת עודף של אלקטרונים,במבנה המאויר  המגע שכבתהמטענים על היונים השונים), 

נות אלה תכו .על!)-מוליכות (לרבות אפילו יכולה להציג תכונות חשמליות ומגנטיות ייחודיות

 ייםונושא למחקרים עכשוהזה הוא  משטחמשתנות עם מספר השכבות של הלנתנום אלומינאט. ה

  ובעולם. בישראל רבות במעבדות

  

  

  נלקח מהמאמר .SrTiO3 על מצע של LaAlO3 גידול של :2.9.5איור 
M. Huijben, A. Brinkman, G. Koster, G. Rijnders, H. Hilgenkamp, and D. H. A. Blank, "Structure–Property 

Relation of SrTiO3/LaAlO3 Interfaces", Advanced Materials 21,1665 (2009). 

  

שמתפתח בימים  לפני סיום, כמה מילים על תחום ):heterostructuresשכבתיים (- מבנים רב

בות אלה, עם פוטנציאל אדיר לשימושים טכנולוגיים בעתיד. הזכרנו כבר שגרפיט בנוי משכ

אותו סריג  עוקבות של גרפן. הזכרנו גם שיש חומרים מישוריים רבים אחרים שמבוססים על

משושה כמו הגרפן, למשל, הסיליצן או הבורון החנקני. דוגמאות אחרות כוללות מישורים של 

סריגים -פרית נמצאים מעל ומתחת לנקודות של אחד התתו, שבו יוני הגMoS2פרתי (וג-מוליבדן דו

) ועוד. מה שמאפיין את כל החומרים WSe2סלנייד (- המשושה), טונגסטן (וולפרם) דובסריג 

המישוריים הללו הוא הקשר החזק שקיים בתוך המישור. מהניסיון של גרפיט למדנו שהקשר בין 

לקוח ממאמר של גיים (שהתחיל את הפעילות  2.9.6). איור 4מישורים חלש יותר (ונדון בכך בפרק 

סוקרים את האפשרויות  . במאמר הזה הם2013-) ושל גריגוריבה, שהופיע בהגדולה על גרפן

), שמורכב משכבות מישוריות עוקבות heterostructure(שנקרא באנגלית  שכבתי-חומר רבלגידול 

ממדיים שונים. הם מדמים את תהליך הגידול של החומרים אלה למשחק בלגו, -של חומרים דו

שכבתיים -קי לגו בצבעים שונים. כבר כיום קיימים חומרים רבשבו כל שכבה מיוצגת על ידי חל

רבים שמציגים תכונות פיסיקליות מרתקות. גיים וגריגוריבה מנבאים עתיד גדול במיוחד 

  לחומרים כאלה, שיורכבו משכבות של סריגים משושים דמויי גרפן.
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   מהמאמר חומרים שונים. נלקחשכבתי שבנוי מסריגים משושים מישוריים של -מבנה רב :2.9.6 איור
A. K. Geim and I. V. Griegorieva, "Van der Waals heterostructures", Nature 499, 419 (2013). 

  

  

  מגנטיות  :2.10
  

היונים בגביש.  או האטומים של סידור הגיאומטריברק  עסקנועד כאן  מעברי פאזה מגנטיים:

שמתחת כך  ,מעברי פאזהחומרים גבישיים עוברים לעתים קרובות  כפי שכבר הזכרנו,

קשורות  אלהת התכונוהבהרבה מקרים  מופיעות תכונות פיסיקליות חדשות.טמפרטורת המעבר ל

 ).2.7בסוף סעיף  שהוזכרה של פרואלקטריות הבדוגמ ,(למשל שינוי הסימטריה של הגבישגם ל

שמופיעות,  המגנטיות של חומרים ונותהתכ .יותמגנטנדגים את התופעה בהקשר של  זהבסעיף ה

מתאים להיקף  שאיננו דיון ארוך, דורשותכשמקררים חומרים אלה לטמפרטורות נמוכות, 

כל קורא יוכל ו ,נוגעים לנושאה המושגים להכיר את חשוב זאת, . עםזההמצומצם של הקורס ה

  .תחוםב הרחבה שקיימת ולעיין בספרות להמשיך
  

 יתיוהזו התנעמשנובע  ,מומנט מגנטילאטומים וליונים רבים יש  טומית,מפיסיקה אכפי שידוע 

 כל של הספיןמ וכן הגרעין),את  החלקיקים המרכיבים (ו/אושל תנועת האלקטרונים  המסלולי

, רהשל בוהמגנטון המומנט המגנטי האלקטרוני נמדד בדרך כלל ביחידות של  ללו.ה החלקיקים

21 1
0/(2 ) 9.274 10B e m c ergGauss     כאשר ,e  ,0הוא מטען האלקטרוןm  היא מסת

לייחס לכל נקודת  אפשר פשטני תיאורבהיא מהירות האור.  c-הוא קבוע פלנק ו האלקטרון, 

(תיאור זה איננו מתאים למתכות, שבהן המומנטים  iμ שמיוצג על ידי וקטור מגנטי מומנט i סריג

המגנטיים שייכים לאלקטרונים שנעים על כל הגביש). בטמפרטורות נמוכות (לעומת טמפרטורת 

המעבר לפאזה המגנטית), גודל המומנטים הללו הוא בדרך כלל מסדר גודל של המגנטון של בור 

שכבר מוכר  הכוח כוחות: כמה פועלים יםבין המומנטים השונלכל אטום (או יון) מגנטי בגביש. 

 המרחק עם לאט שדועך מומנטי דיפול מגנטיים,כל שני  ביןהאלקטרומגנטי  הכוח לכולנו הוא

שנובעים ישירות  ),exchange" (כוחות חילוףשנקראים " כוחות גם פועליםאליו  נוסףב .ביניהם
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ו גורם לפעמים בטמפרטורות ). שילוב כל הכוחות הלל4(ויוסברו בפרק  מהמכניקה הקוונטית

  נמוכות לסידור מחזורי של המומנטים הללו במרחב.
  

ורמות ג האינטראקציות בין המומנטים המגנטייםבמקרה הפשוט ביותר,  סידורים מגנטיים:

 מודגם זהכ סידור). ferromagnetic( פרומגנטיבסידור שנקרא  להם להסתדר במקביל זה לזה,

 לעומת זאת, .מגנטי מקרוסקופי דיפולמומנט לחומר יש  ,עקב כך .2.10.1 איור של B בשורה

זה  מקבילים-אנטי מומנטים שכנים מעדיפות שהם יהיובמקרים מסוימים האינטראקציות בין 

. 2.10.1איור  של Cה בשור ,למשל ,המוצג פרומגנטי-האנטיהתוצאה היא הסידור  .לזה

כמו אלה יותר,  סידורים מסובכים לגרוראינטראקציות בין שכנים רחוקים יותר עשויות 

 סידוריםכאלה עשויות גם לגרום ל אינטראקציות .2.10.1ות של איור חרבשורות הא שמוצגים

למשל, המומנטים  של המומנטים המגנטיים ביחס לסריג המבני שלהם. אינקומנסורביליים

 שאיננו מחזור עם יג,בסר אופן מחזורי, כשמתקדמים בכיוון כלשהוב להסתובב המגנטיים יכולים

  הסריג. קבועי עם קומנסורבילי
  

יכולים  2.10.1של איור  Aהכיוונים האקראיים של המומנטים המגנטיים בשורה  זכוכית ספין:

לייצג שני מצבים אפשריים. בטמפרטורות גבוהות, המערכת עוברת בין כל הכיוונים האפשריים 

של כל המומנטים המגנטיים בתוכה, בדומה לאטומים בגז שמתנועעים דרך כל נקודות המרחב, 

והשורה הזאת מתארת תמונה רגעית של המומנטים הללו. הממוצע הזמני של כל מומנט מגנטי 

ואין סדר מגנטי. הסדר היחיד שנותר במערכת הוא הסדר הסריגי של האטומים או  הוא אפס,

היונים המרכיבים את החומר, עם תא יחידה שמכיל אטום (או יון) בודד. אם מורידים את 

הטמפרטורה של החומר בבת אחת לטמפרטורות נמוכות מאוד, ייתכן מצב שבו המומנטים 

 Aקראיים שהיו בו בטמפרטורה הגבוהה, ואז שורה המגנטיים "יקפאו" באחד הסידורים הא

של האנרגיה  באיור תתאר מצב קבוע בזמן של המערכת, שבו המערכת איננה נמצאת במינימום

דומה לזכוכיות  ", והואזכוכית ספיןנקרא ". מצב זה סטבילימט מצבבהחופשית שלה, אלא 

). זכוכית ספין 1ראו פרק ( ה"רגילות", שגם בהן האטומים קופאים במצבים שאינם מחזוריים

נוצרת לפעמים גם כאשר יש תחרות בין האינטראקציות המגנטיות: חלקן מעדיפות סידורים 

 מקבילים של זוגות מומנטים, וכך נוצר-אנטי סידורים מעדיפות מקבילים של המומנטים, וחלקן

. אקראיים (ראו להלן) כיווניםשל המומנטים, שגורר סידור שלהם ב )frustration( "תסכול"

מציבות עדיין  ראקציות אקראיות בין המומנטים,מערכות אחרות עם אינט וכןזכוכיות ספין, 

 אקראיותמערכות רבות שמהוות נושאים למחקר עכשווי. זהו המחקר על  פתוחותשאלות 

)random systems.( מחזוריים. במבנים בעיקר נתרכז זהה בקורס  
  

המקורי,  יש אותה מחזוריות כמו לסריג 2.10.1באיור  Bה הפרומגנטי למבנ תא היחידה המגנטי:

כי כל המומנטים זהים. לכן תא היחידה שלו מכיל אטום בודד, בדומה לסריג המקורי. אף על פי 

שתא היחידה איננו משתנה, ראוי לציין כי חבורת הסימטריה כן משתנה, מאחר שיש להביא 

, ואילו 2הסריג המקורי לא השתנה תחת סיבובים מסדר בחשבון גם את המומנטים המגנטיים: 

לסריג הפרומגנטי אין שום סימטריה תחת סיבובים. עם זאת, הסימטריה תחת שיקופים דרך 
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מראות שניצבות לסריג עדיין נשמרת. לעומת זאת, הן המחזוריות והן חבורת הסימטריה של 

אטומים או  יותרתא היחידה כולל ובאיור שונות מאלה של הסריג המקורי,  E-ו D ,Cהמבנים 

 ,פרימגנטי (שהסידור בה נקרא D, כמו גם בשורה C)פרומגנט הפשוט (שורה - מבנה באנטיה יונים.

ferrimagnetic,  וגם מרכיב  –מומנט מגנטי שקול שאיננו מתאפס  –כי יש בו גם אלמנט פרומגנטי

 2.3.1 יםמלח בישול, איור(ב), או למבנה של 2.1.1מבנה המתואר באיור דומה לפרומגנטי), -אנטי

הסימטריה  .מקוריהיחידה מוכפל פי שניים יחסית לתא של הסריג ה תא ם, שגם בה(א)2.5.3או 

  .D גבוהה יותר מהסימטריה של המבנה הפרימגנטי Cפרומגנט הפשוט - של האנטי

  

  

 ; מלמעלה: זכוכית ספין, פרומגנט, אנטיפרומגנט פשוט, פרימגנטסידורים מגנטיים שונים :2.10.1איור 
  פרומגנט. עם מורכב פרומגנטי- אנטי סידור שמשלב ומבנה

  

  2.10.1שאלה 

 פעולות מהן ?2.10.1 באיור E-ו D, C מהם תאי היחידה המגנטיים של כל אחד מהמבנים

  ?הכז מבנה לכל שמתאימות הסימטריה

  

  2.10.2 שאלה

, aהמומנטים המגנטיים של האטומים בחומר מסוים בעל סריג קובי פשוט, עם קבוע סריג 

)0מכוונים כולם על אותו ציר, וניתנים על ידי הנוסחה  ) cos( )  R Q R כאשר הוֶקטור ,Q 

)(1,1,1)נתון על ידי  / )aQ ו-R  ?מתאר נקודה כלשהי בסריג. מהו המבנה הסריגי המגנטי

)(1,1,1)מהו תא היחידה הפרימיטיבי? מה יהיה תא היחידה, אם  / )aQ כאשר ,  הוא יחס

  הזהב?

 פרומגנטית-האנטי הבדוגמלפני סיום נוסיף הערה חשובה.  פרטיטים:-תסכול וסידורים תלת

להסתכל על  אפשרו תא היחידה מכיל שני מומנטים מגנטיים,, 2.10.1של איור  Cשנראית בשורה 

אותה תוצאה  פשוטים שמשולבים זה בזה. ממדיים-סריגים חד- תתהסריג כצירוף של שני 
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: הסריג הנדון שם דומה לסריג של 2.10.2 שאלהחלק הראשון של שמופיעה ב המתקבלת גם בדוגמ

כל חליפים במ אםסוגי היונים מתאימים לשני כיווני המומנטים המגנטיים.  מלח בישול, ושני

באותו ה"כלור"  ואת כל אחד מיוניחיובי,  מגנטי מומנטבבישול  מלח "נתרן" בגבישאת ה אתר

שני מוהגביש כולו מורכב  מומנט מגנטי שלילי, מקבלים תא יחידה שמכיל שני אתרים,בגביש 

סריג שמקיים את התכונה הזאת  שבכל אחד מהם יש לאתרים מומנט מגנטי זהה. סריגים-תת

. אף כי מצב דומה קיים בסריגים אחרים רבים, )בעל שני חלקים, bi-partite(פרטיטי - דונקרא 

), 2.3.6(וכפי שראינו באיור  2.10.2 לראות מאיור אפשרכפי ש :אפשרי בסריג המשולשהוא איננו 

יג נתון מוקף על ידי שלושה שכנים אתר בסר; כל סריגים זהים-תת שלושהמהמשולש בנוי  הסריג

סריגים בסיסיים, -(ולכן יש כאן שלושה תת הסריגים האחרים- ששייכים לכל אחד משני תת

אם משייכים לכל אתר מומנט מגנטי שיכול להצביע רק באחד משני  ).פרטיטי- תלתוהסריג הוא 

), ואם האינטראקציה המגנטית בין שכנים 2.10.1באיור  כיוונים (למשל, למעלה או למטה, כמו

מקבילים זה -פרומגנטית (כלומר, "מעדיפה" ששני מומנטים שכנים יהיו אנטי-קרובים היא אנטי

אפשר לסדר את המומנטים הללו באופן שכל הקשרים המגנטיים יהיו "מרוצים". - לזה), אזי אי

רבים עם סימטריה משולשת או משושה, הגענו למצב של "תסכול". קיימים בטבע חומרים 

ובכולם קיימת התופעה הזאת. עם זאת, אילו הרשינו למומנטים המגנטיים להצביע בכיוון כללי 

במישור, אזי אפשר למצוא עבורם סידור אופטימלי, שבו המומנטים המגנטיים בכל אחד 

(ראו את החִצים  זה עם זה 120°הסריגים יצביעו בכיוונים שיוצרים זוויות של -משלושת תת

.) הסידור הזה עדיין כולל "תסכול" מסוים, כי המומנטים השכנים אינם בדיוק 2.10.2באיור 

  .4מקבילים זה לזה. נחזור אל התוצאה הזאת בפרק -אנטי
  

  

סריגים; החִצים מתארים את כיווני המומנטים -חלוקת הסריג המשולש לשלושה תת :2.10.2איור 
מצב האנרגטי האופטימלי, כשהאינטראקציות מעדיפות שכל זוג שכנים יצביעו סריג ב-המגנטיים בכל תת
  בכיוונים הפוכים.

  

  2.10.3 שאלה

  ? מהו הבסיס?2.10.2מהו תא היחידה הפרימיטיבי של הסריג באיור 
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  האפלטוניימ גופימה  :נ�פח

סימטריים סימטריות היו נושא להתעניינות מאז ימי קדם, וגופים  הפוליהדרונים של אפלטון:

במיון של  לפני הספירה) עסק 400(בערך בשנת מופיעים ביצירות אמנות קדומות. כבר אפלטון 

ממדיות ופינות - ממדיות, צלעות חד- ממדיים בעלי פאות דו-, שהם גופים תלתפוליהדרונים

וכל הפינות  שבו כל הפאות, כל הצלעותהוא פוליהדרון קמור  אפלטוני מושלם גוףנקודתיות. 

צלעות - הדרון מושלם בנוי ממצולעים שווי. פוליסימטריות מושלמותלו  , ולכן ישזו לזוות זה

זהים, כך שמצולעים שכנים נפגשים רק על אחת הצלעות שלהם, וכל הפינות זהות (עם אותו 

גופים חמישה רק קיימים , נ2.1מספר של מצולעים שנפגשים בכל פינה). כפי שתראו בשאלה 

, ואפשר לבדוק כי כולם נ2.1שמקיימים את הדרישות הללו. הם מוצגים באיור  נייםאפלטו

2V: משפט אוילרמקיימים את  E F   כאשר ,V ,E ו-F  הם מספרי הפינות, הצלעות

 20אפשר למצוא  /http://www.ics.uci.edu/~eppstein/junkyard/euler(באתר  והפאות, בהתאמה

 קובייההוכחות של המשפט החשוב הזה, שנכון לכל פוליהדרון). בסעיפים קודמים נתקלנו כבר ב

מוקף על ידי שישה יוני  2.5.7שבאיור  במבנה הפרובסקיטי B. ציינו גם כי כל יון טטרהדרוןוב

), שחיבור ביניהם יוצר קובייהחמצן (בכיוונים החיוביים והשליליים של הצירים הקרטזיים של ה

  . אוקטהדרון

  

  נ2.1שאלה 

הסבירו מדוע ליד  פאות. P נפגשות שלו צלעות, ובכל פינה S לכל פאה של פוליהדרון מושלם יש

חייב  ולכן, 360°-מ ויות על הפאות שנפגשות בה חייב להיות קטןוהז Pפינה אחת, סכום 

1) להתקיים 2/ ) 2P S . יםגופ חמישה רק שקיימים השתמשו בתוצאה כדי להוכיח 

  אפלטוניים.

  

ברור מהאיור שכל גוף אפלטוני איננו משתנה אחרי פעולות סימטריה רבות,  סימטריות:

זהה לזו של הסריג  קובייהשמרכיבות את חבורת הסימטריה שלו. למשל, חבורת הסימטריה של ה

: קובייההקובי הפשוט. אפשר גם לראות כי חבורת הסימטריה של האוקטהדרון זהה לזו של ה

. בפרט, קובייהנו משתנה תחת כל פעולות הסימטריה של ה(א) אינ2.5.7האוקטהדרון באיור 

  או  90°-האוקטהדרון כולל שלושה ריבועים ושמונה משולשים שאינם משתנים תחת סיבובים ב

, בהתאמה. לכל פוליהדרון אפלטוני יש פוליהדרון דואלי, שמתקבל מחיבור בין הנקודות 120°-ב

אליים יש סימטריות זהות. האוקטהדרון הוא שנמצאות במרכזי פאות שכנות. לשני הגופים הדו

, הדודקהדרון הוא הגוף הדואלי של האיקוזהדרון, והטטרהדרון דואלי קובייההגוף הדואלי של ה

  לעצמו. 
  

דרך אחת לקבל את חבורות הסימטריה של הגופים האפלטוניים מבוססת על העובדה שכל פעולת 

עצמן. למשל, לטטרהדרון יש ארבע פינות,  סימטריה מעבירה את כל הפינות של הפוליהדרון אל

איברים בחבורת הסימטריה שלו. השיקול  24תמורות של הפינות, שנותנות  24 = !4ולכן קיימות 

הזה פועל רק עבור הטטרהדרון, שבו כל פינה היא שכנה של כל הפינות האחרות. במוצקים 
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חלק מהתמורות אינן שומרות  הגדולים יותר, שאינם דואליים לעצמם, לא כל התמורות מותרות:

על הדרישה שפינות שכנות תשארנה שכנות זו לזו גם אחרי פעולת הסימטריה. במקרה הכללי 

 מתארים כל פעולת סימטריה על ידי שילוב של סיבובים ושיקופים של הפוליהדרון. למשל, אם

הקו שמחבר את  יאז פאות, Pובכל פינה שלו נפגשות  צלעות, Sלכל פאה של פוליהדרון מושלם יש 

והקו שמחבר את אותו מרכז  ,Sמסדר ציר סיבוב מרכז הפוליהדרון עם המרכז של כל פאה הוא 

  . Pעם כל פינה הוא ציר סיבוב מסדר 

  

  נ2.2שאלה 

  ושיקופים. כסיבובים הטטרהדרון של הסימטריה פעולות את זהו

  

מראה כי מול כל פאה של נ 2.1התבוננות באיור  חבורת הסימטריה של האיקוזהדרון:

זה לעומת  180°-האיקוזהדרון נמצאת פאה מקבילה, כך שהמשולשים על שתי הפאות מסובבים ב

זה. באופן דומה, מול כל פאה של הדודקהדרון נמצאת פאה מקבילה, כך שהמחומשים עליהן 

ע זה לעומת זה. כמו כן, מול כל צלע של הפוליהדרונים הללו נמצאת צל 180°-מסובבים ב

שמקבילה לה. מהשיקול הכללי שהוזכר לעיל, חבורת הסימטריה של האיקוזהדרון מכילה ארבעה 

2(בזוויות  5סיבובים מסדר  /5, 1,2,3,4   סביב כל אחד מהצירים שמחברים מרכזים של (

סביב כל אחד מהצירים שמחברים עשרה  3שישה זוגות של פינות נגדיות, ושני סיבובים מסדר 

 15סביב כל אחד מהצירים שמחברים  2זוגות של פאות נגדיות. כמו כן, קיים סיבוב מסדר 

 איברים. 60אלה נותנים חבורת סימטריה עם אמצעים של צלעות נגדיות. יחד עם היחידה, כל 

גבישים -מופיעים בקוואזיאינם מופיעים בסריגים מחזוריים, אבל כן  דודקהדרוןוהאיקוזהדרון ה

). כפי שראינו לעיל, חבורת הסימטריה הנקודתית של האיקוזהדרון כוללת סיבובים 2.8(ראו סעיף 

  גבישים. - , כפי שנצפו ניסיונית בקוואזי5מסדר 
  

. בגוף הזה אמנם כל הפאות הן דודקהדרון הרומביהמוזכר גם  3.6.2ובשאלה  2.5.5באיור 

בבירור שלא כל הפינות זהות: יש פינות עם שלוש פאות ויש פינות עם  ריבועים זהים, אבל רואים

ארבע פאות. לכן הגוף הזה איננו גוף אפלטוני מושלם. עם זאת, אפשר להשתכנע כי גם חבורת 

  .קובייההסימטריה של הגוף הזה זהה לזו של ה

  

       

, שש צלעות צלעות-משולשים שווי ארבעה: הטטרהדרון (לימין פלטוניים. משמאלאים הגופה :נ2.1איור 
שישה ( קובייההצלעות ושש פינות),  12, צלעות-משולשים שווישמונה ), האוקטהדרון (וארבע פינות

 )פינות 12-צלעות ו 30, צלעות-משולשים שווי 20(צלעות ושמונה פינות), האיקוזהדרון  12, ריבועים
  ). פינות 20-ו צלעות 30, צלעות-שווי מחומשים 12והדודקהדרון (
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   בגופ הפרקשאלות תשובות ל
  

  2.2.1 תשובה

 מאחריחס האריזה מוגדר כיחס בין השטח הכולל של העיגולים לשטח הכולל של המישור.   .א

תא  ,למשל יחס זה שווה ליחס בין השטח של עיגול בודד לשטח תא היחידה, ג מחזורי,שהסרי

-מורכב משישה משולשים שווי 2.2.3. כל משושה באיור 2.2.3זייץ המשושה באיור -ויגנר

2-, ולכן שטח ששווה לrלרדיוס העיגול שבתוכו, צלעות, בעלי גובה ששווה  / 3r.  המשושה

2 עיגול אחד. לכן, יחס האריזה הוא מקיף 2/[6 / 3] /(2 3) 0.9069r r   דרך אחרת .

הסריג שמופיעים  לקבל אותה תשובה: נסתכל על המשולש שווה הצלעות שנוצר משני וקטורי

2aומהקו שמחבר את קצותיהם. צלע המשולש היא  2.2.3באיור  rולכן שטחו הוא , 

2 23/4 3a r. כולאת זווית של  מהן אחת שכל עיגולים, של גזרות שלוש כולל המשולש

2 , ולכן שטחה הוא60° /6r,2 האריזה הואיחס  . מכאן 23( /6)/( 3) /(2 3)r r   .   

  וגובהה שווה  שבסיסה המשושה הנזכר לעיל מנסרה עכשיו הוא זייץ-ויגנר של תא היחידה  .ב

2 הוא מכאן שנפח המנסרה המקיפה כדור בודד. 2r-ל 3(2 )(6 / 3) 12 / 3r r r לכן, יחס .

3 האריזה הנפחי הוא 3[4 /3]/[12 / 3] /(3 3) 0.6046r r   .  

  

  2.2.2 תשובה

זייץ, נחבר נקודת סריג כלשהי אל נקודות הסריג השכנות ונחצה את -כדי למצוא את תא ויגנר  .א

זייץ שמתקבל על ידי אוסף האנכים הללו הוא - הקווים הללו על ידי אנכים אמצעיים. תא ויגנר

האיור ראו . r-רדיוס כל עיגול מסומן ב , כאשרa = 2rריבוע, בעל צלע ששווה לקוטר כל עיגול, 

  הימני להלן.

2 כל ריבוע כזה מכיל עיגול בודד, ולכן יחס האריזה הוא  .ב 2/(2 ) /4 0.7854r r  .   

 הוא האריזה יחס ולכן ,(האיור השמאלי להלן) 2rבעלת צלע  קובייהזייץ הוא -עכשיו תא ויגנר  .ג
3 3(4 /3)/(2 ) /6 0.5236r r  .  

  

     

  

  2.3.1 תשובה

)2אורך האלכסון של תא היחידה המקווקו הוא   .א )r r . ,אורך הצלע של התא הזה  לכן

)2(ששווה לקבוע הסריג) הוא  )/ 2 2( )a r r r r       (א)2.3.1. המבנה שבאיור 
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 רק כל עוד הצלע הזאת ארוכה יותר ,מתקיים (בלי שהעיגולים הגדולים משיקים זה לזה)

)2 ול גדול,מהקוטר של עיג ) 2a r r r    , כל עוד ,כלומר / 2 1x r r   .  בתחום

2הזה, יחס האריזה הוא  2 2 2 2( )/[ 2( )] ( 1)/[2( 1) ]r r r r x x          .   

)2העיגולים הגדולים משיקים, כאשר מתקיים השוויון   ב. ) 2a r r r    ,כלומר , 

2 1x  .   

2 עבור  ג. 1x  , ואינם  גולים הגדולים,העיגולים הקטנים נמצאים ברווחים שבין העי

2a- קבוע הסריג ממשיך להיות שווה ל לכן, משיקים להם. r, ויחס האריזה הוא 

2 2 2 2( )/[2 ] ( 1)/4r r r x        מתאר את התלות של יחס האריזה ב להלן. האיור-x .

) המערכת חוזרת להיות סריג ריבועי פשוט, ולכן מתקבלת x = 1(וגם בגבול  x = 0בגבול 

4/התוצאה  0.7854    0.92. המקסימום, 2.2.2שהתקבלה בשאלה ,  מתקבל

2בנקודת הביניים  1x   .  

   לעיל. כפי שחושב בכל חלק ,a קבוע הסריג הוא  ד.

  

  

  

  2.3.2 תשובה

ם של שני מרכזיההמרחק בין  .a-ב קבוע הסריג (המרחק בין מרכזי שני עיגולים גדולים) את נסמן

(שבנוי  של גובה המשולש הבסיסי שכנים קרובים, עיגול גדול ועיגול קטן, שווה לשני שלישים

/-ולכן המרחק הזה שווה ל משלוש נקודות "גדולות" שכנות), 3a. תא היחידה המעוין  שטח

2הוא  3 /2a,  היחס בין סכום  יחס האריזה הוא לכן, .קטן ועיגול גדולוהוא מכיל עיגול

2 השטחים של שני העיגולים לשטח המעוין, 2 2( )/[ 3/2]r r a    .  כאשר העיגולים הגדולים

2rאינם משיקים זה לזה, קיים  a ל הקטן, ולכן משיק לעיגו העיגול הגדול נניח כי , ובמקרה זה

/ המרחק ביניהם מקיים 3r r a   2, ואז 22 ( 1)/[3 3( 1) ]x x   .  2התנאיr a  

2 מתקיים, כאשר 3 /3 1 0.1547x    . ,2כאשר לעומת זאת 3/3 1x  העיגולים , 

2a הגדולים משיקים זה לזה, ומתקיים r,2 . במקרה זה( 1)/[2 3]x   לכן, התוצאה .

 ,0.9286, עם הערך ירב: יחס האריזה הוא מ2.3.1שהתקבלה בשאלה  תוצאהדומה איכותית ל

2עבור  3 /3 1x  סריג המשולש הרגילל הערך שמתאיםאת  , והוא מקבל ,

/[2 3] 0.9069  כאשר , x = 0עבור גרפן מתקיים . x = 1 ,מתקבל ולכן 

/[3 3] 0.6046  .  כפי  ,היחס עבור סריג משולש מלאשל יחס זה הוא בדיוק שני שלישים
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 שליש מוציאים ממנוהמשושה מתקבל מהסריג המשולש, כאשר  לצפות: הסריג אפשרש

  :באיור מוצגת התוצאה מהאתרים.

  

  

  2.4.1 תשובה

3-וגובהו שווה ל ,a שווה לקבוע הסריג, 2.2.2 באיור המעוין צלע  .א /2a,שטח תא היחידה  . לכן

2המעוין הוא  3 /2a מורכב משישה משולשים שווי  2.2.3. תא היחידה המשושה באיור

/- ל , ולכן צלע כל אחד מהם שווהa/2צלעות, שגובה כל אחד מהם הוא  3x a מכאן ששטח .

26המשושה הוא  /4 3 /2ax a.אכן, שתי התשובות זהות .   

   ולכן שטחי שניהם שווים ,aעבור הסריג הריבועי, שני תאי היחידה הם ריבועים בעלי צלע   ב.

  . 2a-ל

או  2.2.4 (למשל, באיור של הסריג הריבועי הפשוט יםנסמן את וקטורי הסריג הפרימיטיבי  ג.

 2.3.1. וקטורי הסריג הפרימיטיביים של הגביש המתואר באיור 2a- בו 1a-) ב2.4.2באיור 

1(הקווים המקווקווים שם) ניתנים לכן על ידי  1 2  a a a 1-ו 1 2  a a aהסריג  . אם קבוע

הוא  ה"חדש" , ולכן שטח התא2a, אזי אורך וקטור הסריג ה"חדש" הוא aהמקורי הוא 
22a, אטומים". שני או מקוריות נקודות שתי שמכיל לתא ראוי שאכן כפי"  

  

  2.4.2 תשובה

1אחת ממוקמת בראשית, ה תא היחידה הזה מכיל שתי נקודות סריג זהות, 0r, אחרתוה 

2אמצע האלכסון של תא היחידה, ב ממוקמת 3 4( )/2 r a a.  22שטח התא הואaכש ,- a הוא

  סריג.  קבוע הסריג הריבועי המקורי. זה אכן מתאים לשטח הסגולי שמייצג שתי נקודות

  

  2.4.3 תשובה

1 קרטזיות מקבלים . בקואורדינטותa-נסמן את קבוע הסריג המשולש ב ( ,0)aa   

2-ו ( , 3)/2a aa.  המרחק בין שכנים קרובים ניתן על ידי/ 3R a 3, ולכןa R בתא .

1נקודת בסיס אחת ממוקמת בראשית,  ,2.3.2המתואר על ידי הקווים העבים באיור  0r ,

2- ממוקמת ב אחרתוה 1 2( )/3 r a a.  (ב), נקודת בסיס אחת עדיין 2.3.3עבור תא היחידה באיור

2נמצאת בראשית, אבל עכשיו  1 22( )/3 r a a.   
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  : 2.5.1 תשובה

6/. יחס האריזה הנפחי הוא 3aהנפח הוא   .א 0.524   מספר 2.2.2(כמו בשאלה .(

  : שני שכנים קרובים בכיוון כל אחד משלושת הצירים. 6הקואורדינציה הוא 

דומה לתא היחידה הקודם אך מוזזת כך שמרכזה מתלכד עם  ,קובייהזייץ הוא -תא ויגנר  ב.

   .)2.2.2(כמו בשאלה  מרכז של כדור והכדור מוכל בתוכה ומשיק לפאותיה

קטורי סריג חלופיים (ב). דוגמה לוֶ 2.5.1ריג הקרטזיים המופיעים באיור נשתמש בוֶקטורי הס  ג.

1מכילה את הוֶקטורים  2 1 3, , ( )a a a a,3- אבל גם נפחו שווה ל . הם יוצרים מקבילוןa וגם ,

הוא מייצג נקודת סריג בודדת. דוגמה נוספת, עם אותו נפח, מכילה את הוֶקטורים 

1 1 2 1 2 3 1 2 3, ( ), ( )        a a a a a a a a a בדוגמה האחרונה, נקודת סריג כללית ניתנת .

1על ידי  1 2 1 2 3 1 2 3( ) ( )n n n        R a a a a a a 1, עם מספרים שלמים כלשהם 2 3, ,n n n  . 

), עם מקדמים 2.4.1שהיה מתקבל ממשוואה ( קל לראות שאוסף זה של נקודות זהה לאוסף

21 שלמים אחרים: 1 2 3 2 3 33, ,n n nn nn n n n          .   

  

  2.5.2 תשובה

הכדורים  מכילה תמיד שמונה שמיניות של(א), 2.5.2הצזיום כלוריד, איור  בסריג קובייהה

. לכן, הנפח הכלול בכדורים בתוך תא היחידה במרכזה קטןוכדור אחד  ,קובייההגדולים, בפינות ה

3 הוא 34 ( )/3r r   ,3 ואילו נפח התא הואa3 . יחס האריזה הוא אפוא 3 34 ( )/(3 )r r a     .

), קטן קובייהעסק במקרה שבו הכדור במרכז ה 2.5.2הדיון באיור  3 1)x  . ,במקרה זה 

2aקבוע הסריג הוא  r,  3ולכן( 1)/6x   כאשר .( 3 1)x  ,  הכדורים הגדולים כבר

2aולכן מתקיים  אינם משיקים זה לזה, rקובייה. עם זאת, בתחום הזה הכדור במרכז ה 

3- שווה ל קובייהלשכניו הגדולים, ולכן אורך אלכסון המשיק  2( )a r r   ,אי לכך .
3 33( 1)/[2( 1) ]x x    .האיור להלן מראה את התלות של יחס האריזה ביחס הרדיוסים .

6/, היחס מתאים לסריג קובי פשוט, 0xעבור  0.5236   1, ואילו עבורx   מתקבלת

BCC, 3/8התוצאה של סריג  0.68   מתקבל בנקודה 0.729המקסימלי, . יחס האריזה ,

) לזה, זה משיקים שבה כל הכדורים 3 1) 0.732x   .  
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  2.5.3 תשובה

  ):2.4.2( משוואה ידי על ניתן הזה התא נפח   .א
  

3
1 2 3

/2 /2 /2

[ ] /2 /2 /2 /2

/2 /2 /2

a a a
V a a a a

a a a


    


a a a  

  

 אפשר לקבלו גם מתוך ההבנה שתא היחידה הקובי מכיל שתי נקודות סריג, ולכן נפחו כפול  

  מהנפח של התא הפרימיטיבי. 

3ולכן נפחו  גם התא הזה מכיל נקודת סריג אחת,  ב. /2a אפשר לקבל זאת גם ישירות: זהו .

וקטורי הסריג הנדונים אינם  עם זאת,. 2a/-וגובהו שווה ל ,a מקבילון שבסיסו ריבוע עם צלע

  אינם הוֶקטורים הקצרים ביותר שמקשרים בין נקודת סריג לשכנותיה.פרימיטיביים, כי הם 

  

  2.5.4 תשובה

3  .א /4a. :תוך הצבת משוואה גם על ידי חישוב מפורש, אפשר לקבל תשובה זאת בשתי דרכים 

, 3aשנפחו  ,FCC-וגם מתוך העובדה שתא היחידה הקובי של סריג ה ),2.4.2( במשוואה )2.5.2(

  מכיל ארבע נקודות סריג. 

2 תא היחידה הקובי מכיל ארבעה כדורים עם רדיוס  ב. /4r a  ,(מתקבל מהאלכסון של פאה)

3 ולכן יחס האריזה הנפחי הוא 34 (4 /3)/ 2 /6 0.740r a   .   

  

  2.5.5 תשובה

(א). קל 2.5.5קו (בעובי בינוני) באיור הריבוע המקוודרך אחת לקבל את התוצאה היא להסתכל על 

אחת  כי כל זייץ,-תא ויגנר כי אמצעי הצלעות של הריבוע הזה נמצאים על השפה של להשתכנע

מרכז עם הראשית בזה די הריבוע הודקווים שמחברים את קואנך אמצעי לק מהן נמצאת על

מארבעה אלכסונים של ריבועים הריבוע שמחבר בין נקודות האמצע הללו מורכב  .קובייהה

, כל אלכסון כזה שווה a-שצלע הריבוע המקווקו שווה ל מאחר זייץ.-ים פאות של תא ויגנרשמהוו

/-ל 2a, 2/- ל שווה זייץ-ולכן צלע הפאה של תא ויגנרa.   
  

אורך הצלע הקטנה של  ידי קווים עבים.דרך נוספת מבוססת על המלבן המקווקו שמסומן על 

/-המלבן הזה שווה ל 2a, ולכן צלע הפאה שווה זייץ- ויגנר תא ושווה גם לאלכסון הפאה של ,  

  .2a/-ל

  

  2.5.6 תשובה

ין יוני ב סריג ברווה של הסטרונציום טיטנאט הוא קובי פשוט, עם מרחק סריג ששווה למרחק

. קל לראות כי הסביבות של כל אחד מיוני הסטרונציום, שיוצרים סריג כזה, aסטרונציום שכנים, 

לעומת זאת,  זהות. גם הסביבות של כל אחד מיוני הטיטניום, שגם הם יוצרים סריג זהה, זהות.

הסביבות של כל אחד מיוני החמצן אינן זהות זו לזו. רק אם נזיז יון חמצן על ידי וקטור סריג של 
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הוא יחזור למיקום עם סביבה דומה. לכן, תא היחידה הפרימיטיבי  ,לעיל זכרהנהסריג הקובי 

אחד בכיוון  מעט קובייה(א). אם מזיזים את ה2.5.7השלמה שמופיעה באיור  קובייההוא ה

המוזזת  קובייהמאלכסוניה (למשל, בכיוון השלילי של כל הצירים), אזי רואים בבירור כי בתוך ה

, כמו בסריג של קובייהאחד (במרכז ה טיטניום יון יישארו יון סטרונציום אחד (בראשית הצירים),

) צזיום כלוריד), ועוד שלושה יוני חמצן, בנקודות /2, /2,0), ( /2,0, /2), (0, /2, /2)a a a a a a ,לכן .

   .SrTiO3 הכימית של החומר, בסיס של הגביש מכיל בדיוק את הנוסחהה

  

  2.5.7 תשובה

החומר: שני יוני  כפי שאפשר לספור, התא הטטרגונלי באיור מכיל פעמיים את הנוסחה הכימית של

המצויר הוא בזוויות  נחושת, ארבעה יוני לנתנום ושמונה יוני חמצן. היתרון של התא הטטרגונלי

הישרות בין וקטורי הסריג שלו. מאחר שהתא מכיל יון נחושת גם במרכז התיבה, הסריג הזה נקרא 

", מסיבות ברורות. עם זאת, הסביבה של יון הנחושת במרכז התא זהה טטרגונלי ממורכז גוף"

יטיבי, כך לסביבה של היון בפינה התחתונה השמאלית שלו, ולכן אפשר לבנות את התא הפרימ

שהוא יכיל את מחצית היונים שבאיור, כלומר, נוסחה כימית בודדת. תא יחידה אפשרי מורכב לכן 

)משני וקטורים  ,0,0), (0, ,0)a a  שבונים את הריבוע של יוני נחושת בבסיס התא שבאיור, ומוֶקטור

) שלישי /2, /2, /2)a a c  הבסיס של  שבמרכז התא הטטרגונלי.שמחבר את הראשית אל יון הנחושת

)בראשית, שני יוני לנתנום בנקודות  הגביש מכיל יון נחושת /2, /2, /6), (0,0, /3)a a c c  וארבעה יוני

)0,0)חמצן בנקודות  /2,0,0), (0, /2,0), /6), /2, /2, / )( 3,a a c a a cבסיס זה מהווה הכללה של הבסיס . 

עם זאת, וקטורי הסריג שבונים את התא הפרימיטיבי הזה הם גם  (ב).2.5.3 בשאלה כבר שהוצג

2וקטורי סריג פרימיטיביים, רק אם מתקיים  2 2( )/4a c a  ,3, כלומרc a. 3 אםc a, 

אזי וקטורי הסריג הקצרים ביותר, ולכן וקטורי הסריג הפרימיטיביים, דומים לאלה שהופיעו 

1): 2.5.1(ג) ובמשוואה (2.5.2באיור  ˆ ˆ ˆ( /2)( ) ( /2)a x y za c   , 2 ˆ ˆ ˆ( /2)( ) ( /2)a x y za c  , 

3 ˆ ˆ ˆ( /2)( ) ( /2)a x y za c  .   

  

  2.6.1 תשובה

קבוע הסריג  כזכור, (ב).2.6.3עבים באיור , קווים HCP-נסתכל על תא היחידה של סריג ה  .א

הוא רדיוס הכדורים באריזה המישורית הצפופה. נפח  r , כאשרa = 2rהמשולש במישור הוא 

2התא הוא  3 /2ca,  כאשרc  הוא גובה התא. מאחר שהתא מייצג שתי נקודות סריג, הנפח

38הכולל של הכדורים סביבן הוא  /3r  אפשר לראות שזהו נפח חלקי הכדורים בתוך תא)

היחידה גם כש"מחלקים" כל כדור בפינות תא היחידה בין כל התאים השכנים; במישור 

מנפחם וארבעה  1/6ארבעה כדורים ש"תורמים"  התחתון ובמישור העליון יש בסך הכול

מנפחם. לכן, תרומתם הכוללת היא  1/12כדורים ש"תורמים" 
1 1

4 4 1
6 12

     של נפח

כדור, ולכך יש להוסיף את נפח הכדור ה"פנימי"). לכן, יחס האריזה הוא 

3 2(8 /3)/( 3/2) 2 /(3 3 )r ca a c    ,2. בסריג הצפוף ביותר 2/3 1.633c a a  ואז ,

/(3 2) 0.74   .  
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3קיבלנו  FCC-לסריג ה  .ב 3(16 /3)/ /(3 2) 0.74r a     .שזהה לתוצאה הנזכרת לעיל ,

 התוצאה איננה מפתיעה, כי בשני המקרים כל שכבה נמצאת ב"עמקים" של קודמתה,

  בין ה"עמקים" הללו.והצפיפות איננה מושפעת מההזזה של השכבה 

  

  2.6.2 תשובה

חוזר אל עצמו אחרי ארבע שכבות, המבנה הסריגי הוא עדיין הקסגונלי. תא  Aהסידור מאחר ש

היחידה הוא מנסרה שבסיסה המעוין הבסיסי של הסריג המשולש במישור, אבל גובהה הוא 

4 הפשוט, כלומר HCPעכשיו כפול מהגובה של תא היחידה במבנה  2/3 3.266c a a  מאחר .

שהמרחק בין שכבות שכנות נקבע על ידי תנאי ההשקה של הכדורים, מרחק זה איננו משתנה. 

(ארבעה במקום  גובה המנסרה מוכפל פי שניים, אבל גם מספר הכדורים בתוכה מוכפל פי שניים

0.74 משתנה, ויחס האריזה איננו שניים), .  

  

  2.6.3 תשובה

, בנקודות אבץ אלא שעכשיו הבסיס כולל שני יוני, HCP-של סריג ה תא היחידה זהה לתא

( /2, 3 /6, /8) , (0,0,5 /8)a a c c, (0,0,0) , בנקודותפריתוושני יוני ג , ( /2, 3 /6, /2)a a c.   

  

  2.7.1 תשובה

. אם קבוע הסריג הריבועי 45°סריג זה זהה לסריג הריבועי, שמסובב לעומת קודמו בזווית של 

/ , אזי קבוע הסריג הריבועי הממורכז הואa המקורי הוא 2a צלע  עם ריבוע (מחצית מאלכסוןa.(  

  

  2.7.2 תשובה

שמונחות זו על  הסריג הטטרגונלי ממורכז הבסיס בנוי משכבות של סריגים ריבועיים ממורכזים

, עם 45°-ריבועי שמסובב ב הממורכז זהה לסריג, הסריג הריבועי 2.7.1גבי זו. כפי שראינו בשאלה 

זהה לסריג טטרגונלי. ראו גם שאלה  . לכן, הסריג הטטרגונלי ממורכז הבסיס2צלע שקטנה פי 

(ב). באופן דומה, הסריג הטטרגונלי ממורכז הפאה זהה לסריג טטרגונלי ממורכז גוף 2.3לחזרה 

במרכזי התא של הסריג  הנקודות שהיו במרכזי הפאות נמצאות. 45°-בשמסובב גם הוא 

  הטטרגונלי ממורכז הגוף.

  

  2.7.3 תשובה

1בשני המקרים מתקיים  2 3a a a   וכן   ,  ולכן שני התאים הפרימיטיביים בונים

1 למשל, מהקשר. הזווית בין שני וקטורי סריג מתקבלת, טריגונלייםסריגים  2 1 2 cosa a  a a .

109.47נותנות לכן  )2.5.2(- ו )2.5.1( משוואות       עבורBCC 60- ו       עבור

FCC.  כל פאה של התא הפרימיטיבי 2.5.4את התוצאה האחרונה אפשר גם לראות ישירות באיור :

ששווה גם הוא לצלעות (ולמרחק  קצר אלכסון עם צלעות,- משולשים שוויהיא מעוין שמורכב משני 

  בין נקודות סריג שכנות).
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  2.7.4 תשובה

כל נקודת סריג מתוארת על ידי , ברווה), שמגדירה סריגי 2.4.1במשוואה (

1 1 2 2 3 3n n n  R a a aהנקודה  , עם מקדמים שלמים כלשהם. היפוך דרך הראשית מעביר את

1הזאת אל הנקודה  1 2 2 3 3n n n    R a a aהנקודה . גם המקדמים כאן הם שלמים, ולכן גם 

  סריג. נקודת היא הזאת

  

  2.7.5 תשובה

ציר  לסריג הטטרגונלי יש .i-ב ומרכז היפוך m- ב מישור מראה, .An-ב nציר סיבוב מסדר  נסמן  .א

ארבעה צירים היחידה שלו באמצעה, ו שניצב לפאה הריבועית של תא ,4אחד מסדר סימטריה 

ה שלוש שניצבים לפאות המלבניות של תא היחידה במרכזיהן. כמו כן, לסריג הזה יש ,2מסדר 

מראה, שמקבילים לפאות באמצע המרחק ביניהן ושני מישורי מראה שמחברים בין מישורי 

 מרכז תא היחידה.ביחס ללסריג יש גם מרכז היפוך  אלכסונים של הפאות הריבועיות הנגדיות.

  .i, 1A4, 4A2, 5m האלמנטיםחבורת הסימטריה שלו כוללת את  לכן,

 ,באורכן הופך מריבוע למלבן בעל צלעות שונות הריבועי של תא היחידהבמקרה הזה הבסיס   ב.

   י הבסיס הזה.מראה שעוברים דרך אלכסונמישורי השני ו 4 ולכן יבוטלו הסיבוב מסדר

ריבועיות, ולכן נוספים מישורי מראה דרך אלכסוני הפאות האחרות,  במקרה זה כל הפאות הן  ג.

סביב כל  A3 יש עכשיו סיבובים נוסף על כך, .A4 הצירים באמצע כל פאה הם והסיבובים סביב

חבורת הסימטריה של הסריג הקובי כוללת שלושה צירים  בסך הכול, .קובייהאחד מאלכסוני ה

  היפוך אחד. ומרכז שיקוף מישורי תשעה ,3 מסדר ציריםארבעה  ,2 צירים מסדר שישה ,4מסדר 

  

  2.7.6 תשובה

2שבו  להלן, עבור המקרה (א) הסריג הנוטה הכללי מוצג באיור 2aa  גדול בהרבה לעומת

1 1aa. שורה אבל שמשיקים זה לזה בתוך כל  של עיגולים, מתקבלות שורות נפרדות ומקבילות

1 אינם נוגעים בעיגולים שבשורות השכנות. שטח תא היחידה הוא 2 sina a , כל עיגול הוא  ושטח

2 2
1( /2)r a  )1 /2r a  הוא הרדיוס של כל עיגול). לכן, יחס האריזה הכללי הוא

2
1 2 1 21[ /4]/[ sin ] /(4 sin )a a a a a      2. כאשר 1a aבנוסחה. ביניהם , צריך פשוט להחליף   

  

 ברור מהאיור כי אפשר להגדיל את יחס האריזה על ידי קירוב השורות זו לזו. כאשר

60 120   ,  2אפשר להקטין אתa ,הזה  במקרה להלן. (ב) כמו באיור עד שהעיגולים ישיקו

2מתקבל  1 2a a r  ויחס האריזה הקטן ביותר עבור סריג נוטה עם הזוויות בתחום הזה הוא ,

/(4sin )  ,4/ . בפרט, התוצאה הזאת משחזרת את יחס האריזה של הסריג הריבועי  ,

2/ כאשר  4)/ האריזה של הסריג המשולש,, ואת יחסsin60 ) /[2 3]    ,  כאשר

/3 . כלומר, על ידי  על ידי הקטנת המכנה, האריזה יחס את להגדיל אפשר הבא בשלב

2 מהאיור אפשר לראות כי כאשר .sinהקטנת  1 2a a r אפשר להקטין את - , אי  מעבר

3/ לערך 60    כי אז העיגולים בשתי השורות השכנות יתחילו לחפוף זה את זה. מאותה ,

2מעבר לערך  אפשר להגדיל את -סיבה אי /3 120    לכן, יחס האריזה המרבי עבור .
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60סריג נוטה עם זוויות בתחום  120     ,3/מתקבל בשני הגבולות הללו 60     או

2 /3 120    בשני המקרים הללו מתקבל הסריג המשולש שמוצג באיור (ג) להלן, עם יחס .

4sin60)/ האריזה ) /[2 3]    .   
  

60נמצאת בתחום  אם הזווית   2אפשר להקטין את - , איa 1- עד שהוא משתווה לa כי אז ,

(ד)   באיורשוב מתקבלת חפיפה של עיגולים בשכבות שכנות. המצב האופטימלי במקרה הזה מתואר 

), 1aשוקיים (שאחת משוקיו היא הוֶקטור - הוא הבסיס של משולש שווה 2aלהלן. עכשיו הוֶקטור 

2ולכן  12 cosa a  ,4)/. מכאןsin2 )   עם זאת, התוצאה הזאת נכונה רק בטווח .

30 60    כי כאשר ,  30מגיעה לערך  מתקבל האיור (ה) להלן, וערכים יותר קטנים של

התוצאה הגדולה  הזווית שוב יגררו חפיפה של עיגולים. קל לראות כי עבור הטווח הזה של ערכי 

(ה)   ביותר מתקבלת בקצוות, שבהם שוב חוזרים אל הסריג המשולש. ההבדל היחיד הוא שבאיור

תא היחידה כבר איננו מורכב מוֶקטורי סריג פרימיטיביים: וקטורי הסריג הפרימיטיביים של 

  הסריג המשולש ניתנים באיור (ג). 

  

  

 )ד(
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אפשר לתאר אותו על ידי תא שבנוי מוֶקטורי סריג דרך אחרת לטפל באיור (ד) היא להבחין ש

פרימיטיביים, כמו זה שמצויר בצד ימין של איור (ו). התא הזה הוא תמונת שיקוף של התא באיור 

  (ב), ולכן אפשר להשתמש עבורו בתוצאות שהתקבלו עבור איור (ב).

  

  2.7.7 תשובה

סביב ציר שניצב לסריג דרך כל נקודת סריג ודרך אמצע הקטע בין שתי נקודות  2סיבוב מסדר   .א

סריג שכנות, שיקוף דרך מראה ניצבת לסריג בכל נקודת סריג ובאמצע הקטע בין נקודות 

  סריג, היפוך ביחס לכל נקודת סריג ולכל נקודה באמצע הקטע שבין שתי נקודות סריג.

 לסריג ניצבתשמראה , שיקוף דרך סריג דרך כל נקודת ציר שניצב לסריג סביב 2סיבוב מסדר   ב.

   , היפוך ביחס לכל נקודת סריג.סריג בכל נקודת

  אין פעולות סימטריה פרט להזזות.  ג.

דרך אמצע הקטע בין שתי נקודות סריג, שיקוף דרך סביב ציר שניצב לסריג  2וב מסדר סיב  ד.

 באמצע , היפוך ביחס לכל נקודהשכנות נקודות סריג לסריג באמצע הקטע בין ניצבתשמראה 

  בין שתי נקודות סריג.הקטע ש

  סריג. נקודת בכל סריגה מישורל ניצבתש מראה דרך שיקוף  ה.

, שיקוף דרך מראה Cאו  A הנקודותדרך  סריגמישור הסביב ציר שניצב ל 2סיבוב מסדר   ו.

  .Cאו  Aלנקודות  ביחס היפוך ,Dאו  Bבנקודות  סריגה מישורל ניצבתש

  

  2.7.8 תשובה

 :רוב פעולות הסימטריה תתבטלנה. היחידות שתישארנה הן בסריג המשולש ובסריג הריבועי
1 הוֶקטור דרך למישור ניצבתש מראה דרך שיקוף 2( )a a.  

  

  2.7.9 תשובה

התזוזה שלהם  אזי , אם לשני היונים בתא היחידה יש מטענים הפוכים,2.1.1בחלק (ד) של איור 

 על מוצג הדיפול מומנט לעומת המבנה בחלק (א) של אותו איור יוצרת מומנט דיפול בכיוון הסריג.

  להלן. באיור היחידה תא בתוך שמופיע החץ ידי
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כשנוצר מומנט דיפול חשמלי בכיוון התזוזה היחסית  אותו דבר קורה בחלק (ה) של אותו איור,

  של שני סוגי היונים:
  

 
  

  2.8.1 תשובה

1nFעל ידי  )2.8.1( נחלק את משוואה  .א , 11 ונקבל 1/n nt t  .  בהנחה שהיחס הזה שואף

ntלגבול כלשהו, שנסמנו על ידי  ,  1המשוואה הזאת הופכת להיות 1/  ,  ופתרון

מקבלים  הריבועית הזאת הוא יחס הזהב. אם מחסירים את שתי המשוואות זו מזו,המשוואה 

1 1/( )n n nt t t     ההפרש 1- . מאחר שהמכנה באגף ימין גדול מ ,nt   קטן בכל

   דור ושואף לאפס.

)ידי  על n- נסמן את מספרי הקטעים הארוכים והקצרים באיטרציה ה  ב. )LN n ו -( )SN n, 

) גורר את הקשרים LS אל Lואת  Lאל  S בהתאמה. הכלל שממפה את 1) ( )S LN n N n  ,

( 1) ( ) ( )L L SN n N n N n   אם נחלק את המשוואות זו בזו, ונסמן .( ) ( )/ ( )L Sx n N n N n ,

)נקבל את המשוואה  1) 1 1/ ( )x n x n  בגבול . n   שמתאים לסריג האינסופי, מציבים ,

( ), ( 1) ( )x n x n x  (א), בחלק , ומקבלים בדיוק אותה משוואה שהתקבלה 

( ) 1 1/ ( )x x   הפתרון , עם ( )x  .  

  

  2.8.2 תשובה

משוואת הקו הזה היא  לכן, כמו באיור. ,(0,0) העבה עובר דרך נקודת הסריגנניח כי הקו 

/y x  0, ומשוואות הקווים המקווקווים הן/y x y  02, כאשר / cosy w   היא

cos) אם בוחרים. y-המרחק בין חיתוכי הקווים המקווקווים עם ציר sin )w a    אזי ,

0 (1 )/(2 ) /2y a a     נסמן נקודת סריג כללית בין הקווים המקווקווים על ידי .

1 1 2 2( ) ( )r a an m n m n   במעבר מהנקודה ה .-n אל הנקודה ה -( 1)n   מתקיים

1 1 2 2( 1) ( ) 1 , ( 1) ( )m n m n m n m n     ציר (אם הולכים לאורך-y בסריג) או 

1 1 2 2( 1) ( ) , ( 1) ( ) 1m n m n m n m n     ציר לאורך הולכים (אם-x .(בסריג  
  

1 לכן, 2 1 2( 1) ( 1) ( ) ( ) 1m n m n m n m n     , 1 לסמן ואפשר 2( ) ( )m n m n n .  כדי

 תהיה בין שני הקווים המקווקווים, צריך להתקיים rnשהנקודה 

1 0 2 1 0/ /m a y m a m a y     2, וכן 0 1 2 0( ) ( )m a y m a m a y    השוויונות-. שני אי 

1 ושימוש בזהות זה לזה, שקולים 1/   1 נותן 11/2 / 1/2m n m    .  

1 לכן, /m n . ,1 מכאן 2 1( ) ( ) ( )( ) [ / / ]nx m n L m n S nS m n L S S n n         .
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1לחלופין,  1/ 1/2 1m n m    1, ולכן [ / 1/2]m n  ,  כאשר[ ]y של השלםחלק הוא ה y. 

באיור להלן הוספנו לאיור  ניפוח. תיטרנספורמצי נבצע פיבונאצ'י, סדרת אכן זאת כי להוכיח כדי

w/בין הקווים הרציפים הדקים (האדומים), שרוחבו  פס חדש, 2.8.3 .  לראות כי הפס החדש קל

שהשלכתם נתנה את הקטעים  איננו כולל אף אחד מהצעדים האנכיים של הקו המדורג המקורי,

או  L' = L + S נקודות הסריג שנותרו בתוך הפס החדש יוצרות השלכות שאורכן הוא רק .Sבאורך 

S' = Lוהסדרה החדשה של קטעים (החל מהקצה השמאלי) היא , L'S'L'S'L'L'S'L'L'S', היא שגם 

  .בפקטור  גדולה אורך סקלת עם פיבונאצ'י, סריג

  

  

  

  2.8.3 תשובה

tanyאם מניחים את הראשית בנקודת הסריג הנדונה, אזי משוואת הקו העבה היא   .א x . 

1 קודות הסריג מאופיינות אז על ידיכל נ 2,x n a y n a . 1 היחס כי נובע מכאן 2/ /x y n n 

tan- הוא מספר רציונלי, והוא אף פעם לא יהיה שווה ל 1/ תהיינה עוד נקודות  , ולכן לא

  סריג על הקו הזה. 

כאשר השיפוע רציונלי, נעביר את הקו העבה דרך נקודת סריג, ואז הקו הזה יעבור דרך כל   ב.

1 ת היחסהסריג שמקיימות אנקודות  2/ /n n p q. מראה את התוצאה עבור  האיור להלן

tan 2/3 .  נקודות הסריג הריבועי שמונחות על הקו העבה  לראות באיור, שאפשרכפי

2- יוצרות סריג מחזורי, עם מרחק סריג ששווה ל 2a a p q  .  הקווים  שביןעבור הפס

 ההשלכות של שתי נקודות נוספות,את  תא יחידה כזה יכיל גם כל באיור, המקווקווים

1 בנקודות (2 sin cos )/(2sin )x a    ;  המרחקים על הקו העבה ניתנים על ידי

2 /si , cosnA a CDB a את הסריג הזה על ידי הסדרה המחזורית  גם לתאר . אפשר

LSLLSLLSLLS יותר. ייתכנו בסיסים מסובכים עוד. עבור עוביים שונים של הפס   

הללו סריגים עם  נקבל במקרים ,809/500 = 1.618 ,161/100 = 1.61 ,8/5 = 1.6מאחר שמתקיים   ג.

2 המחזורים 28 5 9.43  ,2 2161 100 189.5 , 2 2809 500 951. ,  כולם

מספר הולך ועולה של נקודות ביחידות של קבוע הסריג הריבועי. כל תא יחידה ייצג בסיס עם 

תא היחידה יזדהה עם  בגבול האינסופי, רציונליות בתוך התא.-קואורדינטות איעם סריג, 

  הסריג כולו.
  



 פי�יקה של מצב מוצק  106

  

  2.8.4 תשובה

כל שני שכך שמכיל חמישה וקטורים בעלי אורך שווה  ,ה לבסיס כזה מופיעה באיור להלןדוגמ  .א

מהצלעות באיור  להשתכנע כי כל אחת אפשר ביניהם. 72°וית של וקטורים קרובים יוצרים זו

: אם ממקמים את הראשית במפגש המעוינים ים הללוהוֶקטורמקבילה לאחד מחמשת  2.8.5

ל הפינות של המעוינים במרכז האיור השמאלי להלן, אזי ברור שאפשר להגיע ממנה אל כ

 של לצלע הכחולים שבמרכז האיור הזה. קל לראות שכל צלע של מעוין בהיר באיור מקבילה

   הסריג המוצעים. מוֶקטורי לאחד שווה היא גם ולכן כהה, מעוין

  

       

  

 הוא י-n-ה סריגשבו וקטור ה בסיס קרטזי, מתואר על ידי ממדים d-ב קובי-ההיפר הסריג  ב.

 בחמישה ממדים, .1-ל ששווה י,- n-חוץ מהמרכיב ה 0-שווים ל מרכיבים, שכולם dעם  וקטור

  הם וקטורי הבסיס
  

1 2 3 4 5(1,0,0,0,0), (0,1,0,0,0), (0,0,1,0,0), (0,0,0,1,0), (0,0,0,0,1)a a a a a      
  

ˆממדית הוא, למשל, בכיוון הוֶקטור - 5- ה קובייהאחד האלכסונים של ה   (1,1,1,1,1)/ 5u . 

ˆהזה,  הוֶקטורשוות עם  וויותהללו יוצרים ז הסריג וקטורי חמשת 1/ 5n  a u, חמשת  ולכן

 הוֶקטור סביב 5וקטורי הסריג מסודרים בצורה סימטרית סביב האלכסון הזה. סיבוב מסדר 

, וכולי 3aעובר אל  2a ,2aעובר אל  1aאל עצמם:  הללו הוֶקטוריםמעביר את חמשת  זהה

). קובייהה סביב אלכסון 120°- (התוצאה הזאת דומה לסימטריה של הסריג הקובי לסיבובים ב

כש"מסתכלים"  ממדי.- 5- קובי ה- עבור הסריג ההיפר 5לכן האלכסון הזה הוא ציר סיבוב מסדר 

A

B

C

D
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שני וקטורים  רואים זוויות שוות בין כל, על חמשת וקטורי הסריג מכיוון וקטור האלכסון

  .ההשלכה שלהם על מישור שמאונך לאלכסון נראית בדיוק כמו האיור דלעיל, לכן". שכנים"

  

  2.9.1 תשובה

 עיגולים בשכבה 2m-ו עיגולים על המצע 1mהיחידה המשותף לשתי השכבות מכיל  נניח כי תא

1אורך תא היחידה הוא  .הבאה 1 2 22 2m r m r, 12 כאשרr 22-וr גולים בהתאמהטרי העיוק הם .

1 חייב להתקיים, לכן 2 2 1/ / /m m r r p q  , ביותר שמקיימים זאת  הקטניםהשלמים והערכים

1 הם 2,m p m q  .1 אם כןתא היחידה הוא  אורך 22 2pr qr. 1מכיל  הבסיסm p עיגולים 

2m- ו המצע על q הבאה בשכבה עיגולים.  

  2.9.2 תשובה

 ,3a-ל עם תא יחידה מעוין שאורך הצלע שלו שווה ,האטומים הנספחים יוצרים סריג משולש

מזיזים  אם .ראו באיור להלן ,הוא המרחק בין שכנים קרובים על סריג הגרפיט של המצע aכאשר 

בפינה (רואים כי בתוכו נמצא אטום קריפטון אחד , את המעוין הזה קצת למטה ושמאלה

 שמקיפים את המשושה, אטומי פחמן נמצאים בתוכו שישהוכן ) השמאלית התחתונה של המעוין

  .פחמן אטומי שישהאטום קריפטון אחד ו לכן הבסיס כולל .שבתוכו
  

  

  

  2.9.3 תשובה

איור [קוביים  רובסקיטייםפ תאים שני כולל הטטרגונלי היחידה תא ,עבור המבנה שבאיור

 מישור ,MnO2 מישור, SrO הסידור הזה כולל מישור ,לשכבות הניצב כיווןב. זה מעל זה ,])א(2.5.7

LaO ומישור MnO2, ראו (יוני חמצן  שישהו מנגןשני יוני  ,וםניון לנת, יון סטרונציום ולובסך הכ

ולכן תא , SrO על כל שכבה של LaO של צריכות להופיע שתי שכבות ,x = 1/3 כאשר ).באיור להלן

  . חמצן יוני ותשעה מנגן יוני שלושה ,וםשני יוני לנתנ ,היחידה הטטרגונלי כולל יון סטרונציום
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  2.10.1 תשובה

מכיל חמש  Eמכילים שתי נקודות סריג, ואילו תא היחידה של  D-ו Cתאי היחידה של המבנים 

כוללת סיבובים מסדר שני סביב צירים ניצבים לסריג,  Cנקודות סריג. חבורת הסימטריה של 

באמצע הקטע בין שני שכנים קרובים, וכן היפוך דרך נקודות אלה. היא כוללת גם שיקוף דרך 

כוללת רק את השיקוף  Dמראות ניצבות לסריג דרך נקודות הסריג. חבורת הסימטריה של 

אות שניצבות לסריג באמצע הקטע כוללת רק שיקוף דרך מר Eהאחרון. חבורת הסימטריה של 

   בין שני המומנטים השכנים שמצביעים "למטה", כמסומן באיור להלן:

  

  

  2.10.2 תשובה

, וכי המומנט המגנטי מחליף סימן 0קל לבדוק כי המומנט המגנטי בראשית הצירים הוא 

לסירוגין, כשנעים לאורך כל ציר. לכן, הסריג המגנטי דומה לסריג של מלח בישול: כל אתרי 

מכאן שהבסיס של  .0, וכל אתרי ה"נתרן" מייצגים מומנט 0ה"כלור" מייצגים מומנט 

(כמו הזוג  0והאחר עם מומנט  0ני אתרים, האחד עם מומנט הסריג המגנטי מכיל ש

-בניגוד למלח בישול, שבו שני תת .FCCולסריג יש מבנה של סריג  ),2.5.3 המוקף באליפסה באיור

ניהם, עכשיו אפשר הסריגים הכילו יונים שונים, ולכן לא היתה שום פעולת סימטריה שקישרה בי

סריג אל משנהו על ידי פעולות סימטריה אחדות, למשל שיקוף דרך מישור שעובר -למפות כל תת

)(1,1,1). כאשר קובייהבאמצע בין פאות ה / )Q a1-, ו 2 3( , , )R n n n a נקבל ,

0 1 2 3( ) cos[ ( )]R n n n    .  0המומנט המגנטי בראשית הוא עדיין אבל אין שום ,

אף פעם לא תהיה  כי שום כפולה שלמה של  ,0יהיה שוב  נקודת סריג אחרת שבה המומנט

; היחס  גם כפולה שלמה (וזוגית) של /  איננו רציונלי. לכן, במקרה הזה הסידור המגנטי איננו

  אינסופי. הוא היחידה ותא ,המקורי הסריג קומנסורבילי עם

  

  2.10.3 תשובה

 ) או לסריג המשושה2.2.2תא היחידה הוא אותו המעוין שהיה הבסיס לסריג המשולש (איור 

סריג -כשכל אחד מהם שייך לתת ), אלא שעכשיו הוא מכיל בסיס של שלושה אתרים,2.3.2(איור 

 . אם משתמשים בתא היחידה הזה, אזי הבסיס מכיל את הנקודות2.3.6ראו באיור  –אחר 

1 2 1 2 3 1 20 , ( )/3 , 2( )/3    r r a a r a a.  

  

  נ2.1 תשובה

)- צלעות ל-אם מחברים קודקוד אחד של מצולע שווה 3)S  שאינם שכנים  הקודקודים האחרים

)-שלו, המצולע מתחלק ל 2)S  משולשים. לכן, סכום הזוויות של המצולע הוא ( 2)180S   .

m 
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)-פינות, ולכן הזווית ליד כל פינה שווה ל S למצולע יש 2)180 /S S .  מכאן נובע שסכום הזוויות

) הללו ליד פינה של הפוליהדרון הוא 2)180 /P S S יות קמור, . מאחר שהפוליהדרון חייב לה

, הפאות נמצאות על מישור, 360°-; כשהסכום שווה ל360°-סכום הזוויות הזה חייב להיות קטן מ

1)וכשהסכום גדול יותר, הגוף נהיה קעור. מכאן,  2/ ) 2P S . ,חייב להתקיים  כדי לקבל מצולע

3S 3צריך להתקיים  . באופן דומה, כדי לקבל פינהP 3 . עבורS השוויון מתקיים רק -, אי

3Pעבור   ,4P   5אוP , 4 ולאיקוזהדרון. עבור קובייהשמתאימים לטטרהדרון, לS  

5S ועבור 3השוויון מתקיים רק עבור - , איP , השוויון -אי ולדודקהדרון. קובייהשמתאים ל

  היחידים.  האפלטוניים הגופים אלה ולכן ,P  ושל S  של איננו מתקיים עבור שום ערך אחר

  

  נ2.2 תשובה

יורד גובה שלו אל מרכז הפאה שמולו. סביב כל אחד מארבעת  מכל קודקוד של הטטרהדרון

2, למשל בזוויות 3הגבהים הללו יש שני סיבובים מסדר  /3,  בסך הכול שמונה סיבובים. לכל

גבהים. כשמחברים  12אחת מארבע הפאות של הטטרהדרון יש שלושה גבהים, ולכן בסך הכול יש 

ודקוד שמול הפאה, מתקבלת מראה מישורית, ששיקוף דרכה משאיר את כל גובה כזה עם הק

השיקופים  12- קודקודים, ו 3הטטרהדרון ללא שינוי. שמונה הסיבובים מתאימים לתמורות בין 

יש שלוש פעולות סימטריה שמעבירות  מתאימים לתמורות בין זוגות של קודקודים. נוסף עליהם,

ABCDלמשל  ות חדשים,בבת אחת את ארבעת הקודקודים למקומ DABC.  אפשר לקבל כל

ABCDאחת מהפעולות הללו בשני שלבים:  ADBC DABC  השלב הראשון הוא סיבוב של .

. יחד עם איבר היחידה DA-ל AD, והשלב השני הוא שיקוף שמחליף בין BCDהמשולש 

  סימטריה.  פעולות 24מתקבלות 
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  הערכה עצמיתחזרה ולשאלות ל
  

  2.1 השאל

  .2.7.2 שבאיור הבסיסיים מהסריגים אחד כל עבור זייץ- ויגנר תאי את שרטטו

  

  2.2 השאל

 קהיר (משמאל)., מימין) וסריג Kagoméמציג שני סריגים, שנקראים סריג קגומה ( להלןהאיור 

צלעות, והשני בנוי ממחומשים שלכל אחד מהם יש ארבע צלעות -הראשון בנוי ממשולשים שווי

ושתי זוויות ישרות. שני  120°בעלות אורך שווה וצלע אחת יותר קצרה, עם שלוש זוויות בנות 

? סריגמהם וקטורי ה מהם תאי היחידה הפרימיטיביים? הסריגים מתארים חומרים רבים בטבע.

נקודות  של יםהוֶקטור מהםיר), המצו בסריג(צומת ם התא מכיל יותר מנקודת סריג אחת א

  היחידה? הבסיס בתוך תא

  

        

   

  2.3 השאל

תארו את  –רשמו את וקטורי הסריג. אם לא  –? אם כן ברווה האם הסריגים הבאים הם סריגי

 סריגעם הבסיס המינימלי האפשרי. במקרה השני, רשמו את וקטורי ה ברווההסריג כסריג 

  היחידה. תא בתוך הבסיס של נקודות הקואורדינטות ואת יםהפרימיטיבי
  

  עם נקודת סריג נוספת באמצע כל צלע.ממדי) -(דוסריג ריבועי   .א

  קיות).שני הבסיסים (הפאות האופ ם שלסריג קובי פשוט עם נקודות סריג נוספות במרכזי  ב.

  ארבע הפאות האנכיות. ים שלסריג קובי פשוט עם נקודות סריג נוספות במרכז  ג.

  עם נקודות נוספות באמצע כל צלע. סריג קובי פשוט  ד.
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  2.4 השאל

1שנוצר מכל הנקודות ברווה  מהו סריג 2 3( , , )n n n אם: ,בקואורדינטות קרטזיות  
  

  זוגיים?-או כולם אי הם כולם זוגיים, in  .א

1  ב. 2 3( )n n n  ?תמיד זוגי  

1  ג. 2 3( )n n n  זוגי?-איתמיד  

  

  2.5 השאל

הוכיחו כי , BCC-ה. במקרה של FCC-וה BCC-זייץ של סריגי ה-מראה את תאי ויגנר 2.5.5 איור

-על הדפנות של התא הם שוויהמשושים המרובעים על הדפנות של התא הם ריבועים, וכי כל כל 

  הקובי. התא הוא אורך צלע a כאשר ,2/4a- לצלעות. הראו גם כי אורך כל צלע כזאת שווה 

  

  2.6 השאל

שהצפיפות נשארת בהנחה  מושלם. HCP למבנה BCC ממבנה K 23°נתרן עובר בטמפרטורה של   .א

Å (BCC) קבועה, מצאו את קבוע הסריג החדש (ביחידות של הקבוע הקודם, 4.23a (.   

 מתחת לטמפרטורה הזאת. BCC ומבנה C 900° מעל ותבטמפרטור FCCלברזל יש מבנה   ב.

שני אותו רדיוס, מהו יחס הצפיפויות בין  בעליבהנחה ששני המבנים בנויים מכדורים משיקים 

37900kgהיא  BCCאם נתון כי הצפיפות של ברזל  ?והלל המבנים /m?מהו קבוע הסריג , 

271.6726 היא הפרוטון ומסת ,55.85 היא של ברזל האטומית (המסה 10 kg(.  

  

  2.7 השאל

יותר משיקים זה " הגדולים כלורשבו יוני ה"גביש מסוג מלח הבישול, מהו יחס האריזה של   .א

התשובה הזאת  xאיזה טווח של ערכי ב? xהוא  כלור"וה" נתרן"לזה ויחס הרדיוסים של יוני ה"

  ? קבילה

" אינם כלוראבל יוני ה" כאשר היונים משני הסוגים משיקים זה לזה, ,מהו יחס האריזה  ב.

  משיקים ביניהם? 

   הציגו שרטוט של תלות יחס האריזה ביחס הרדיוסים.  ג.

  

  2.8 השאל

פרית" הגדולים יותר משיקים זה לזה ובלנדה, שבו יוני ה"ג- מהו יחס האריזה של סריג הצינק  .א

התשובה הזאת  x באיזה טווח של ערכי? xפרית" הוא ווה"ג יחס הרדיוסים של יוני ה"אבץ"ו

  ? קבילה

פרית" אינם וכאשר היונים משני הסוגים משיקים זה לזה, אבל יוני ה"ג ,מהו יחס האריזה  ב.

  משיקים ביניהם? 
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איפה נמצא היהלום בשרטוט הזה?  הציגו שרטוט של תלות יחס האריזה ביחס הרדיוסים.  ג.

השוו את התוצאות עם אלה שהתקבלו קודם לכן עבור המבנים מטיפוס מלח בישול וצזיום 

   ?x כלורי. איזו אריזה צפופה יותר עבור ערכים שונים של

0.234 בלנדה הוא- למרכז יון האבץ השכן בצינק פריתוהגהמרחק בין מרכז יון   ד. nm.  מהי

 32.064-ו 65.38פרית הם ו(המשקלות האטומיים של אבץ ושל ג הצפיפות של החומר הזה?

271.6726היא  הפרוטון ומסת בהתאמה, 10 kg.(  

  

  2.9 השאל

בסריג  B, שבו מחצית מהיונים A2BB'O6 הכפול,האיור להלן מציג את המבנה הפרובסקיטי 

 (באיור מוצג המבנה של החומר 'B(א)] מוחלפים לסירוגין ביונים אחרים 2.5.7המקורי [איור 

Sr2MoFeO6.( בחלק השמאלי של האיור מוצגים רק היונים B ו-B'  עיגולים מלאים וריקים)

שמקיפים כל אחד מהם. מהו  יוני החמצן בהתאמה), ובצד ימין מוצגים האוקטהדרונים של

  הסריג שמתאר את המבנה הזה? מהו תא היחידה הפרימיטיבי? מהו הבסיס?

  

   
  

  2.10 השאל

סריג עבור מהם וקטורי ה? 2.3.3 סריג הגרפיט שמופיע באיור ו תא היחידה הפרימיטיבי שלמה  .א

ות וקטורי (באמצע ומהן הקואורדינטות של האטומים השייכים אליו, מהו הבסיסהתא הזה? 

  )? סריגה

 C או A, B אפשר לסמן את המישורים שנוצרים ממחיקת האטומים מטיפוס 2.3.6באיור   ב.

סריג הגרפיט מתואר על ידי סידור  ראינו כי 2.3.3בדיון שהופיע אחרי איור  .C-ו A, B באותיות

הסידור מתאר את  B-(ב) ו2.3.2מייצג את הסידור באיור  C ..., כאשרCBCBCB מהטיפוס

 שכבות של …ABCABCABCלגבי סידור (ב). ענו על כל הפרטים שנמנו בחלק (א) 2.3.3 באיור

   .גרפן
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  2.11 השאל

מפורטים בטאו את הנפח של תא היחידה הפרימיטיבי עבור הסריגים ה, 2.7.3יחס לאיור בהתי

  ביניהם: יותוהזו ושלוש הסריג קבועי שלושת באמצעות ,להלן
  

  פאהאורתורומבי ממורכז   .א

  טריקליני  ב.

  מונוקליני  ג.

  טריגונלי  ד.

  

  2.12 השאל

1ממדי מתואר על ידי -גביש תלת 2a a a  ,3 [1 ( 8/3 1)]a c a    , 90    ,

30 (3 )    הבסיס של הגביש מכיל שתי נקודות, בראשית ובנקודה . 

2 1 2 3[(1 /3)( ) ]/2r a a a    לזה.  . בכל נקודה כזאת יש כדור, ושני הכדורים משיקים זה

0ציירו את יחס האריזה של הגביש הזה עבור  1  מהם המקסימלי? . מהו יחס האריזה 

   הזה? הטווח קצות בשני הסריגיים המבנים

  

  2.13 השאל

 אבל שיפוע הקו שעליו משליכים הוא ,2.8.3 באיורחוזרים על תהליך ההשלכה שמתואר 

tan 1/ 2 . ?מהו המבנה של הסריג שייווצר על הקו הזה  

  

  2.14 השאל

  האיורים להלן מתארים ספיחה של "אטומים" כדוריים על שני חתכים מישוריים של סריג 

של ברזל, כך שהאטומים הנספחים נמצאים במרכזי "שקעים" שנוצרים בין אטומי המצע.  FCC-ה

העיגולים המקווקווים הקטנים מתארים את אטומי הברזל, והעיגולים המלאים הגדולים 

מתארים ספיחה על מישור שעובר דרך פאה של  B-ו A איורים מייצגים את האטומים הנספחים.

מתארים ספיחה על מישור  D-ו C) (למשל, הפאה העליונה), ואיורים (ב2.5.3הסריג הקובי באיור 

[למשל, הנקודות הירוקות בחלק  שעובר דרך שני אלכסוני פאות סמוכות שיוצאים מאותה נקודה

  (א)]. המישור האחרון ניצב לאלכסון הראשי של תא היחידה הקובי.2.6.3התחתון של איור 
  

אחד מהמישורים הללו (לפני הספיחה)? מהו קבוע  ממדי של כל-מהו המבנה הסריגי הדו  .א

  )?a המקורי, FCC- (במונחים של קבוע סריג ה הסריג הפרימיטיבי המתאים

 בכל אחד מהאיורים, מהם התאים הפרימיטיביים של הסריגים המורכבים מהמישור הנספח  ב.

  וממישור המצע? מהם קבועי הסריג? מהו הבסיס? 

 דיוס המקסימלי של האטומים הנספחים שעדיין מאפשר אתמהו הר בכל אחד מהאיורים,  ג.

  המבנה באיור?

 במקרה מה צריכים לקיים רדיוסי האטומים הנספחים כדי לאכלס את כל ה"שקעים" במצע?  ד.

  מהן התשובות לשאלה (ב)? הזה,
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A   B   

  

C   D   

  

  2.15 השאל

  , שמשיקים זה0r) של כדורים, בעלי רדיוס 2.3.2אפשר לתאר את הגרפן כסריג משושה (איור 

. כוח 1rעל המצע הזה סופחים אטומים, שמתוארים על ידי כדורים בעלי רדיוס  .1.2.1איור  –לזה 

מהי  גדול בהרבה מהכוח שפועל ביניהם.המשיכה של הכדורים הנספחים אל אטומי המצע 

 האריזה הצפופה ביותר האפשרית של האטומים הנספחים (בשכבה מישורית אחת), כאשר היחס

1 0/x r r 3לבין  1בין  ערכים מקבל?  

  

  2.16 השאל

היחידה פרומגנטי של מומנטים מגנטיים על סריג ריבועי. מהו תא -האיור להלן מתאר סידור אנטי

  הפרימיטיבי המגנטי של הסריג הזה? מהו הבסיס שלו?
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  2.17 השאל

(ב) מראה את המבנה הטטרגונלי של לנתנום קופראט. המבנה הזה קיים רק 2.5.7איור 

 בתוך הסריג הזה. הנקודות CuO2 בטמפרטורות גבוהות. האיור להלן מתאר מישור אחד של

כשמורידים  ודות הקטנות מייצגות את יוני החמצן שם.הגדולות מייצגות את יוני הנחושת, והנק

ממדי) -התלת את הטמפרטורה, האוקטהדרונים שמקיפים כל אחד מיוני הנחושת (בסריג

: האוקטהדרונים שמקיפים את אטומי הנחושת שמחוברים על ידי מסתובבים בזוויות קטנות, 

והאוקטהדרונים האחרים  סביב הקו הזה בכיוון השעון,קו מלא באיור להלן מסתובבים 

כתוצאה מהסיבוב, יוני החמצן  מסתובבים סביב הקווים המקווקווים בכיוון הפוך לכיוון השעון.

המסומנים בקו אופקי נעים אל מתחת למישור, ויוני החמצן המסומנים בקו אנכי נעים אל מעל 

רית, ולפיכך המרחקים בין החמצנים אינם למישור. האוקטהדרונים משמרים את צורתם המקו

לצירי הסיבוב, כמו באקורדיון, ולכן יש  משתנים. התוצאה היא כיווץ של כל הסריג בכיוון שניצב

בטמפרטורות גבוהות לבין פאזה חדשה, עם  מעבר בין הפאזה הטטרגונלית שהיתה קיימת

  סימטריה נמוכה יותר. 

המישורי שמוצג באיור להלן, ומה היה הבסיס שלו  מה היה תא היחידה הפרימיטיבי בסריג  .א

  (כלומר, בלי הסיבובים של האוקטהדרונים)?  לפני מעבר הפאזה

מהו מבנה הסריג המישורי הזה אחרי מעבר הפאזה, מהם קבועי הסריג שלו, מהו התא   ב.

  הפרימיטיבי שלו ומהו הבסיס? 

ר יוני הנחושת מסתדרים בסידור בטמפרטורות נמוכות יותר מתרחש מעבר פאזה נוסף, כאש  ג.

 היונים המחוברים על ידי קווים מלאים באיור של המישור יש מומנט פרומגנטי. לכל-אנטי

(ביחידות המתאימות), ולכל היונים המחוברים על ידי קווים מקווקווים יש מומנט  1+מגנטי 

  . מהו תא היחידה המגנטי במישור? 1–מגנטי 

(ב) עובר אותם מעברי פאזה, כשצירי הסיבוב 2.5.7חמצן באיור -כל אחד ממישורי הנחושת  ד.

והסידורים המגנטיים מוזזים במקביל לעצמם, כשעוברים ממישור למישור. יוני הנחושת 

(ב) נשארים מעל למרכז המעוין שנוצר 2.5.7במישור האמצעי של התא הטטרגונלי באיור 

שתואר לעיל. אם מתעלמים מעיוותים אפשריים של הסריג במישור שמתחתם בגלל הכיווץ 
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מהו תא היחידה ומהו הבסיס שלו  ממדי,-בכיוון שניצב לבסיס, מהו המבנה הסריגי התלת

   בטמפרטורה נמוכה?

  

  

  

  

_

_

_

_

_

_

_

_

_    
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  הערכה עצמיתחזרה ולשאלות לתשובות ל
  

  2.1 תשובה

הריבועי ושל  זייץ של הסריג-ויגנר. תאי 2.2.3זייץ של הסריג המשולש הוצג כבר באיור -תא ויגנר

הסריג המלבני הם אותם תאים שמורכבים מוֶקטורי הסריג שלהם, אבל ראשית הצירים מוזזת 

זייץ של הסריג הנוטה מוצג להלן, בקווים עבים. - . תא ויגנר2.2.2למרכז התא המקורי, ראו שאלה 

  לבין אחד משכניו.כל קו עבה הוא אנך אמצעי לקו המקווקו שמחבר בין האתר שבמרכז 

  

  
  

  2.2 תשובה

משולש, עם  , מילה יפנית שמתארת גזירות אמנותיות מנייר) הוא סריגKagoméסריג הקגומה (

בסיס שמורכב משני משולשים כמו אלה שכלולים בתוך תא היחידה המעוין שמסומן בקווים 

יור זהות. זהו התא עבים באיור להלן. קל לראות כי הסביבות של קודקודי תא היחידה המופיע בא

הפרימיטיבי. אם מזיזים את המעוין קצת למטה ושמאלה, רואים כי בתוך התא נשארות שלוש 

נקודות סריג (מסומנות באיור), שמהוות את הבסיס של הגביש הזה. נקודות אלה הן הראשית, 

2 /2a 1-ו 2( )/2a a .כאשר וקטורי הסריג הם שתי הצלעות של תא היחידה ,  
  

סריג קהיר מופיע בהרבה גרסאות, שבהן הזווית בין הצלע הארוכה יותר לבין הציר האופקי היא 

  90)או )  30. בגרסה שמוצגת בשאלה בחרנו  .  אזי 1אם אורך הצלע הארוכה הוא ,

. כפי אפשר לבטא את הקואורדינטות הקרטזיות של כל נקודות הסריג באמצעות הזווית 

שרואים באיור השמאלי להלן, תא היחידה של סריג קהיר הוא ריבוע (שמסומן בקווים עבים), 

: לכל קודקודיו של הריבוע סביבות זהות. הבסיס מכיל והתוצאה הזאת איננה תלויה בזווית 

 ת הסריג שמסומנות בתוך תא היחידה הזה (כפי שאפשר לראות, למשל, כאשראת שש נקודו

 מזיזים את תא היחידה שמאלה). עם וקטורי הבסיס שמסומנים באיור, וקטורי הבסיס הם

1 ˆ ˆ2cos ( )a x y  2-ו ˆ ˆ2 cos ( )a x y ונקודות הבסיס הן הראשית וכן הנקודות , 

1 21 2a an nx x, עם  
  

1 2( , ) (1 ,1 )/4, (1 ,1 )/2, ( ,1)/2,(1,2 )/2, (3 ,3 )/4n nx x w w w w w w w w         
  

tanw כאשר .  
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  2.3 תשובה

זה זהות. לכן,  ובאמצעי הצלעות) אינן המקוריבסריג הריבועי ( הסביבות של שני סוגי האתרים  .א

 והבסיס תא היחידה הפרימיטיבי זהה לתא של הסריג הריבועי המקורי, איננו סריג ברווה.

  מכיל שלוש נקודות, למשל, הנקודות המוקפות במעגל.

  

  
  

1את קבוע הסריג הריבועי, אזי וקטורי הסריג הפרימיטיביים יהיו  a-אם נסמן ב   ( ,0)a a   

2-ו (0, )a a, (0,0)הנקודות  את מכיל והבסיס, ( /2, (0,0), /2)a a.  

של הסריג הטטרגונלי  הפרימיטיבי להלן מראה את תא היחידה זהו סריג ברווה. האיור  .ב

  זה. שמתאים למקרה
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 את קבוע הסריג הריבועי, אזי וקטורי הסריג הפרימיטיביים יהיו a-אם נסמן ב  

1 ( /2, /2,0)a a a  , 2 ( /2, /2,0)a a a 3- ו (0,0, )a a.  

הסביבה של הנקודות באמצעי הפאות האנכיות שונה מהסביבה של זה איננו סריג ברווה.   ג.

 . התא הפרימיטיבי ממשיך להיות התא הקובי המקורי, והבסיסקובייההנקודות בקודקודי ה

,(0,0,0)למשל  נקודות, שלוש מכיל (0, /2, /2), /2, /2)( 0,a a a a. 

המקורי, גם זה איננו סריג ברווה. גם כאן התא הפרימיטיבי ממשיך להיות התא הקובי    ד.

0)0) נקודות, ארבע מכיל והבסיס ,,0,0), ( /2,0,0), /2 0 (0, ), / ),0, 2a aa.  

 

  2.4 תשובה

2i במקרה הראשון נרשום  .א in n 1 , ונקבל 2 32( , , )Ri n n n    לכן זהו סריג קובי פשוט, עם .

12 הוא קבוע הסריג המקורי). במקרה השני נרשום 2a )aקבוע סריג שאורכו  1in n  , ונקבל 

1 2 3(1,1,1) 2( , , )R i n n n    2שאורכו  סריג . לכן גם זה סריג קובי פשוט, עם קבועa )a הוא 

  .(1,1,1) בנקודה הצירים המקורי) ועם ראשית הסריג קבוע

1  ב. 2 3n n n  הוא זוגי, אם שלושת ה-in-זוגיים -ים כולם זוגיים, או אם שניים מהם אי

והשלישי זוגי. במקרה הראשון נקבל את הסריג של חלק (א), שהוא סריג קובי פשוט עם קבוע 

 . במקרה השני נקבל שלושה סריגים שמאופיינים על ידי הנקודות2aסריג 

1 2 32( , , )R Rm m
i n n n    , 1 כאשר (1,1,0)R  ,2 (1,0,1)R , 3 (0,1,1)R . כי  לראות קל

סוגי הנקודות,  כלהיחידה. כשמחברים את  תא של הפאות באמצעי נמצאות אלה נקודות

  .FCC-ה סריג מתקבל

1- לראות כי הדרישה ש אפשר  ג. 2 3( )n n n  כאשר ,לדרישה שסכומם זוגיזוגי זהה - אי 

Rmקטור מוסיפים לוֶ 
i  סריג כלומר, קיבלנו שוב .(1,1,1) הוֶקטוראת FCC, סריגמוזז ביחס לש 

 (ב). מסעיף FCC-ה
  

  2.5 תשובה

הוא מוצג גם . קובייההאיור השמאלי להלן מציג את המלבן שנוצר מחיבור של שתי צלעות נגדיות ב

2AF בקווים עבים על גבי תא היחידה הקובי של הסריג בצד ימין. צלעותיו הן a, AG a .

3 , ולכןקובייההאלכסון של המלבן הזה הוא אלכסון ה /2AO a.  הישרBC  הוא האנך האמצעי

, ולכן הוא מונח על הדופן המתאימה של תא O- ו Aשמחבר בין נקודות הסריג בנקודות  AOלקטע 

. מהדמיון בין C בנקודה קובייהזייץ. הדופן הזאת פוגשת את הדופן שנמצאת על פאת ה- ויגנר

/נקבל כי  AOD- ו ABCהמשולשים  / 2/3AB AC AD AO  ,3. לכן 2/8AC a ,מכאן .

2/8CD AD AC a   ,קטע זה האחרון שווה למחצית הצלע של הדופן הריבועית של התא .

שנמצאת על הפאה. חזרה על הטיעון הזה עבור כל המישורים שמחברים שתי צלעות נגדיות של 

  צלעות.- הללו אכן ריבועיות. מכאן נובע גם כי המשושים הם שווי מראה כי כל הדפנות קובייהה
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  2.6 תשובה

מכיל שני אטומים. לכן, הצפיפות האטומית (מספר האטומים ליחידת נפח) שלו  BCCכל תא   .א

(BCC)3היא  2/ (BCC)a  קיבלנו כי נפח תא היחידה של סריג  2.6.1. בפתרון שאלה  

2הצפוף ביותר הוא  HCP-ה 3(HCP) 3 /2 2 (HCP)V a c a  ,התא מכיל שני אטומים .

(HCP)3ולכן  2/ (HCP) 2 / (HCP)V a  מהשוואה של שתי הצפיפויות נקבל .   

Å 1/6(HCP) (BCC) 2 3.77a a   .  

  , אזי הצלע של תא r ראינו כי אם רדיוס כל אטום הוא )2.5.1( מהדיון אחרי משוואה  ב.

(BCC)- היחידה הקובי ממורכז הגוף שווה ל 4 / 3a r ,מאחר שכל תא מכיל שני אטומים .

3 הצפיפות האטומית היא 3(BCC) 2/ (BCC) 3 3 /(32 )a r   קיבלנו  2.5.4. בפתרון שאלה

(FCC)כי  2 2a rולכן הצפיפות האטומית עבור סריג ה ,-FCC  היא

3 3(FCC) 4/ (FCC) 1/(4 2 )a r  . ,מכאן (FCC)/ (BCC) 8/(3 6 ) 1.08866   . 

ית שלו, כלומר, המסה של אטום ברזל היא מסת הפרוטון כפול המסה האטומ

27 26(Fe) 55.85 1.6726 10 kg 9.34 10 kgM      . ,לכן   

  3 28 3(BCC) 7900(kg / m )/ (Fe) 8.46 10 /mM    3, ומהקשר(BCC) 2/ (BCC)a  

(BCC)3 נקבל 2/ (BCC) 0.287nm 2.87Åa   .  

  

  2.7 תשובה

0x בגבול  .א  מתחילים מסריג ה-FCC ,2 שעבורו מתקיים הצפוף 2a r כמו בפתרון ,

. יחס זה ימשיך להתקיים כל עוד היון הקטן נכנס בין שני היונים הגדולים על 2.5.4לשאלה 

)2, כלומר, קובייהצלע ה )a r r  , 2 או 1x   בתחום הזה, יחס האריזה הוא .

3 3 3 34 (4 /3)( )/ ( 1)/(3 2 )r r a x        .  

)2- שווה ל קובייהצלע ה משיקים זה לזה,כאשר שני היונים   ב. )a r r  ,  ואילו אלכסון

2הפאה חייב לקיים  4a r ,2, כלומר 1x  בתחום הזה מתקיים . 

3 3 3 3 34 (4 /3)( )/ 2 ( 1)/[3( 1) ]r r a x x        .  

FCC ,0.74האיור להלן מציג את התוצאה. יחס האריזה משתנה בין התוצאה של   ג.  עבור ,

0x  לבין התוצאה של ,SC ,0.52  1, עבורx  ,0.793. היחס הוא מקסימלי , 

2כלומר, כאשר  משיקים, היונים כל כאשר 1 0.414x   .  

A

G

F

O

B

C D
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  2.8 תשובה

0xבגבול   .א  מתחילים מסריג ה-FCC  2הצפוף, שעבורו מתקיים 2a r כמו בפתרון ,

המופיע  הטטרהדרון. יחס זה ימשיך להתקיים, כל עוד היון הקטן נכנס לתוך 2.5.4לשאלה 

, קובייהה . מאחר שהמרחק בין מרכזי שני היונים הקרובים שווה לרבע מאלכסון2.5.6באיור 

3/4 השוויון- היונים הגדולים ימשיכו להשיק זה לזה, כל עוד יתקיים אי ( )a r r  , או 

6 /2 1x  . הוא האריזה יחס הזה, בתחום   
  

3 3 3 34 (4 /3)( )/ ( 1)/(3 2 )r r a x       .  
  

3/4כאשר שני היונים משיקים זה לזה, מתקיים השוויון   ב. ( )a r r  ,  ואילו אלכסון

2הפאה חייב לקיים  4a r,  ,6כלומר /2 1x  .  בתחום הזה מתקיים  
  

3 3 3 3 34 (4 /3)( )/ 3( 1)/[4( 1) ]r r a x x        .  
  

1xהשרטוט הימני להלן מראה את יחס האריזה. יהלום מתאים ליחס   ג. כאשר מתקבל , 

3/16 0.34   ,0.749. המקסימום ,מתקבל, כאשר כל הכדורים משיקים , 

6כלומר, כאשר  /2 1 0.225x    השרטוט השמאלי מראה את יחסי האריזה של שלושת .

1xסוגי הגבישים. עבור  גביש הצזיום כלוריד הוא הצפוף ביותר. כשמקטינים את , x ,

העדיפות עוברת למבנה מלח הבישול, שהוא המבנה הצפוף ביותר בתחום 

1/36 /2 1 4 1x    6. עבור /2 1x  , צפיפויות האריזות של מלח בישול ושל צינק -

  בלנדה מתלכדות.
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נשתמש בתוצאות של חלק (ב) עבור המרחק בין שני היונים השכנים:   ד.

3/4 ( ) 0.234nma r r    0.540. לכןnma והצפיפות היא , 

3 27 3 34[ (Zn) ( )]/ 4(65.38 32.064) 1.6726 10 kg / 4140kg /mm m S a a     .   

  

  2.9 תשובה

, אפשר לראות שיש להם מבנה שזהה למבנה של מלח בישול (סריג 'B-ו B אם מתרכזים רק ביונים

קובי שאתריו מאוכלסים לסירוגין על ידי שני סוגי היונים). לכן, הסריג שבנוי משני סוגי היונים 

כל מה שנותר הוא להוסיף עכשיו  .'Bויון אחד  B , עם בסיס שמכיל יון אחדFCCהללו הוא סריג 

, אזי a הזה מסומן על ידי FCC-את היונים האחרים. אם קבוע הסריג הקובי שמתאר את סריג ה

)בנקודות  'B-ו Bאפשר, למשל, למקם את היונים  /4, /4, /4)a a a ו-( /4, /4,5 /4)a a a ,כלומר ,

  יטיים פשוטים שנמצאים זה מעל זה. במרכזים של שני תאים פרובסק
  

,0,0)- ו (0,0,0) , בנקודותAתא היחידה מכיל גם שני יוני בסימונים הללו,  /2)a ושישה יוני ,

)חמצן, בנקודות  /4, /4,0)a a ,( /4,0, /4)a a ,(0, /4, /4)a a ,( /4, /4, /2)a a a, ( /4,0,5 /4)a a,   

,0)-ו /4,5 /4)a a. תא היחידה מכיל את הנוסחה הכימית. הכול, בסך  

  

  2.10 תשובה

  (א). וקטורי הסריג שלו במישור התחתון ובמישור העליון 2.3.3תא היחידה מופיע באיור   .א

1 , כלומר,2.3.2הם הוֶקטורים שמופיעים באיור  ( ,0,0)a a 2-ו ( /2, 3 /2,0)a a a.   

: c הוֶקטור השלישי ניצב למישורים, ואורכו שווה למרחק בין שני המישורים הללו,

3 (0,0, )a c ,הבסיס של הגביש כולל שני אטומי פחמן במישור התחתון .

1 2(0,0,0), ( /2, 3 /6,0)r r a a אטומי פחמן במישור האמצעי: , ושני 

3 4(0,0, /2), ( ,2 3/3, /2)r rc a a c היחידה תא . שני האטומים האחרונים מופיעים בתוך 

  (ב).2.3.3 באיור המישורי

   הטיפוסים: משלושת המישורים של המעוינים היחידה תאי את מתאר להלן האיור  ב.

  

  

  A  B  C  

  

  ..., תאי היחידה הללו מונחים זה על גבי זה. הסריג…ABCABCעבור מבנה מהטיפוס   

  , ולכן המרחקc אל עצמו בשכבה הרביעית, שמרחקה מהשכבה הראשונה הוא חוזר

  . בסימונים החדשים הללו, וקטורי הסריג הם שוב3c/מישורים שכנים הוא  שני בין

1 ( ,0,0)a a ,2 ( /2, 3 /2,0)a a a 3-ו (0,0, )a cכל תא יחידה מכיל עכשיו בסיס .  
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2אטומים, בנקודות  של שישה ( ,2 3/3,0)r a a 1-ו ( /2, 3/6,0)r a a מהמישור  

A ,(3הראשון ( 4(0,0, /3), ( ,2 3/3, /3)r rc a a c  ) מהמישור השניBוכן ,( 

5 6(0,0,2 /3), ( /2, 3 /6,2 /3)r rc a a c  השלישי מהמישור )C.(   

  

  2.11 תשובה

   .2.4.1באיור  כמו מוגדרות הסריג וקטורי בין הזוויות להלן, התשובות בכל

. התא ממורכז הפאה מכיל ארבע נקודות סריג, ולכן נפח abc נפח התא האורתורומבי הוא  .א

  .4abc/ הוא אחת, סריג נקודת רק שמכיל התא הפרימיטיבי,

ונקבל  ובכיוון שלישי כללי, XY, במישור x-נבחר את וקטורי הסריג הטריקליניים בכיוון ציר  ב.

1 2 3(1,0,0), (cos ,sin ,0), (cos , (cos cos cos )/sin , )a a aa b c z         כאשר , 

2 2 2 21 cos (cos cos cos ) /sinz         2 [מתקבל מהמשוואה
3 3 c a a.[  מרכיבy 

2 מתקבל מהמשוואה 3aשל  3 cosbc  a a. נותנת2.4.2( הצבה במשוואה ( 

2 2 2sin 1 cos cos cos 2cos cos cosV abcz abc           .  

90a נציב  ג.   , הוא המונוקליני היחידה תא נפח כי ונקבל sinabc .  

a עם הטריקליני, הסריג של פרטי מקרה הוא הטריגונלי הסריג  ד. b c  ו-   לכן ., 

3 נותנת (ב) בסעיף התוצאה 2 31 3cos 2cosV a    .  

  

  2.12 תשובה

2נפח תא היחידה הוא  sinV a c  קוטר כל כדור שווה למרחק בין המרכזים של שני הכדורים .

22של הבסיס,  2 2 2
2(2 ) [2(1 /3) (1 cos ) ( / ) ] /4rr c a a      ,בכל תא יחידה יש שני כדורים .

38ולכן יחס האריזה הוא  /(3 )r V  האיור להלן מראה את יחס האריזה הזה. מהנתונים קל .

0 לבדוק כי עבור   זהו סריגBCC, 1 ואילו עבור   זהו סריגHCP  אידאלי. ואכן, יחס

0.74המקסימלי,  האריזה האחרון. , מתקבל עבור הסריג  

  

  
  

  2.13 תשובה

tan ששיפועו האיור להלן מתאר השלכה של הסריג הריבועי על הקו העבה, 1/ 2 .  קל לראות

cosשיש רק שתי השלכות, עם האורכים  , sinL a S a  האורכים על הישר  . מקריאת
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הוא  באיור רואים כי הסידור של הקטעים עליו (החל מקצהו השמאלי באיור)

LSLSLLSLSLSLLSL…. .מתארת היא זו איננה סדרת פיבונאצ'י, אבל גם איננה סדרה מחזורית 

  פיבונאצ'י. סדרת ידי על שתואר מזה שונה גביש-קוואזי

  

  
  

  2.14 תשובה

/הוא סריג ריבועי, עם קבוע סריג  B-ו Aהמצע באיורים   .א 2a  מחצית אלכסון הפאה של)

). תא היחידה מוצג על ידי הקו המלא באיור הימני בשורה העליונה של האיור להלן. קובייהה

/הוא סריג משולש, עם קבוע סריג  D-ו Cהמצע באיורים  2a  האלכסון של כל פאה בסריג)  

מכיל שני קְטרים של אטומי המצע). תא היחידה הוא המעוין שמופיע באיור הימני  FCC-ה

  בשורה התחתונה של האיור להלן. 

 A (הריבוע שמופיע באיור 2aהוא ריבועי, עם קבוע סריג  A הסריג הנספח על המצע בחלק  ב.

ה מכיל בסיס שמורכב מאטום נספח אחד ומארבעה אטומי מצע. הסריג להלן). כל תא יחיד

(שווה לחצי אלכסון של התא הריבועי  aגם הוא ריבועי, אבל עם קבוע סריג  Bהנספח בחלק 

לעומת קודמיו). כאן תא היחידה מכיל אטום נספח אחד ושני  45°- ומסובב ב ,Aשהיה בחלק 

הוא מעוין, עם  Cאטומי מצע. כפי שאפשר לראות באיור, תא היחידה של הסריג הנספח בחלק 

. לכן, זהו סריג משולש, וכל תא מכיל אטום נספח אחד 60°ועם זווית של  2aששווה  צלע

(שווה לשני  3aגם הוא משולש, עם קבוע סריג  Dריג הנספח בחלק וארבעה אטומי מצע. הס

לעומת קודמיו, ומוצג על ידי  30°-גבהים של המשולשים של המצע). תא היחידה מסובב ב

  המעוין באיור להלן. 

בכל אחד מהמקרים, הרדיוס המקסימלי של כדורים שיכולים לאכלס את המבנה המאויר   ג.

  ווה למחצית קבוע הסריג שנמצא לעיל. ש

אם רדיוסי האטומים הנספחים קטנים מרדיוסי האטומים על המצע, אזי האטומים הנספחים   ד.

יכולים לאכלס את כל ה"שקעים" בין אטומי המצע. במקרה הזה הסריג הנספח זהה לסריג 

ם על המצע לבין של המצע. שני הסריגים מוזזים זה לעומת זה בשיעור המרחק בין מרכז אטו

מרכז של "שקע" שסמוך אליו. תא היחידה זהה גם הוא לתא של המצע, אלא שעכשיו התא 

  הזה מכיל בסיס של אטום מצע אחד ואטום נספח אחד.

  

a
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A  B   

 

C  D   

  

  2.15 תשובה

 ןהמרחק בי באיורים להלן, הכדורים שמייצגים את סריג המצע מסומנים בעיגולים מקווקווים.

. מרכזי המשושים, שבהם "כדאי" לאטומים 02r- שכנים קרובים על הסריג המשושה הזה שווה ל

02-הנספחים להתמקם, יוצרים סריג משולש חדש, עם קבוע סריג ששווה ל 3r באיור הימני .

1-להלן, מופיע עיגול (בקו מלא) שרדיוסו שווה ל 0 3r r  ,סביב כל מרכז כזה. עבור הרדיוס הזה

העיגולים הללו בדיוק משיקים זה לזה. לכן, ברור כי אם רדיוס הכדור הנספח גדול יותר מהערך 

/1הגבולי הזה, כלומר,  3x r r אפשר למקם את הכדורים הנספחים במבנה שבאיור -, אי

3x עוד זה מזה. לעומת זאת, אם הימני, ויש להרחיקם ,  אזי אפשר למקם אטום נספח בתוך

1xכל "שקע" משושה של המצע. כאשר   הכדור הנספח "ירחף" במרכז כל משושה, באותו ,

, הכדורים הנספחים ישיקו לששת xמישור כמו הכדורים הסופחים. לערכים גדולים יותר של 

הכדורים הסופחים סביב כל משושה, ומרכזי הכדורים הנספחים יתחילו לעלות, עד למקרה 

3xהגבולי המתואר באיור הימני,   3. כאשר 3x  הכדורים הנספחים יכולים רק ,

ריג המשולש של מרכזי המשושים. במקרה זה נוצר לאכלס משושים שהם שכנים "שניים" על הס

. האיור השמאלי להלן מתאר את הסריג הנספח עבור המקרה 06rסריג משולש עם קבוע סריג 

3xהגבולי,   3. עבורx  דרו על סריג עם גם סריג זה איננו מתאים, והכדורים הנספחים יסת

,3עבור שני מקרי הגבול, יותר.  קבוע סריג גדול 3x האטומים  , מתקבל סריג משולש של

  הנספחים, ובשני המקרים יחס האריזה זהה ומקסימלי.
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  2.16 תשובה

מכל  תא היחידה מוצג על ידי הקווים המקווקווים באיור. קל לבדוק כי הסביבות הנשקפות

נקודת סריג שמתואר על ידי צלעות התא הזה הן זהות. הבסיס כולל ארבעה אתרים, שניים עם 

 האליפסה ספין "למעלה" (בתוך האליפסה שמצוירת בקו מלא) ושניים עם ספין "למטה" (בתוך

  מקווקו).  בקו שמצוירת
  

     

  2.17 תשובה

והבסיס  הסריג הוא ריבועי, (א).2.3לפני מעבר הפאזה המבנה דומה למבנה שנדון בשאלה   .א

  מכיל יון נחושת ושני יוני חמצן. 

כתוצאה מהמעוות של המישור, שני אלכסוני הריבוע לא יישארו שווים זה לזה, והריבוע   ב.

,המקורי יהפוך למעוין. האלכסון בכיוון ציר הסיבוב יישאר באורכו המקורי  2a   

ל צלע של הריבוע המקורי תתכווץ עתה באורכה, ואורכה החדש והאלכסון השני יתקצר. כ

cosaיהיה   האלכסונים ממשיכים להיות ניצבים זה לזה, אבל הצלעות לא ממשיכות .  

 להיות ניצבות זו לזו. האלכסון השני יתכווץ גם הוא, ואורכו החדש יהיה
2 22 ( cos ) ( 2 /2) 2cos(2 )a a a    משפט פיתגורס על משולש שבנוי משני חצאי)

אלכסונים וצלע מכווצת של הריבוע המקורי). קל לראות כי עתה הסביבות של יוני הנחושת 

המוקפים בכוכביות (באיור להלן) זהות, ושונות מהסביבות של היונים שאינם מוקפים 
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ר. צלעות התא הזה לכן, תא היחידה החדש הוא זה שמופיע בצד השמאלי של האיו בכוכביות.

1זהות לאלכסוני התא המקורי אחרי שהתעוות, ולכן אורכיהן הם  2cos(2 )a a    

2-ו 2a a. ,עם בסיס שמכיל  קיבלנו סריג מלבני, מאחר שהאלכסונים הללו ניצבים זה לזה

  שני יוני נחושת וארבעה יוני חמצן. 

י, לכל יוני הנחושת שמסומנים בכוכביות יהיה אותו מומנט מגנטי. פרומגנט-בסידור האנטי  ג.

  לכן, תא היחידה יישאר כמו בסעיף הקודם. 

האיור התחתון להלן מתאר השלכה של סריג יוני הנחושת על מישור הבסיס בטמפרטורות   ד.

פי הנמוכות. בתוך מישור הבסיס, תא היחידה הוא המלבן המקווקו, שמכיל שני יוני נחושת, כ

שתואר בחלקים הקודמים של הפתרון. כשעולים בכיוון שניצב למישור הזה, ומגיעים לגובה 

של תא היחידה המקורי, מתקבל שוב מבנה מישורי זהה לזה של הבסיס, ולכן תא היחידה 

החדש הוא אורתורומבי, עם המלבן הנזכר לעיל בבסיס ועם גובה ששווה לגובה תא היחידה 

עלמנו מעיוותים בכיוון הזה). כפי שאפשר לראות, יוני הנחושת הטטרגונלי המקורי (הת

במישור שנמצא באמצע הגובה של תא היחידה האורתורומבי (שהיו קודם לכן במרכזי התא 

הטטרגונלי) נמצאים עכשיו במרכזי הפאות של התא האורתורומבי. לכן, הסריג החדש הוא 

בעה יוני נחושת (בראשית ובאמצעים אורתורומבי ממורכז פאה. הבסיס שלו כולל עכשיו אר

של שלוש הפאות שסמוכות אליה). מאחר שכל יון נחושת מוקף על ידי הנוסחה הכימית של 

החומר, הבסיס החדש כולל את הנוסחה הכימית ארבע פעמים: ארבעה יוני נחושת, שמונה 

   יוני לנתנום ושישה עשר יוני חמצן.
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  3פרק 
  פיזור קרינה מגבישימ

  

  

בדרכים הניסיוניות לזיהוי המבנה הגבישי של חומרים. השיטה העיקרית שתתואר פרק זה עוסק 

, אבל X-כאן משתמשת בפיזור של קרינה מגבישים. הקרינה שבה משתמשים היא בעיקר קרינת

לפי הצורך משתמשים גם באלומות של נויטרונים או של אלקטרונים. הקרינה מתפזרת מהסריג 

המחזורי ויוצרת תמונת עקיפה על מסך, על לוח צילום או על מונים מתאימים. נזהה את החוקים 

לאואה, ונכיר -שקובעים את זוויות הפיזור שנותנות התאבכות בונה, שנקראים על שם בראג ופון

הטכניקות הניסיוניות המקובלות (פיזור מאבקה או מגביש יחיד של קרינה מונוכרומטית,  את

תוך סיבוב הגביש, או תוך שימוש בקרינה מולטיכרומטית). עוצמת הקרינה המפוזרת מכילה 

טור וֶקשיאים ("שיאי בראג") עבור זוויות פיזור מיוחדות, שבהן ההפרש בין וקטור הגל הפוגע ל

ווה לאחד מוֶקטורי הסריג ההופכי. נדון בפרוטרוט בסריגים ההופכיים הגל המפוזר ש

ובתכונותיהם. זוויות הפיזור הללו ניתנות גם לתיאור על ידי עקיפה ממשפחות מישורים בסריג. 

עוצמת הקרינה בכל שיא קשורה לגורם המבנה, ששווה להתמרת פוּרייה של צפיפות המפזרים 

, גרעינים או מומנטים מגנטיים (עבור פיזור נויטרונים). X)-קרני אלקטרונים (עבור פיזור –בחומר 

גבישים, פיזור אלקטרונים מדגמים -הפרק כולל גם נושאים מיוחדים, כגון פיזור מקוואזי

מישוריים ופיזור נויטרונים ממערכות מגנטיות. הנספח כולל סקירה קצרה של טורי פוּרייה על 

  סריגים מחזוריים.

  

  

   רשימת מושגימ
  

  Brillouin zone  .................................................................................................  אזור ברילואן

  Miller indices  .................................................................................................  אינדקסי מילר

  scattering amplitude  ...................................................................  אמפליטודת (משרעת) הפיזור

  molecular biology  ...................................................................................  ביולוגיה מולקולרית

  phase problem  .................................................................................................  בעיית הפאזה

  Debye-Waller factor  ....................................................................................  וואלר-גורם דביי

  structure factor  ..................................................................................................  גורם המבנה

  magnetic structure factor  .........................................................................  גורם המבנה המגנטי
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  Fourier transform  ..........................................................................................  התמרת פוּרייה

  scattering angle  ...................................................................................................  זווית פיזור

  Bragg law  .............................................................................................................  חוק בראג

  von Laue law  ................................................................................................  לאואה- חוק פון

  Ewald's sphere  .................................................................................................  כדור אוואלד

  organic chemistry  ..........................................................................................  כימיה אורגנית

  multiplicity of a family of planes  ..................................................  ת מישוריםכפילות של משפח

  atomic force microscope (AFM) ...................................................... סקופ הכוח האטומימיקרו

  scanning tunneling microscope (STM)  .................................  מיקרוסקופ מִנהור אלקטרוני סורק

  quantum tunneling  ...........................................................................................  נהור קוונטימִ 

  von Laue equations  ................................................................................ לאואה- משוואות פון

  family of lattice planes  .......................................................................  ת מישורים בסריגמשפח

 scattering amplitude  .......................................................................................  משרעת הפיזור

  reciprocal lattice  ..................................................................................................  סריג הופכי

  scattering intensity  ..........................................................................................  עוצמת הפיזור

  low energy electron diffraction (LEED) ............................. עקיפת אלקטרונים באנרגיות נמוכות

  correlation function  .......................................................................  )קורלציה( מתאם פונקציית

  electron scattering.......................................................................................  פיזור אלקטרונים

  powder scattering  ............................................................................................  פיזור מאבקה

  scattering from anti-ferromagnets ....................................................... פרומגנטים-פיזור מאנטי

  scattering from surfaces ............................................................................... פיזור ממשטחים 

  scattering from quasi-crystals  ............................................................... גבישים-פיזור מקוואזי

  neutron scattering  .........................................................................................  פיזור נויטרונים

  point scattering  .................................................................................................  פיזור נקודתי

  scattering of radiation from a crystal .......................................................... פיזור קרינה מגביש

  monochromatic radiation ......................................................................... קרינה מונוכרומטית

  synchrotron radiation ................................................................................ קרינת סינכרוטרון

  X  .....................................................................................................................  X-rays-קרני

  Bragg peaks  ........................................................................................................  שיאי בראג

  von Laue method  ........................................................................................  לאואה-שיטת פון

 diffraction pattern  ............................................................................................  תמונת עקיפה
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  שיטות לזיהוי המבנה הגבישי :מבוא  :3.1
  

  דרכים ניסיוניות לזיהוי המבנה הגבישי ישנן כמה מיקרוסקופ המִנהור האלקטרוני הסורק: 

  מבוססת על מיקרוסקופ  ממדיים-משטחים דולמחקר של שיטה מודרנית  של חומרים.

 ר גילויו קיבלו רוהררשעבו ),tunneling microscope, STM scanning( המנהור האלקטרוני הסורק

(לפרטים:  1986את פרס נובל בפיסיקה לשנת ) Rohrer and Binnig( וביניג

http://www.nobelprize.org/nobel_prizes/physics/laureates/1986/press.html בשיטה זו מזיזים חוד .(

[שנוצר  בין החוד לבין המשטח כאשר מופעל מתח חשמליד מעל למשטח מוצק. ומתכתי דק מא

 (א)], הזרם ביניהם3.1.1על ידי חיבור המשטח והחוד לשני הצדדים של מקור מתח, כמו באיור 

: המרווח שבין החוד לבין המשטח מייצג מחסום פוטנציאל שהחוד מתקרב למשטחכל גדל כ

. מחסום מנהור קוונטי קוונטי, שהאלקטרונים שיוצרים את הזרם צריכים לעבור דרכו על ידי

הזרם כפונקציה  מדידת .ל הקוונטי הזה קטן כשהחוד מתקרב למשטח, ולכן הזרם גדלהפוטנציא

, מחברים את את הזרם קבוע, שומרים לחלופין פני השטח.גובה מיפוי של  מיקום החוד נותנת של

, ומודדים את המתח בגובה המשטח בהתאם לשינוייםהחוד לקפיץ שמאפשר לו לעלות או לרדת 

(תיאור מלא של  יפוי של גרפן, שהושג בשיטה זאתמראה מ(ב) 3.1.1ור אי .שעוקב אחרי הגובה

  ).1.2.1. ראו גם איור 2.3.4- ו 2.3.2, ראו איורים 2.3מבנה הגרפן הוצג בסעיף 

  

  
  (ב)  (א)

  
(צבע בהיר יותר  זאתהמיפוי של גרפן בשיטה  (ב)  המנהור האלקטרוני הסורק. מיקרוסקופ  (א) :3.1.1איור 

האזורים הכהים מייצגים "עמקים"  .מתאים לזרם גדול יותר, ולכן לגובה גדול יותר של פני המשטח)
אוניברסיטת  ,Eva Andreiבמרכזי המשושים של סריג הגרפן. איור (ב) התקבל מפרופסור אווה אנדריי (

  רטגרס), ונכלל ברשותה.

  

   מיקרוסקופ הכוח האטומיהיא  STM-גרסה משלימה ל מיקרוסקופ הכוח האטומי:

)atomic force microscope, AFM,( ) שמבוסס על תומכהcantilever,( יש חוד דק  שהיא מוט שבקצהו

פני השטח הנבדק, והחוד שלה רגיש לכוח התומכה נעה על  .3.1.2ראו איור  (בעובי של ננומטרים),
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ביניהם או מהפוטנציאלים החשמליים שמופעל עליו מהמשטח, שיכול לנבוע למשל מהמגע המכני 

או המגנטיים של המשטח. כוח זה גדל כשהתומכה מתקרבת למשטח, ולכן קצה התומכה עולה 

ויורד, ותנודותיה של התומכה נמדדות על ידי קרן לייזר שמוחזרת מהצד העליון שלה, כשזווית 

  ההחזרה רגישה מאוד למרחק בין התומכה למשטח.

  

  

  האטומי. הכוח קופמיקרוס :3.1.2איור 

  

פני או של  שכבה דקהיעילות למיפוי המבנה של  שתוארו לעיל ותהשיט פיזור קרינה מגביש:

של  זיהוי .הזה של הגבישהפנימי נותנות מידע על המבנה  אינןממדי, אך - של גביש תלת השטח

מתפזרת  הקרינה. גבישפיזור קרינה מהנעשה כבר שנים רבות בעזרת  ממדי-התלת מבנה הגביש

כל הגלים המתפזרים מכל  של, ולכן הקרינה היוצאת בנויה מהתאבכות זור הפגיעהאמכל אטום ב

 יהיה מסדר גודל רצוי שאורך הגל של הקרינה ברורהכדי לקבל תמונת עקיפה  .הללו האטומים

אורכי גל ה מכתיב הדרישה הזאתים המפזרים. עבור גבישים מוצקים גורמשל המרחקים בין ה

של האנרגיה  , λועם אורך גל ν עבור גלים אלקטרומגנטיים עם תדירות טרומים אחדים.אנגס של

/ ניתנת על ידיכל פוטון  h hc  , כאשר h  ו הקבוע של פלאנקהוא-c האור מהירות היא .

  הקשר מתקבל היחידות, את ובוחרים c-ו h הקבועים את כשמציבים
  

  (Å) 12.4/ (keV) ,  )3.1.1(  
  

81Åכאשר אורך הגל נמדד באנגסטרומים ( 10 cmוהאנרגיה של הפוטון נמדדת בקילו ,( -

191eVוולט (- ןאלקטרו 1.602 10 Joule (כדי לקבל אורכי גל מסדר גודל של המרחקים  ,. לכן

 X- קרני. X- קרנילוולטים אחדים, שמתאימות - אלקטרון- בסריג צריך אנרגיות מסדר גודל של קילו

נוצרות, למשל, כאשר אלקטרון ברמה אטומית נמוכה "נבעט" החוצה, ואז אלקטרון מרמה גבוהה 

וה להפרש בין שתי רמות האנרגיה. יותר "יורד" אל הרמה הזאת ופולט פוטון עם אנרגיה ששו

. המצבים הקוונטיים של דידים ומוגדרים היטבב אורכי גל עם מכילה גליםהקרינה הנפלטת 

, שמייצגים את האנרגיה, את j- ו n , אלקטרונים באטום מאופיינים על ידי המספרים הקוונטיים

התנע הזוויתי המסלולי ואת התנע הזוויתי הכולל (מסלולי וספיני), בהתאמה. מצב היסוד של 
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,1אלקטרון בודד מתואר על ידי  0, 1/2  n j המצב הזה נקרא בספרות .K1/21 , אוs 

). אם המצב הזה ריק, הוא יכול "להתמלא" על ידי אלקטרון 0 מייצג את הערך s(הסימון 

. המעבר הזה מותר מרמות מעוררות X- ש"יורד" אליו מרמה מעוררת, תוך פליטת פוטון של קרינת

3/22 ). בפרט, המעברים מהרמות1מייצג את הערך  p(הסימון  jnp- , שמסומנות ב1עם  p, 

1/22 p 3- ו/ 23 p  1אל רמת היסוד נקראים "מעבריK ,2K 1- וK.בהתאמה ,"  

  

  3.1.1שאלה 

 ,והאנרגיות של שלוש הרמות המעוררות ,8979eV מצב היסוד היאשל  האנרגיה בנחושת,  .א

3/22 p, 1/22 p 3- ו/ 23 p ,952 הןeV ,933eV ,76eV ,.מהם אורכי הגל  בהתאמה

   ?1K-ו 1K, 2Kהמתאימים לשלושת המעברים 

, ששווה zאנרגיות המצבים האלקטרוניים באטומים מתכונתיות לריבוע המספר האטומי   .ב

הקבוע של רידברג, שמופיע למשל במשוואה [ (ביחידות של מטען האלקטרון)למטען הגרעין 

הוא מטען  e, כאשר 4e"פרקים בפיסיקה מודרנית", מכיל את הגורם בקורס  8) ביחידה 1.3(

הפוטנציאל הקולומבי בין הגרעין לבין  האלקטרון. גורם זה נובע מריבוע המקדם של

ורמות האנרגיה  z-, אזי הפוטנציאל הקולומבי מוכפל בze האלקטרון. אם מטען הגרעין הוא

. במוליבדן או בקובלט, בכרום משתמשים X-לקרינת אפשריים. כמקורות ]2z-מוכפלות ב

  מקורות אלו?אורכי הגל של שלושת המעברים הללו עבור  מהם

  

מבוססים על האצת אלקטרונים  X- מקורות "סטנדרטיים" של קרינת קרינת סינכרוטרון:

בשפופרות ואקום. האלקטרונים נפלטים מהקתודה החמה, מואצים על ידי מתח גבוה ופוגעים 

 X- במהירות באנודה. שם הם משחררים אלקטרונים מרמות האנרגיה הנמוכות, וכך נוצרת קרינת ה

"]. , בקורס "פרקים בפיסיקה מודרניתX פרק שעוסק בקרניבגם  [ראו 3.1.1שתוארה בשאלה 

 מהם שנפלטתעוצמת הקרינה  ,זאת עם. בעולםמכשירים כאלה מצויים כיום בהרבה מעבדות 

יכולים  וולטים- אלקטרון- של קילועם אנרגיות מסדר גודל ם פוטוניאיננה גבוהה במיוחד. לחלופין, 

או  וההאטה שלהם גורמת לפליטת פוטונים, ,שאלקטרונים מתנגשים במוצקיםכ גםלהתקבל 

קרינת מחלקיקים טעונים שנעים במעגל, שפולטים פוטונים בגלל התאוצה שלהם ( בקרינה הנפלטת

לקבל כאן אבל אפשר גם  ,ספקטרום רציף של אנרגיותמתקבל  להבשני המקרים הא ).סינכרוטרון

ים. לקרינת סינכרוטרון יכולה להיות עוצמה הרבה יותר מסננב יםכאשר משתמשבודדים  אורכי גל

, שקיימות כיום ), אבל היא מושגת רק במעבדות מיוחדותX- לשפופרות קרני ה(בהשווא גבוהה

כפי שנראה בהמשך,  .בכמה מרכזים, למשל בארצות הברית, ביפן, בגרמניה, בשווייץ, בצרפת ובסין

   SESAME שנקראת כזאת, מעבדהעוצמה כזאת דרושה לחקר גבישים ביולוגיים. 

)Synchrotron-light for experimental science and applications in the middle east ( הוקמה לאחרונה

  ישראל). לרבותמהארצות באזור ( משותף של מדענים לשימוש ומיועדת בירדן
    

   



 וצקפי�יקה של מצב מ  134

מהגביש של פיזור תמונת עקיפה יכולה להיות מושגת גם על ידי  אלקטרונים או נויטרונים:פיזור 

(שמתקבלים מכורים  אלקטרוניםו נויטרונים אכגון  ,חלקיקים בעלי מסה סופית אלומות

נהגים גם כגלים מת חלקיקים הקוונטי שבתחום העובדהתוך ניצול  ,גרעיניים או ממאיצים)

עבור  .)"פרקים בפיסיקה מודרנית" דיון בנושא בקורס, ראו de Broglieברולי, - של דההדואליות (

k/ םברולי ה-הגל של דההגל ואורך וקטור  ,p ותנע m חלקיק עם מסה p  ו -/ p h, ולכן 

2האנרגיה של כל חלקיק היא  2/(2 ) h m .  רך הגל של אלקטרונים ניתן מתקבל כי אומכאן  

   על ידי

  1/2(Å) 12/[ (eV)] ,  )3.1.2(  
  

  של נויטרונים הוא ואורך הגל

  1/2(Å) 0.28/[ (eV)]   )3.1.3(  
  

וולטים אחדים לאלקטרונים -ןמסדר גודל של אלקטרו המתאימות הן לכן האנרגיות .(בדקו!)

יש לציין כי חתך הפעולה לפיזור של אלקטרונים על ידי  לנויטרונים.וולטים -אלקטרון וחלקי

אטומים הוא גדול, ולכן האלקטרונים מפוזרים בדרך כלל על ידי האטומים הקרובים לשפה של 

הדגם ואינם חודרים לעומק הגביש. לכן, פיזור אלקטרונים שימושי בעיקר לחקר התכונות של 

לציין גם כי לנויטרונים יש שתי תכונות ייחודיות בהשוואה  ). יש3.12משטח השפה (ראו גם סעיף 

לפוטונים: ראשית, הם מפוזרים בעיקר על ידי הגרעינים ולא על ידי האלקטרונים בחומר, ולכן 

הם שימושיים כשרוצים למצוא מידע על מיקומי הגרעינים. שנית, לנויטרונים יש מומנט מגנטי 

כדי לקבל מידע על המיקומים ועל הכיוונים של ואין מטען חשמלי, ולכן משתמשים בהם 

  ).3.13המומנטים המגנטיים בחומר (ראו גם סעיף 

  

  

   חוק בראג  :3.2
  

, הכוחות בין האטומים (או היונים או 4כפי שנראה בפרק  פיזור אלסטי מגביש מחזורי:

משקל, כאשר האטומים הללו נמצאים בנקודות של גביש -המולקולות) בגביש מתאפסים בשיווי

כי האטומים מתנדנדים סביב נקודות הסריג הללו, כמו  5מחזורי מסודר. עם זאת, נראה בפרק 

ם של הפוטנציאל שלו אפילו במצב היסוד. שאוסצילטור הרמוני קוונטי מתנדנד סביב המינימו

ברוב הפרק הזה נתעלם מהתנודות הללו ונניח כי האטומים נמצאים במיקומים הממוצעים 

את שתי הגיאומטריות סכמטי  באופן מתאר 3.2.1איור שלהם, כלומר, בנקודות הסריג המחזורי. 

האטומים נשארים  העיקריות שבהן משתמשים בניסיונות של פיזור קרינה מגבישים. כאשר

, כמו אלסטיהוא  פיזורולכן ה ,אין חילוף אנרגיה בין הקרינה לבינםקבועים בנקודות הסריג, 

את משמר  במקרה של כדור קלאסי שפוגע בקיר ומוחזר ממנו מבלי להחליף אִתו אנרגיה. הפיזור

גל אורך ההקינטית של החלקיקים המתפזרים (פוטונים, נויטרונים או אלקטרונים), ו אנרגיהה

המפוזר שווה לאורך הגל הפוגע. בסעיפים הבאים נציג כמה דרכים לקבל את התנאי להתאבכות 

  בונה של הקרינה המפוזרת מהגביש, ובהמשך נראה כי כל הדרכים הללו שקולות זו לזו.
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אפשר לבצע ניסוי של פיזור מאבקה שמכילה הרבה גרגרים (גבישונים) של  פיזור מגביש יחיד:

של החומר הנבדק. כפי שנראה  גביש יחידמ(א) מתאר פיזור 3.2.1או מגביש בודד. איור החומר, 

בהמשך, אפשר לזהות כל מקרה שבו מתקבלת התאבכות בונה של הקרינה המפזרת מהגביש כפיזור 

כי מקבילים שמכילים את אטומי הגביש. כדי לפשט את הדברים נניח  ממשפחה של מישורים

שהזווית  באופן נמקם את הדגםומכילה את אחד המישורים הללו.  ,מישוריתהשפה של הדגם היא 

שוות זו , מישורבין הבין הקרן המפוזרת ל, והזווית - , המסומנת בבין הקרן הפוגעת לבין המישור

90הזווית בין הקרן הפוגעת לבין האנך למישור,  .(א)]3.2.1[באיור  לזו   נקראת באופטיקה ,

 האלומה המפוזרתכיוון האלומה הפוגעת (שמגיעה משמאל) לבין כיוון הזווית בין ". הפגיעה זווית"

הזווית הזאת . 2היא  )באיור השמאלי או פוגעת בלוח צילום באיור הימני,(שמגיעה אל המונה 

מישור השפה של הדגם מאונך לחוצה הזווית בין  הנדונה, ". בגיאומטריהזווית הפיזורנקראת "

בינו לבין מקור הקרינה ובינו  קטן לעומת המרחקים הדגם בדרך כלל הקרן הפוגעת לקרן המפוזרת.

כל הקרניים המקבילות זו . הסריג) קבועל (אם כי רחבה יחסית דוהאלומה צרה מאולבין המונה, 

המשרעות צריך פשוט לסכם על , ואחת קדות שם לנקודהפוגעת במונה ממושלזו שכלולות באלומה 

משרעת הגל שמגיע כדי לקבל את ים מחלקים שונים של הדגם המפוזר גליםשל כל ה (אמפליטודות)

המפוזרת מתכונתית  עוצמת הקרינה"). משרעת [אמפליטודת] הפיזוראל המונה (שנקראת גם "

משך, הגלים המפוזרים מתאבכים זה עם לריבוע הערך המוחלט של המשרעת הזאת. כפי שנראה בה

זה, ונוצרת התאבכות בונה רק עבור ערכים בדידים של אורך הגל של הקרינה (כאשר קובעים את 

זווית הפיזור), או לחלופין עבור זוויות פיזור בדידות (כאשר קובעים את אורך הגל ומודדים פיזור 

ר ממשפחה אחרת של מישורים מקבילים בכיוונים שונים). כל התאבכות בונה כזאת קשורה לפיזו

בגביש, ולכן זיהוי הערכים הבדידים הללו מאפשר זיהוי של מבנה הגביש המפזר (פירוט בהמשך). 

את המונה על פני הכדור להזיז  (בעלת אורך גל יחיד), קרינה מונוכרומטיתבלהשתמש אפשר 

אפשר  זוויות פיזור שונות. בורלמדוד את עוצמת הקרינה המפוזרת ע (א), וכך3.2.1איור המופיע ב

שמכילה רצף של אורכי גל. קרינה מולטיכרומטית גם לקבוע את מיקום המונה, ולהשתמש ב

אפשר להחליף את במקרה הזה תתקבל התאבכות בונה רק עבור אורכי גל מסוימים. לחלופין, 

פעם שתתקבל בכל בדידות  קרינהנקודות  ענהופתשעליו , או בלוח צילום במסך המונה הנקודתי

 2ראו גם נספח [ )diffraction pattern"תמונת עקיפה" (. מערך הנקודות הזה נקרא בונהת התאבכו

   "].מודרנית בפיסיקה"פרקים  בקורס 2 ביחידה
  

 (ב) מתאר פיזור מאבקה. כותשים את הדגם לגרגרים קטנים (אך עדיין3.2.1איור  פיזור מאבקה:

בזוויות  ממוקמים רים שמפזרים את הקרינה בכל גרגרהמישוגדולים לעומת מרחק הסריג). 

בזוויות פיזור  שונות כלפי האלומה הפוגעת, והתוצאה היא טבעות מעגליות של קרינה על המסך,

מדגים את הטבעות ואת עוצמות הקרינה  3.2.2שמקיימות את תנאי בראג, שיוסבר להלן. איור 

  שמתאימות לכל טבעת.
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  (ב)  (א)
  

מהגביש היחיד, ואז מפוזרת שמגיעה משמאל האלומה   (א) תיאור סכמטי של פיזור קרינה. :3.2.1איור 
, שאפשר להזיזו למקומות שונים על פני הכדור המקיף את הגביש (הכדור מיוצג על פוגעת במונה של קרינה

נה. הקווים המקבילים בתוך הגביש מייצגים את המישורים שמפזרים את הקרי .ידי העיגול שבאיור)
 זוויתל הלוח מתאים עלמעגל  כל פוגעת בלוח צילום.מאבקה של החומר הנחקר האלומה המפוזרת  (ב)

  . ונקודות שונות על כל מעגל מתקבלות מפיזור מגרגר אחר באבקה ,אחרת פיזור

  

  

דוגמה לתמונת עקיפה מאבקה. המשטח העגול מתאר את לוח הצילום שבו הקרינה המפוזרת : 3.2.2איור 
פוגעת, והשיאים הבהירים מתארים את עוצמת הקרינה הממוצעת על כל טבעת. כל שיא כזה מתקבל עבור 

 זווית פיזור שמקיימת את תנאי בראג (שיוסבר להלן).

  

העובדה שגבישים יוצרים תמונת עקיפה נתגלתה על ידי  התאוריה של בראג לפיזור ממישורים:

מאה שנים אחרי התגלית  .1914פיסיקה בשנת בבל שקיבל פרס נו ,von Laue)( לאואה-ס פוןקמ

(שחוקר מבנים של חומרים שונים בעזרת פיזור של קרינה) ממשיך  קריסטלוגרפיההזאת, מדע ה

- הוכרזה כשנה הבין 2014להיות תחום פעיל מאוד של מחקר. לציון מאה השנים הללו, שנת 

חוברת מיוחדת שבה  2014אר בינו 30-הוציא ב Natureלאומית של הקריסטלוגרפיה. העיתון 

(שנלקח מהחוברת הזאת) כולל ציוני דרך במשך מאה  3.2.3מפורטת ההתקדמות בתחום, ואיור 

  השנים הללו. רבים מציוני הדרך הללו יוזכרו בהמשך הספר. 
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  מהמאמר נלקח קריסטלוגרפיה. של שנהמאה  :3.2.3איור 
N. Jones, "Crystallography: Atomic secrets", Nature 505, 602 (2014). 

  

 ויליאם הנרי בראגנעשתה על ידי  עקיפה מגבישיםשל תמונת ה ניתוחד על הומאה עבודה חשוב

)Bragg( ,שניהם קיבלו את  ויליאם לורנס בראג ובנו) בעבודתם  ).1915פיסיקה בשנת בפרס נובל

וכי תמונת  ,])(א3.2.1איור בכמו [הם הניחו כי החומר מורכב ממישורים מקבילים  המקורית

 מושלם גבישכל  ,בפרק הקודםכפי שראינו  למעשה,. העקיפה נוצרת מהפיזור מהמישורים הללו
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הניתוח של האב  בסיסים מורכבים יותר). ומולקולות איונים, (אטומים,  בנוי מאלמנטים בדידים

ותן והבן בראג מתאים רק למישורים שעליהם נמצאים האלמנטים הללו. בהמשך נראה כי א

  תוצאות מתקבלות גם כשמחשבים את משרעת הפיזור מנקודות בדידות בגביש.
  

ממדי - הזכרנו כי לחתכים מישוריים שונים של סריג מחזורי תלת 2.9 בסעיף מישורים בסריג:

 להשתכנע כי כל סריג יכול אפשרמהסתכלות על סריגים שונים יכולים להיות מבנים שונים. 

. למשל, ממדי-דו כל מישור כזה הוא בעצמו סריגו מישורים מקבילים,של אוסף כלהיות מתואר 

על ידי שכבות מישוריות מקבילות, שכל אחת מהן היא  2.3.3אפשר לתאר את סריג הגרפיט באיור 

בנוי ממישורים ריבועיים מקבילים, וסריגי  2.5.1סריג משושה (שנקרא גרפן). הסריג הקובי באיור 

בנויים משכבות מישוריות, שכל אחת מהן היא סריג משולש. סריג  2.6.3באיור  HCP-וה FCC-ה

יכול להיות מתואר גם על ידי מישורים ריבועיים מקבילים [למשל מישור שבנוי מאחת  FCC-ה

  ממדי יכולה לכן להיות מזוהה- (ב)]. כל נקודה בסריג התלת2.5.3באיור  קובייההפאות של ה

 איורו היא נמצאת, ועל ידי מיקומה בתוך אותו מישור. על ידי המספר הסידורי של המישור שעלי

של החלק העליון  .משפחות שונות של מישורים באמצעותלתאר כל סריג  אפשרמראה כי  3.2.4

ור" מיוצג על ידי קו ישר), (כאן כל "מיש האיור מראה חמש משפחות כאלה עבור הסריג המלבני

מישורים עבור כל אחד מהסריגים הקוביים. והחלק התחתון של האיור מדגים שלוש משפחות של 

בכל המקרים קל לראות כי כל נקודה בסריג שייכת לאחד המישורים, בכל אחת מהמשפחות. 

  המשפחות שונות זו מזו במרחקים שבין המישורים ובצפיפות הנקודות בתוך כל מישור.
  

היא לבחור שלוש נקודות  אחת להשתכנע כי כל סריג מתחלק למשפחות של מישורים מקבילים דרך

מאחר  במרחב. אלה מגדירות מישורהנקודות הכלשהן על הסריג (שאינן על אותו קו ישר). שלוש 

, אפשר להשתמש סריגוקטור שבנוי מוֶקטורי ה באמצעות ותמחובר מתוך השלושנקודות  שתישכל 

סריג אחרות, שנמצאות אינסוף נקודות  האלה כדי לזוז ולהגיע אל םוֶקטורישניים מתוך שלושת הב

ביותר קרובה ההסריג  ונזהה את נקודת, גם הן על אותו מישור. עכשיו נבחר נקודה על המישור

באותם וקטורי סריג שהיו  שימושתזוזות מהנקודה החדשה הזאת תוך  אליה שאיננה באותו מישור.

זהה מישורים . חזרה על התהליך תלקודמו מקביל עכשיו מישור חדש,נה רויצתבמישור הראשון 

   , עד שכל נקודות הסריג תשויכנה למישורים.הלאה וכןמקבילים נוספים, 
  

באיור  FCC-) עבור סריג ה200(-כדוגמה לתהליך הזה נסתכל, למשל, על המישורים המסומנים ב

1. נתאר את הסריג הזה על ידי וקטורי הסריג הקובי, 3.2.4 ˆa x a ,2 ˆa y a 3-ו ˆa z a נתחיל .

,0), (0,0,0)משלוש הנקודות  ,0)a 0,0)-ו, )a נקודות אלה נמצאות על מישור .YZ שמופיע ,

לעומת מערכת הצירים  45°-כמישור השמאלי באיור. המישור הזה מכיל סריג ריבועי, שמסובב ב

2הקרטזית, עם וקטורי הסריג  2 3( )/2a a a   3-ו 2 3( )/2a a a   כל נקודה אחרת במישור .

  הזה מתקבלת כקומבינציה לינארית של וקטורי הסריג הללו, עם מקדמים שלמים. כעת צריך
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מעלה: הסריג המלבני. למטה, בסדר יורד: שלושת חלוקה של סריגים למשפחות של מישורים. ל :3.2.4איור 
. החִצים העבים שמופיעים בחלק התחתון של האיור מראים וקטורים BCC- ו SC ,FCCהסריגים הקוביים, 

  שניצבים לכל משפחת מישורים. וקטורים אלה, והסימונים של כל משפחת מישורים, יוסברו בהמשך.

  

 הזה, ולשם כך נציין כי מרחקה של הנקודהלמצוא את המישור הקרוב ביותר אל המישור 

2 ( /2, /2,0)R  a a שליד הראשית) מהמישור  קובייה(שנמצאת באמצע הבסיס של הYZ  הוא

2/a וזהו המרחק הקטן ביותר של נקודת סריג מהמישור הזה. כל הנקודות שנמצאות על מישור ,

 , מתוארות על ידי2Rל אותו מישור יחד עם הנקודה שמקביל למישור הראשון, ונמצאות ע

2 2 2 3 3R a a   n n עם מקדמים שלמים. באופן דומה, הנקודות על המישור הבא ניתנות על ידי 

3 2 2 3 3R a a   n n 3, כאשר ( ,0,0)R  a  2/נמצאת במרחקa  מהמישור השני, וכן הלאה. קל
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בחירה להשתכנע כי אוסף הנקודות על כל המישורים כולל את כל הנקודות של הסריג המקורי. 

בהמשך נמיין את כל  אחרות תבנה משפחה אחרת של מישורים. של שלוש נקודות התחלתיות

  . 3.2.4ונסביר את הסימונים שמופיעים באיור  הללו המשפחות

  

  3.2.1 שאלה

מצאו את משוואת המישור שמכיל את שלוש הנקודות שמופיעות בקצוות של וקטורי הסריג   .א

  (ג),2.5.2) ובאיור 2.5.1במשוואה (
  

1 2 3ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( / 2)( ), ( / 2)( ), ( / 2)( )R x y z R x y z R x y z         a a a.  
  

שנמצאות על המישור הזה? מהו  BCC-מהם וקטורי הסריג שמתארים את נקודות סריג ה  

המבנה של הסריג המישורי שנוצר מנקודות הסריג הללו? מהו שטח תא היחידה בסריג 

המישורי הזה? באילו נקודות חותך המישור הזה את הצירים של הסריג הקובי? האם 

  ? 3.2.4המישור הזה מופיע באיור 

מישור שנדון בחלק (א)? מהו שעובר דרך ראשית הצירים ומקביל ל מהי משוואת המישור  .ב

המרחק בין שני המישורים? מהי משוואת המישור הקרוב ביותר אל המישור של חלק (א), 

? BCC-שמקביל אליו מצִדו השני (לעומת הראשית), ועובר גם הוא דרך נקודות של סריג ה

 מהן המשוואות של כל המישורים האחרים שמקבילים למישורים הללו ועוברים דרך נקודות

  הסריג? 

השתמשו בשטח תא היחידה בתוך כל מישור ובמרחק בין מישורים שכנים כדי לחשב את   .ג

 BCC-צפיפות הנקודות של הסריג במרחב. השוו את התשובה לצפיפות הנקודות על סריג ה

  המקורי, והראו כי אוסף המישורים אכן מכיל את כל נקודות הסריג.

  

שמגיעה ממקור רחוק בצד שמאל, מפוזרת פה של אלומה את תמונת העקיעכשיו ננתח  חוק בראג:

(א), ומגיעה לבסוף אל גלאי 3.2.5איור וצגת בשמ המשפחהלמשל ממשפחה מסוימת של מישורים, 

למישור הדף,  ניצבשמישור  כל קו אופקי מייצגזה הבאיור  .שנמצא רחוק בצד ימין של האיור

את  יםמתאר(במישור הדף)  השטחים האפורים ומחבר נקודות סריג שנמצאות על המישור הזה.

. עם כל אחד מהמישורים זווית (כל אחת) שיוצרות  לומה הפוגעת ואת האלומה המפוזרת,הא

הזוויות הללו שוות זו לזו, כי (בדומה לחלקיקים שמתנגשים במשטח מישורי) התנע של חלקיקי 

משתנה, והם מחליפים תנע רק בכיוון הניצב למשטח. נמצא  הקרינה בכיוון משיק למשטח איננו

עכשיו תנאים להתאבכות בונה של האלומות שמפוזרות על ידי כל אחד מהמישורים (שמאונכים 

נסתכל על שתי הקרניים המופיעות לחוצה הזווית בין האלומה הפוגעת לבין האלומה המפוזרת). 

אם מסמנים את המרחק  ת על מישורים שכנים.שמפוזרות מנקודות שנמצאו ,כחצים עבים בציור

2 שהפרש האורכים בין שתי הקרניים הוא קל לראות ,d-בבין מישורים שכנים  sind  ] זהו

 מול הזווית  אחד מהם הוא צלע שנמצאת שכל ם של שני הקטעים המודגשים בציור,הסכו

 2גם נספח  [ראוהגלים כידוע מתורת  .]d-שהיתר שלו שווה ל (המקווקו באיור) זווית- במשולש ישר
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 שהפרש להתאבכות בונה הואהתנאי  ,של הקורס "פרקים בפיסיקה מודרנית"] 2ביחידה 

  : הגל, אורך של שלמה לכפולה שווה יהיה הזה האורכים
  

  2 sin d n ,  )3.2.1(  
  

מהנוסחה ). Bragg( החוק של בראג) מייצגת את 3.2.1כלשהו. משוואה (הוא מספר שלם  n כאשר

  , ועבור קרינה מונוכרומטית עם אורך גל נתון קבוע) d( ברור כי עבור משפחה נתונה של מישורים

)  קבוע), תתקבל התאבכות בונה רק עבור זוויות בדידות שמקיימותsin (2 )n d  במקרה .

(א) עד שתתקבל התאבכות בונה. לחלופין, 3.2.1הזה יש לסובב את הגביש או את המונה באיור 

אם קובעים את הזווית ואת משפחת המישורים, תתקבל התאבכות בונה רק עבור אורך גל 

2שמקיים  sin / d n ) זור ) עבור פי3.2.1. אף על פי שהאב והבן בראג הוכיחו את משוואה

ממישורים רציפים, התוצאה נכונה גם לפיזור מנקודות בדידות על המישורים, כפי שנראה 

בהמשך. בהמשך הפרק נקבל את התנאים להתאבכות בונה בדרכים שונות (למשל, על ידי פיזור 

  ).3.2.1מנקודות בדידות), ונראה כי כל ההוכחות מובילות אל אותה תוצאה (

  

    

 (ב) (א)
 

  ההפרש ביניהם. ווֶקטור וקטורי הגל הפוגע והמפוזר,  (ב)  אלומה מפוזרת ממישורים בסריג.  (א) :3.2.5איור 

  

  3.2.2שאלה 

 בשני זוג נקודות כל) תתקבל גם אם נשווה בין קרניים שמפוזרות מ3.2.1הראו כי משוואה (

  .(א)3.2.5 באיור שמודגם המיוחד הזוגמ דווקא ולאו ,השכנים המישורים

  

וקטור בעל  d-נסמן בנראה עכשיו דרך אחרת לקבל את התנאי להתאבכות בונה.  לאואה:-פוןחוק 

המפזרת וקטורי גל  לאלומה הפוגעת ולאלומה ונשייך ,(א)]3.2.5 איור[ למישוריםשניצב  dאורך 

k ו -k , ,האורכים האלומות ושל  ההתקדמות כיווניורים מצביעים בוֶקטכאשר ה בהתאמה

2 שלהם ("מספרי הגל") הם /k k   k  . וקטורי הגל של שני  ם שלאורכי, השימו לב

וקטורי הגל הללו קשורים  ור הוא אלסטי, כלומר, משמר אנרגיה.כי הפיזווים זה לזה, הגלים ש

בשתי האלומות, למשל  מהגביש) (או של החלקיקים האחרים שמפוזרים לתנע של הפוטונים

p k  התנע של החלקיקים המפוזרים איננו נשמר, וההפרש בין התנע הפוגע ובין התנע המפוזר .

sinkdלראות כי  קל) (א3.2.5נבלע על ידי הגביש. מאיור       k d k d.  כל אחד מהאיברים
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 (א)3.2.5איור שמתאימה לשני הקטעים המודגשים ב האופטיתהדרך מייצג את  זאתהבמשוואה 

ההפרש בין הדרכים האופטיות של  באורך הדרך).  k  של מספר הגל האופטית היא המכפלה(הדרך 

שני הגלים. התאבכות בונה תתקבל כאשר הפרש הפאזה בין שתי הקרניים שווה להפרש הפאזה 

  בצורה להיכתב גם יכול בראג חוק לכן, ו2 בין שני הגלים הוא כפולה שלמה של
  

  ( ) 2 n   k k d.  )3.2.2(  
  

   ).von Laue( לאואה-פון של שמו על החוק נקרא זאת בצורתו

  

k הוֶקטור(ב) נראה כי 3.2.5 איורמ k  וֶקטור, מקביל לניצב למישורים, כלומר dהמכפלה  ,. לכן

ים, ורוֶקטה) שווה למכפלת האורכים של שני 3.2.2משוואה ( שלהסקלרית באגף שמאל 

2k k  d n יתקבל מישורים של הזאת המשפחה עבור האפשרי ביותר הקטן התנע. הפרש 

   ולכן,  n=1 עבור

  min 2 /k k   d.  )3.2.3(  
  

יש להדגיש כי האלומה המפוזרת נמצאת במישור שמכיל את האלומה הפוגעת וניצב  שיאי בראג:

תתקבלנה על  ,אם נציב מסך או לוח צילום בניצב למישור הפיזור הזה, לכןלמישורים בגביש. 

עם לאואה) - (או את חוק פון שמקיימות את חוק בראגפיזור  בזוויות, המסך נקודות בדידות

התוצאה הזאת דומה לתוצאה שמוכרת לנו מאופטיקה: כל  .nם ערכים שונים של המספר השל

שיא בתמונת הפיזור מסריג עקיפה מתאים להפרש דרכים אופטיות, שמכיל מספר שלם שונה של 

 ,כלומר(על המסך  המיקום כפונקציה של אל המסך מפוזרתהקרינה ציור של עוצמת האורכי גל. 

 ).3.2.2(ראו גם איור  כזאת היכלול לכן שיא צר עבור כל נקוד הפיזור)זווית כפונקציה של 

כי המפזר הוא אכן  וקיומם מוכיח ,Bragg peaks)( השיאים של בראג"השיאים האלה נקראים "

 3.2.2או באיור  (ב)3.2.1איור בשיטה המתוארת ב .הכל נקודהשיא בלהלן נדון בעוצמה של  גביש.

ם כיווניב שמונחיםכי שם הפיזור נעשה מאבקה שמכילה גרגרים  מופיעים עיגולים על המסך,

  להלן).  3.7 סעיף שונים (ראו
  

כפי אף על פי שאינם מחזוריים.  צריםשנותנים גם הם שיאים  גבישים,- קוואזינדון ב 3.11בסעיף 

מקובל להשתמש כעת  הגביש: שכטמן גררה הכללה של מושג של תגליתושכבר צוין בפרק הקודם, 

 הואשהוא מחזורי ובין ש, בין חדים ובדידים במילה "גביש" כדי לתאר כל חומר שנותן שיאי בראג

  בגבישים המחזוריים.  רק נמשיך בינתיים לדון כדי למנוע בלבול מחזורי.- קוואזי

  

  

  מ�ריג ברווה נקודתי פיזור  :3.3
  

 עוצמת הקרינהת ולא חישבנו א, עד כאן עסקנו רק בתנאי להתאבכות בונה פיזור נקודתי:

שמפוזרים משרעת הגל המפוזר מתקבלת מסכום משרעות הגלים  כפי שכבר נאמר, המפוזרת.

 מכל אחת מהיחידות, שמפזרות את הקרינה בגביש. בסעיף זה נטפל במקרה הפשוט ביותר, שבו
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בודד (הכללה תופיע  נקודתימפזר על סריג ברווה שבונה את הגביש מאוכלסת על ידי  Rכל נקודה 

בהמשך). הגלים המפוזרים ייצאו רק מנקודות הסריג הבדידות הללו. נניח עכשיו כי משרעת הגל 

ש"יוצא" מהמפזר שנמצא בדיוק בראשית הצירים של הסריג (שיכולה להיבחר באופן שרירותי) 

00שווה למספר המרוכב  ia a e 0-(כשa 0-ו משרעת הגל ש"יוצא" מכל נקודת יםממשי .(

)-תהיה שווה ל Rסריג אחרת  )
0( ) RR  ia a e כאשר הפרש הפאזות בין שני הגלים שווה להפרש ,

, 3.3.1הדרכים האופטיות של הגלים שמתפזרים משני המפזרים. כפי שאפשר לראות מאיור 

- באיור (ששווה ל Aום הדרך האופטית מהראשית עד לנקודה הפרש זה שווה לסכ k R והדרך (

-באיור אל הראשית, ששווה ל Bהאופטית מהנקודה  k R 0). לכן( ) ( )     R k k R ,

  היא ")הפיזור משרעת" גם המפוזרת (שנקראת באלומהשתתקבל  הכוללת הגל תומשרע
  

  0 0( )
0 0 Z( )i iiA a e e a e    k k R

R
q,  )3.3.1(  

  

כאשר   q k k שווה (עד כדי הקבוע הכפלי  להפרש ה"תנע" בין החלקיקים הפוגעים (

(למשל, פוטונים) לבין החלקיקים המפוזרים וכאשר הגדרנו את הסכום על כל נקודות הסריג 

  בתוך הדגם,
  

  Z( ) ie   q R

R
q.  )3.3.2(  

  

  

  .R-ו  0  בסריג, נקודות משתי שמפוזרים גלים בין התאבכות :3.3.1איור 

  

הקרינה המפוזרת מתכונתית לריבוע הערך המוחלט של משרעת הגל,  עוצמת הסריג ההופכי:

- כלומר, ל
2 22

0 Z( )qA a) 3.3.2. העוצמה הזאת תהיה מקסימלית כאשר לכל האיברים בסכום (

אל מחוץ  ieאפשר להוציא את הגורם  (לכל פאזה קבועה אחרת  0תהיה אותה פאזה, למשל, 

ספר נקודות לסכום, והוא לא ישנה את הערך המוחלט של התוצאה). במקרה זה הסכום שווה למ

)Zהסריג,  )q  N ומתקבל ,
2 2 2

0A a Nהערך המקסימלי הזה יתקבל בכל פעם שההפרש . 

q k k   מקיים את התנאי  
  

  1ie  q R  )3.3.3(  
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של  מיוחדת להתקיים אלא עבור סדרה. ברור כי שוויון כזה איננו יכול Rנקודת סריג  כל עבור

בסעיף הבא נראה כי לכל סריג ברווה אפשר למצוא אוסף של וקטורים שמקיימים  .q וקטורים

}- ) ב3.3.3. נסמן את הפתרונות של משוואה (R כל) ל3.3.3את המשוואה ( }q G  יחד עם כל)

qפתרון  G גם הפתרון  מופיע תמידq G ולכן נחליף לפעמים את הסימן של , G (. כפי

ברווה סריג  ואה גם בונהאלה במרחב ה"תנע" המיוחדים הורים וֶקטאוסף ה ,בהמשךשנראה 

בדיון לעיל תתקבל התאבכות בונה  ,לכן. )reciprocal lattice( "הסריג ההופכישנקרא " מחזורי,

של  k. עבור כיוון נתון של הוֶקטור קטורי הסריג ההופכיוֶ שווה לאחד מ q כאשררק מקסימלית 

kהקרינה הפוגעת מתקבלים שיאים בעוצמת הפיזור עבור כל וקטור    שעבורו מתקיים

q k k G    שיאים של "קטורים בסריג ההופכי. אלה הוֶ עבור אחד הBragg,"  שכבר הוזכרו

)Zהסכום  יאז ההופכי, הסריג קטוריוֶ איננו אחד מ qאם וקטור שינוי התנע לכן.  קודם )q  כולל

יכולים להיות בעלי סימנים שונים, שומדומים  ולכן עם חלקים ממשייםאיברים עם פאזות שונות, 

כפי שנראה היא הרבה יותר קטנה. כך שהם מבטלים זה את זה בסכום, ועוצמת הפיזור השקולה 

 שואף רוחבםבגבול של דגם אינסופי ו ד,ומא עבור דגמים גדולים השיאים של בראג צרים עכשיו,

  לאפס.
  

) באופן מפורש. אם מציבים במשוואה 3.3.2נבחן עכשיו את הסכום ( פיזור מסריג סופי גדול:

1במונחים של וקטורי הסריג,  Rהזאת את הביטוי הכללי של  1 2 2 3 3R a a a  n n n  עם]

   )], מתקבל2.4.1מקדמים שלמים, משוואה (
  

  3 31 1 2 2

1 2 3

Z( ) iu niu n iu ni

n n n
e e e e    q R

R
q,  )3.3.4(  

  

i כאשר iu  q a, .ישנניח ש והסכומים הם על כל הסריג iN הסריג וקטור ווןיאטומים בכ ai, 

. פירוש תנאי השפה הללו הוא שאותו סריג חוזר אל ונניח תנאי שפה מחזוריים על קצות הדגם

ד על ומעט מא (בדגם גדול ההנחות על הקצוות משפיעות של וקטורי הסריג עצמו בכל כיוון

בגלל תנאי  .)Born & von Karman(קרמן -בורן ופוןתנאי השפה הזה נקרא על שם התוצאה). 

זוגי - אי iNלכן, עבור  בכל נקודת סריג. הציריםאפשר להניח את ראשית  ה המחזורייםהשפ

 ונסכם על הערכים השלמים בטווחנמקם את הראשית באמצע הדגם 

( 1)/2 ( 1)/2    i i iN n N  עבור)iN  2/זוגי בוחרים /2 1i i iN n N   ,  והתוצאה

עבור  זהות גדולים. גם בחירה שונה של הראשית נותנת תוצאות מספיקהסופית זהה עבור דגמים 

  מתקיים  ולכן הנדסי, טור הוא מהסכומים אחד כל לבדוק). מומלץ .העוצמה
  

  
( 1) /2

( 1) /2

( 1) /2

sin( /2)1
Z ( )

sin( /2)1


 

 

  


i i i
i i i i

i
i i

N iN u i iiu n i N u
i i iu in N

N ueu e e ue
.  )3.3.5(  

  

הפונקציה 
2

Zi iS  עבור שני ערכים של  3.3.2מוצגת באיורiN כפי שרואים באיור, לפונקציה .

2iהזאת יש שיאים חדים,  iS N2 , בכל פעם שהמכנה מתאפס, כלומר, כאשרi i iu m  q a ,

 ), שעבורו כבר ראינו כי עוצמת הפיזור3.3.3זהה לתנאי (שלם. קל לבדוק כי התנאי הזה  imלכל 
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  שווה  )3.3.5מקסימלית (בדקו!). ליד כל שיא כזה, המנה בצד ימין של משוואה (

)sin-ל /2)/ sin( /2)i i iN w w 2, עםi i iw u m המנה הזאת שווה ל . -iN  0כאשרiw והיא ,

)sinיורדת לאפס כאשר  /2) 0i iN w  0אבלiw ההתאפסות מופיעה לראשונה כאשר .

2 / i iw N 0. למנה יש שיא חד סביבiw בגובה ,iN  4וברוחב בסיס של / iN גובה השיא .

(כמו  2-, אבל השטח מתחת לשיא המרכזי נשאר קבוע וקרוב לiN, ורוחבו קטן עם iN גדל עם

4שטח משולש עם בסיס  / iN  וגובהiN הפונקציה נשארת קטנה יחסית עבור ערכים אחרים .(

והמכנה  1–לבין  1) מתנדנד מהר מאוד בין 3.3.5בין השיאים, כאשר המונה במשוואה ( iuשל 

נשאר סופי. מאחר שהדגמים במעבדה הם תמיד בעלי גודל סופי, לכל שיא של בראג שנמדד 

יהיה תמיד רוחב סופי, אבל הרוחב הזה יהיה בדרך כלל צר מאוד לעומת ההפרשים בין  ןיסיובנ

  וקטורי הסריג ההופכי. 

  

 הפונקציה :3.3.2איור 
2

Zi iS 7 עבורiN (קווים עבים) 10-וiN (קווים דקים).  

  

1) נותנת 3.3.4, משוואה (בשלושה ממדים 1 2 2 3 3Z( ) Z ( )Z ( )Z ( )q  u u u ולכן יתקבלו שיאי בראג ,

2iרק כאשר מתקיימות כל שלוש המשוואות  i iu m  q a ,1,2,3i כלומר, כאשר מתקיים ,

1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3( ) 2 ( )n n n n m n m n m       q R q a a a 1, אוie  q R מהדיון אחרי .

   חייב להיות שווה לאחד מוֶקטורי הסריג ההופכי. q-) נובע ש3.3.3משוואה (
  

מאחר שכל הסריגים הנמדדים הם סופיים, הדיון הנזכר לעיל מספיק כדי  פיזור מסריג אינסופי:

לנתח את התוצאות של ניסיונות הפיזור. עם זאת, בהרבה מקרים הסריגים גדולים מאוד, ואז נוח 

של  ל סריגים אינסופיים. כדי לטפל בגבול הזה, ניזכר קודם כול בתכונותלתאר אותם בגבול ש

), הדלתא של דיראקפונקציית  )r מתמטית, "פונקציית" הדלתא איננה פונקציה אלא .

התפלגות (דיסטריבוציה), אבל ההבדל הזה איננו משנה מבחינת השימושים להלן. בממד אחד, 

  על ידי התכונה העיקרית הזאת:הדלתא מוגדרת 
  

  ( ) ( ) (0)


 f x x dx f



  לכל פונקציה רציפה( )f x  0ולכל.  )3.3.6(  

  

)אם מציבים  ) 1f x) נותנת 3.3.6, אזי משוואה (( ) 1


 x dx



 ולכן האינטגרל על פונקציית ,

קטע שכולל את הראשית. מאחר שהשוויון הזה צריך  כלהדלתא צריך להיות שווה לאחד על 

שואף לאפס, מתקבל שפונקציית הדלתא צריכה להתבדר  , לרבות בגבול שבו  כללהיות נכון ל
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ולשאוף לאפס בכל מקום אחר (וכך תרומתה לאינטגרל על כל קטע שאיננו כולל את  0x-ב

  ממדית מוגדרת על ידי - באופן דומה, פונקציית הדלתא התלת הראשית תתאפס).
  

  3( ) ( ) (0)r r  f d r f  )3.3.7(  
  

) לכל פונקציה רציפה )rf 0, כאשר האינטגרציה היא על נפח כלשהו שכולל את הראשיתr .  
  

  נ) בנספח מראה כי עבור סריג מחזורי אינסופי מתקיים 3.27משוואה (
  

  
3(2 )

Z( ) ( )ie V
    q R

R G
q q G,  )3.3.8(  

  

 נקודות באגף ימין הוא על כל  G  הוא על כל נקודות הסריג, והסכום על  R  כאשר הסכום על

ממדי של דיראק", מכיל שיאים בעלי גובה -, שנקרא "המסרק התלתGהסריג ההופכי. הסכום על 

qאינסופי ורוחב אפסי בכל פעם שהוֶקטור  k k    שווה לוֶקטור של הסריג ההופכי. במילים

  הופכים לפונקציות דלתא.  3.3.2אחרות, שיאי בראג שהופיעו, למשל, באיור 
  

ם יש שיאים חדים בכל פעם למשרעת הפיזור מסריג מחזורי של מפזרים נקודתיי לסיכום:

q שהוֶקטור k k   .סריג  כפי שנראה בהמשך, לכל סוג של שווה לוֶקטור של הסריג ההופכי

בראג הנקודות במרחב התנע שבהן מופיעים שיאי זיהוי  ,לכן .ברווה יש סריג הופכי שמיוחד לו

   מאפשר לזהות את המבנה הסריגי של החומר הנחקר.
  

), עוצמת הקרינה המפוזרת ניתנת על ידי 3.3.1ממשוואה ( עוצמת הפיזור:
2 22

0 ZA a .

בשלושה ממדים, עוצמת הקרינה המפוזרת מתכונתית למכפלה של שלוש הפונקציות 
2

Zi iS 

  . כל כופל כזה ניתן על ידי)]3.3.4[משוואה (
  

  
2 ( )

,

Z ( ) Z    

   
      
  
  
   i i i i i i i i i

i i i i i i

in u in u i n n u in u
i i i i i

n n n n n n
S u e e e e N,  )3.3.9(  

  

-ל in- בשני השלבים האחרונים החלפנו את המשתנה האילם של אחד הסכומים מ   i i in n n .

(בגלל תנאי השפה המחזוריים שמאפשרים להזיז את הראשית של  Zi-הסכום שהתקבל שווה ל

Zi- , ולכן התוצאה שווה לin-הסכום), ואיננו תלוי ב iN ,(בדקו!). מכאן  
  

  
2 2

0 ZA a N,  )3.3.10(  
  

1כאשר  2 3N N N N ,1 2 3Z Z Z Z) (או האנלוג שלה לדגם סופי גדול) קובעת כי 3.3.8. משוואה (

גם לעוצמת הקרינה המפוזרת יש שיא בכל פעם שהפרש של וקטורי הגל שווה לוֶקטור של הסריג 

) נותנת עוצמה שווה לכל השיאים (המקדמים של כל פונקציות 3.3.8ההופכי. עם זאת, משוואה (

ים זה לזה). כפי שנראה בהמשך, התוצאה הזאת ייחודית לפיזור נקודתי. כאשר נכלול הדלתא שוו

יותר מפזרים בתוך כל תא יחידה, נקבל שיאים באותן הנקודות, אבל עוצמות הקרינה בהם 

  תהיינה שונות זו מזו, ותכלנה מידע על המפזרים שבתוך כל תא. 



 147   : פיזור קרינה מגבישימ3פרק   

 ההופכיה�ריג   :3.4
  

הקודם ראינו כי מתקבל שיא בראג בעוצמת הקרינה המפוזרת בכל בסעיף  לאואה:- משוואות פון

 Gפעם שהפרש התנע בין חלקיקי הקרינה הפוגעת לבין חלקיקי הקרינה המפוזרת שווה לוֶקטור 

  שמקיים את המשוואה 

  1ie  G R  )3.4.1(  
  

הסריג "הללו בונים סריג מחזורי, שנקרא  Gנראה עכשיו שהוֶקטורים  .Rנקודת סריג  כלעבור 

), 3.4.1(תנאי את ה . כדי שיקייםההגדרה של הסריג ההופכי) היא 3.4.1משוואה ( ."ההופכי

  חייב לקיים  Gהוֶקטור 
  2 m G R,  )3.4.2(  

  

 )3.4.2( משוואהקל להשתכנע כי  .מייצג נקודת סריג כלשהי R-ו מספר שלם כלשהוהוא  mכאשר 

  ,הסריג וריוֶקטמ אחד כל עבור מתקיימת היא אם ,R לכל מתקיימת
  

  2i im G a,  )3.4.3(  
  

1הוא מספר שלם [כאשר מציבים  im- ו 1,2,3i(בשלושה ממדים)  כאשר 1 2 2 3 3R a a a  n n n 

2i), מקבלים 3.4.2) במשוואה (2.4.1ממשוואה ( i i ii in n m    G R G a משוואות .[

. כאשר משלבים את המשוואות הללו 3.3.2) זהות למשוואות שקיבלנו כבר בדיון אחרי איור 3.4.3(

kעם הדרישה  k q G   ) מתקבלות המשוואות 3.3.3, שנבעה ממשוואה ,(

( ) 2i im   k k aלאואה - פון שמו של על גם הן נקראות, ש)von Laue( .  

  

Gקצה הוֶקטור  שכל אחת מהן דורשת כי ת שלוש משוואות,כולל) 3.4.3( משוואה k k   

על וקטור הסריג הזה  G, באופן שאורך ההיטל של ai מישור שניצב לוֶקטור הסריגמצא על יי

2שווה לקבוע  /i im a. ת שלוש המשוואות בעת ובעונהמתקיימו התאבכות בונה תתקבל רק אם 

לשון  ת בודדות.רק בנקודו חיתוך כזה יקרה ים.מישורחיתוך של שלושת ה ולשם כך נדרש אחת,

G רהוֶקטומרכיבי שלושת לשלוש משוואות עם שלושה נעלמים ( ,אחרת k k  ( לכל היותר  יש

לכן מתקבלות רק נקודות בדידות על לוח הצילום, למשל, בגיאומטריה  רק פתרון נקודתי אחד.

ממדי יש -ועבור דגם דו אחד, מישור רקממדי יש -דגם חד עבור :כדאי לשים לב(א). 3.2.1של איור 

נחזור לנושא  .במקום נקודות בתמונת העקיפהקווים  וקבלית אלההבמקרים  ים.מישוררק שני 

  , כשנדון בפיזור ממישורים.3.12הזה בסעיף 
  

 ),3.4.3ם (מקיימים את התנאי 2G-ו 1G שאם שני וקטורים לראות קל וקטורי הסריג ההופכי:

1גם הסכום שלהם  יאז 2G G מספיק למצוא שלושה וקטורים , לכן .ם (הוכיחו!)יקיים אות

לינארית קומבינציה המשוואות תתקיימנה גם עבור כל , ואז )3.4.3(שמקיימים את  בלתי תלויים

הוֶקטורים שמקיימים את  כלכדי לקבל את עם מקדמים שלמים.  ,אלההורים וֶקטהשל 

(אם אחד  ביותרהקצרים תי תלויים המשוואה, צריך לזהות את שלושת וקטורי הסריג הבל

הוֶקטורים בכיוון מסוים איננו הקצר ביותר, אזי קיים וקטור קצר יותר באותו כיוון שגם הוא 

מקיים את המשוואה, אבל הוֶקטור הזה לא יתקבל כקומבינציה של שלושת הוֶקטורים עם 
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מאחר שאפשר לבחור  .3b- ו 1b, 2b- ב האלהשלושת וקטורי הסריג נסמן את מקדמים שלמים!). 

 מחזורימקדמים שלמים כלשהם, ברור שהוֶקטורים שיתקבלו מהקומבינציות שלהם בונים סריג 

  . ההופכי הסריגאינסופי, וזהו 
  

נבחר את  ,הנזכרות לעילורים הקצרים ביותר שמקיימים את המשוואות וֶקטלמצוא את ה כדי

תנאי מספיק לקיום  .1,0im=, )3.4.3במשוואות ( הערכים הקטנים ביותר של המספרים השלמים

  המשוואותקיום  הוא לעיל שנדרשו התנאים
  

  2i j ij b a,  )3.4.4(  
  

, כאשר 1,2,3i j וכאשר 
1,
0,

  
ij

i j
i j  וריםוֶקטשהמאחר  .הדלתא של קרונקרהיא b j 

 בסריג ורים בסריג ההופכי. כל וקטור אחרוקט כולם הם ),3.4.3( ותמקיימים את המשווא

  , כלומר לו,הל סריגה וקטורי של כקומבינציה מוצג להיות יכול ההופכי
  

  1 2 3G b b b   h k,  )3.4.5(  
  

,כאשר  ,h k  למשל ,נותנת )3.4.3(-) ב3.4.5הצבה של ( ,אכןמספרים שלמים כלשהם. הם, 

1 1 1 2 1 3 1 2h k h       G a b a b a b a) 3.4.5). ממשוואה (3.4.3, כנדרש במשוואה( 

וקטורי  עם, ברווה מהווה סריג G וריםוֶקטברור כי אוסף ה )]2.4.1[ומהשוואה עם משוואה (

q שמתקבלת התאבכות בונה רק כאשר מאחר .3b-ו 1b ,2b הסריג k k G   , מאחרו 

זוויות  של ברור כי התאבכות כזאת תתקבל רק עבור אוסף בדיד ורי הסריג ההופכי בדידים,וֶקטש

  גל. אורכישל  או פיזור
  

משוואה  יש רק בממד אחד וקטורי הסריג ההופכי. ה שלנתמקד עתה במציא דוגמאות פשוטות:

2ba ,)3.4.4( אחת , 2 ההופכי הואבסריג  סריגולכן אורכו של וקטור ה /b a.  כדאי לשים

, לפי הכלל של (כשמכפילים על ידי  1לב כי הממדים של הוֶקטורים בסריג ההופכי הם של אורך/

ברולי, מתקבלות יחידות של תנע, ולכן לפעמים מתייחסים אל הסריג ההופכי כאל סריג -דה

ים וקטורי הסריג ר מתקבלכאש ,שני ממדיםב סריג מלבניתוצאה דומה מתקבלת עבור התנע). 

1 ההופכי 1 2 2ˆ ˆ(2 / ) , (2 / )b x b y a a ,  במקרה  .ממדים בשלושה סריג אורתורומביאו עבור

1-של הסריג המקורי ב אם מסמנים את וקטורי הסריגהאחרון,  1 2 2 3 3ˆ ˆ ˆ, ,a x a y a z  a a a ,

  הוא )3.4.4( ותמשוואהפתרון של ה אזי
  

  1 1 2 2 3 3ˆ ˆ ˆ(2 / ) , (2 / ) , (2 / )b x b y b z  a a a  .  )3.4.6(  
  

  מראה את הסריג המלבני ואת הסריג ההופכי שלו. 3.4.1איור 
  

 ) עבור המקרה הכללי הוא מסובך3.4.4הפתרון של משוואות ( המקרה הכללי בשלושה ממדים:

הוא חייב להיות מקביל למכפלה , 3a- והן ל 2a-חייב להיות ניצב הן ל 1b-מאחר ש .יותר

2הוֶקטורית  3a a שיקול דומה קובע את הכיוונים של שני וקטורי הסריג הנותרים. האורכים .  
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 (ב) (א)
  

1 עם קבועי סריגהסריג המלבני,   (א) :3.4.1איור  2a a. (ב) קבועי עם, המלבני הסריג ההופכי של הסריג 
1 סריג 1 2 22 / 2 /  b a a b .   

  

2iשל הוֶקטורים הללו נקבעים על ידי המשוואה הנוספת,  i  b a אם רושמים .

1 2 3b a a  1, אזי מתקבל 1 2 3 1[ ]   b a a a a) נותנת 3.4.4, ולכן משוואה (

1 2 32 /( [ ])   a a a) נפח תא היחידה בסריג המקורי ניתן על ידי 2.4.2. ממשוואה ,(

1 2 3[ ]V   a a a.  כאשר המכפלה המשולשת היא שלילית, אפשר לבחור וקטורי סריג

  שסימניהם הפוכים לסימנים שהתקבלו לעיל, ולכן נהוג בשני המקרים להשתמש בתוצאה 
  

  3 1 22 /b a a  V ,2 3 12 /b a a  V ,1 2 32 /b a a  V.  )3.4.7(  
  

, כלומר, על ידי 2של  גורםבספרות הכימית מקובל לפעמים להגדיר את הסריג ההופכי בלי ה

iהדרישה  i ij b a3.4.6( . קל לראות כי וקטורי הסריג ההופכי של הסריג האורתורומבי( 

  ) (בדקו!).3.4.7מקיימים את המשוואות היותר כלליות (
  

ביחס  2מכפלה של שווה ל 3bור וֶקטין לציין כי האורך של הימענ הקשר למרחק בין מישורים:

1 היחידה, של תא 'שטח הבסיס'בין  2a a S,  לרשום אפשר ,לכן זה.התא הלבין הנפח של 

3 2 / (001)b  d,  (001)כאשרd  המרחק בין הגובה של המקבילון של תא היחידה, כלומר, הוא

(העובר דרך שמכיל את הדופן הנגדית של תא היחידה מישור הבסיס לבין המישור המקביל אליו 

 להלן נראה כי האורך של כלראינו דוגמה למרחק כזה.  3.2.1. בשאלה )2.4.1, איור 3aהקצה של 

וסימונים  (001) הסימון את ונסביר, גמישורים בסרי ההופכי קשור למרחק בין בסריג וקטור

   .3.2.4דומים שהופיעו באיור 
  

שבסיסו  ,ממדי-סריג דועבור ההופכי  סריגדרך פשוטה לקבל את וקטורי ה ממדי:-המקרה הדו

וקטורי הסריג  .ẑ, הסריג היא להגדיר וקטור יחידה ניצב למישור ,2a-ו 1aורים וֶקטמכיל את ה

1 ההופכי ניתנים אז על ידי 2 ˆ2 /b a z  S 2-ו 1ˆ2 /b z a  S, 1 כאשר 2a a S שטח הוא 

  )].2.4.3[משוואה ( המקורי בסריג היחידה תא
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. כמו באיור הסריג המשולשדוגמה שנשתמש בה רבות היא הסריג ההופכי של  הסריג המשולש:

1סריג נבחר את וקטורי ה ,2.2.2 2ˆ ˆ ˆ, ( 3 ) /2a x a x y  a a לבחור גם [אפשר 

2 ˆ ˆ( 3 ) /2a x y   a, 2 ,. לכן]והתוצאות הפיסיקליות לא ישתנו
1 2 3 /2a a  S a, ומכאן 

1 2 ˆ ˆ ˆ2 / 2 ( / 3)/b a z x y   S a , 2 ˆ4 /( 3)b y a.  הסריג המשולש והסריג ההופכי שלו

4 קבוע סריג , עםמשולש סריג הסריג ההופכי הואגם . 3.4.2באיור מוצגים  /( 3)b a 

 120° ביניהם היא זווית(בדקו!). מהמכפלה הסקלרית של וקטורי הסריג ההופכי קל לראות כי ה

של  סריגוקטורי ה לצפות, אפשר). כפי ש60°ביניהם היא זווית ורי הסריג המקורי שהוֶקט(בניגוד ל

 שלזווית ב לעומתם מסובביםלחלופין,  (או, המקורי הסריג של וֶקטוריםההופכי ניצבים להסריג 

30 .(  

  

 (ב) (א)
  

1הסריג המשולש, עם וקטורי הסריג  (א) :3.4.2איור  2ˆ ˆ ˆ, ( 3 ) /2a x a x y  a a(ב) .   הסריג ההופכי
1של הסריג המשולש, עם וקטורי הסריג  ˆ ˆ2 ( / 3)/b x y  a, 2 ˆ4 /( 3)b y a.  זהו סריג משולש

4עם קבוע סריג  /( 3)b a .  

  3.4.1שאלה 

ניתנים על ידי כללי ממדי -ההופכי של סריג דו סריגהוכיחו כי וקטורי ה  .א
2 2

1 2 1 1 2 22 ( ) /S     b a a a a a, 
2 2

2 1 2 1 2 12 ( ) /S     b a a a a a כאשר ,S  הוא

   .שטח תא היחידה המקורי

  מהו שטח תא היחידה של הסריג ההופכי במישור?  .ב

  

  3.4.2שאלה 

שמונחים זה על  משולשים(שבנוי מסריגים  הפשוט ההקסגונלי הסריג של ההופכי הסריג מהו

  ?גבי זה)

  

   ממדיות מורכבות- נעבור עכשיו לדוגמאות תלת שאינם פרימיטיביים: קוביים סריגים

  במשוואה  וקטורי הסריגמתואר על ידי  FCC הסריג הקובי ממורכז הפאה יותר.

 ה מתקייםהאלסריג וקטורי הור עב כפי שראינו שם, .2.5.4ובאיור  )2.5.2(
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3
1 2 3[ ] /4a V     a a a .נותנת3.4.7( במשוואה )2.5.2(וקטורי הסריג  של הצבה ( ,  

2למשל, 
1 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 ( /2) [( ) ( )]/( ) (2 / )( )b x z y z x y z       a V a ובסך הכול ,  

  
  3 ˆ ˆ ˆ(2 / )( )b z x y  a ,2 ˆ ˆ ˆ(2 / )( )a  b y z x ,1 ˆ ˆ ˆ(2 / )( )b x y z  a.  )3.4.8(  

  

 של סריג קובי ממורכז הם וקטורי הסריג האלה ) מראה כי הוֶקטורים2.5.1השוואה עם משוואה (

4- ל שלו שווה קובייהשצלע ה, BCCגוף,  /a . ,הסריג ההופכי של סריג לכןFCC  הוא סריגBCC.  

  

  3.4.3שאלה 

היחידה בסריג המקורי ובסריג ההופכי מכפלת הנפחים של תאי בשלושה ממדים הוכיחו כי 

2)3- שווה תמיד ל ).  ממדים? ובשני בממד אחד יםמקבילהקשרים המהם  

  

  3.4.4שאלה 

  מהו הסריג ההופכי של הסריג ההופכי?

  

  3.4.5שאלה 

 בלי זאת תוצאה היה לקבל אפשרהאם  מהו הסריג ההופכי של הסריג הקובי ממורכז הגוף?

   המפורט? החשבון את לעשות

  

כפי שראינו בדוגמאות דלעיל, הסריג ההופכי של הסריג האורתורומבי הוא סריג אורתורומבי, 

הסריג ההופכי של הסריג המשולש הוא סריג משולש, הסריג ההופכי של הסריג ההקסגונלי גם 

קוביים  ) גם הםBCC-ו FCCהוא סריג הקסגונלי, והסריגים ההופכיים של הסריגים הקוביים (

)BCC ו-FCC בהתאמה). בדוגמאות הללו, לסריגים ההופכיים יש סימטריות דומות לסימטריות ,

סריגי  14שהיו לסריגים המקוריים. אפשר כמובן להמשיך ולחשב את הסריגים ההופכיים של כל 

בסוף הפרק), ולהראות כי התכונה הזאת נכונה לכל  3.2ברווה במרחב (ראו, למשל, שאלה לחזרה 

הסריגים. העובדה הזאת חשובה, כי ניסיונות הפיזור מזהים את הסריג ההופכי, ואפשר לזהות 

  לפיו את סריג ברווה של הדגם הנמדד.
  

הגל של הקרינה הפוגעת, ין וקטורי שמבהירה את הקשר בדרך גיאומטרית  הכדור של אוואלד:

חתך מישורי של  מופיע(א) 3.4.3איור ב .3.4.3מודגמת באיור  ,הקרינה המפוזרת והסריג ההופכי

נמצא על ציר אופקי  ,kוקטור הגל הפוגע, נניח כי  גל מסוים. אורך נתחיל עם הסריג ההופכי.

, שנמצא k צה השני של הוֶקטור. סביב הקOבמרחב, ונמקם את קצהו בנקודה של הסריג ההופכי, 

2 ,כלומר ,k  לאורך של), נצייר כדור שרדיוסו שווה -(שמסומנת ב Bבנקודה  / .  הכדור זהו

k וקטור הגל היוצא היוצא יש אותו אורך גל, מאחר שלגל. )Ewald( של אוואלד   חייב לחבר בין

מהדיונים אחרי משוואות  .Cשמסומנת על ידי  הכדור, נקודה אחרת על אותו לבין B הנקודה

kההפרש  ) עולה כי3.4.3(- ) ו3.3.3( k  ור סריג הופכי, וֶקטלהיות שווה ל חייבG.  מהציור נראה

kשיוצא בכיוון הוֶקטור הגל המפוזר  ,לכן .C-ו O ור המחבר בין הנקודותוֶקטזה הוא ה כי הפרש  
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 הכדור דרך נקודת סריג הופכי שנמצאת על עובר הצילום רק אם הוא על לוח קרינהתן נקודת יי

 מציירים את הכדור של  k  גל פוגע עבור וקטור ,אחרות מיליםב .)C(במקרה שלנו הנקודה 

מזהים את הכיוונים של הקרינה המפוזרת שנותנים נקודות קרינה על המסך, כמו ו, אוואלד

(ב). חיתוכי הכיוונים הללו עם הכדור של אוואלד הם נקודות של הסריג ההופכי. 3.4.3באיור 

ו נקודות אחרות של הסריג תכן שיכיליי ולכן אחרים, ברדיוסים תנו כדוריםיי י גל אחריםכאור

ולכן כולן  הופכי,על המסך קשורות לנקודות על הסריג ה קרינהנקודות הכל , זאת עם ההופכי.

אם הקרן הפוגעת מכוונת לאורך אחד  בפרט, הסימטריה של הסריג ההופכי. לשקף את צריכות

תשקפנה גם הן את  הנקודות על המסך אז ),4מסדר  ציר, יבוב של הסריג (למשלמצירי הס

 זוויתב סביב הציר סךאת המ נסובב אם תשתנה לאת העקיפה , תמונה(בדוגמהסימטריה הזאת 

  ).90° של
  

   
 (ב) (א)

, ופכי המחבר ביניהםהוקטורי הגל הפוגע והמפוזר ווֶקטור הסריג ה (א). אוואלד הכדור של :3.4.3איור 
G k k   .(ב) סריג  נקודתעובר דרך הגל המפוזר . בכל פעם שתמונת העקיפה שמתקבלת על המסך

חלק (ב) מופיע באדיבותו של פרופסור מיכאל סאוואיה  ., מתקבל שיא של בראג על המסךהכדור על הופכי
)(Sawaya .מאוניברסיטת קליפורניה בלוס אנג'לס  

  

  ברילואנ אזורי  :3.5
  

) ראינו כי התאבכות בונה מתקבלת רק אם 3.3.3נחזור עכשיו לבעיית הפיזור מהסריג. ממשוואה (

  הגל של הקרינה הפוגעת והקרינה המפוזרת מקיימים את המשוואהוקטורי 
  

  k k G  ,  )3.5.1(  
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 יםימוש בקשרושהעלאה בריבוע הוא וקטור כלשהו על הסריג ההופכי.  Gכאשר 

2 2 2( ) (2 / )  k k   22 נותנים G  k G, כלומר,  
  

  ˆ /2G  k G,  )3.5.2(  
  

ˆ כאשר /GG G ורוֶקטוון היהוא וקטור יחידה בכ G. ור וֶקטה אגף שמאל שווה להיטל שלk  על

, יוצא (הסימן איננו משנה) Gלמחצית אורכו של באורכו שהיטל זה שווה  מאחר .G ורוֶקטוון היכ

k-ו k יםורוֶקטשאם ה  ים מאותה נקודה יוצאO ונגמרים בשני קצותיו ההופכי  במרחב הסריג

  להימצא על המישור המאונך  תחייב Oהנקודה  יאז), 3.5.1(ראו איור  Gהמנוגדים של הוֶקטור 

יש היטל  G שיוצאים מנקודה כזאת ונגמרים באחד הקצוות שלורים וֶקט(רק ל Gשל  באמצע G-ל

   :מכאן .), ראו באיור2G/-שווה לאורכו ש Gעל 
  

(ולכן גם וקטור הגל פיזור עם עוצמה שונה מאפס יכול להתקבל רק אם וקטור הגל הפוגע 

 ונגמר באמצעו ההופכי ורי הסריגוֶקטאחד מלהמישור המאונך  על המפוזר) יוצא מנקודה

   .הזה ורוֶקטה של מקצותיו באחד

  

  

סריג  הוא וקטור G כאשר יש התאבכות בונה. ,הפוגעת והמפוזרתוקטורי הגל של הקרינה  :3.5.1איור 
 כל של ההיטל אורך כךו ,G-נמצאת על האנך האמצעי ל שממנה יוצאים שני וקטורי הגל Oוהנקודה  הופכי,
יכולה להיות בכל מקום על  Oהנקודה  ).3.5.2( משוואה אורכו, למחצית שווה הזה ורוֶקטה על מהם אחד

  באמצעו. G-המישור שניצב ל

  

זאת יוצאים הנקודה המ שתשמש כראשית הצירים. נסתכל עכשיו על נקודה כלשהי בסריג ההופכי,

המישורים המאונכים  .האחרות של הסריג ההופכינקודות הוקטורי סריג הופכי אל כל אחת מ

תוחמים את נפח שמחברים את הראשית עם נקודות הסריג הקרובות אליה לאמצעי הוֶקטורים 

כל נקודת סריג אחרת. לההופכי שמכיל את הנקודות במרחב שקרובות אל הראשית יותר מהסריג 

הוא משמש כתא שבו דנו בפרק הקודם, אבל עכשיו  זייץ,- לנפח תא היחידה של ויגנר נפח זה אנלוגי

"אזור ברילואן  קוראים לתא הזה בשם זהההופכי, שנמצא במרחב התנע. בהקשר  היחידה בסריג

)Brillouinבהמשך אפשר להסתכל על וקטורי הסריג ההופכי המוליכים לנקודות סריג  .ראשון") ה

מדגים אזורי  3.5.2איור , השלישי, וכן הלאה. השני ולזהות את אזור ברילואן רחוקות יותר,
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(א) מראה את נקודות הסריג 3.5.2איור  במישור.ממדי) - (הדו אחדים עבור הסריג הריבועי ברילואן

(ב) מראה את הגבולות בין אזורי ברילואן השונים. בשני ממדים הגבולות הללו 3.5.2ההופכי, ואיור 

הם קווים, שכל אחד מהם הוא אנך אמצעי לאחד מוֶקטורי הסריג המחברים בין נקודות הסריג. כפי 

זייץ של הסריג הריבועי הוא ריבוע שמקיף נקודת - , תא ויגנר2.2.2שהראינו, למשל, בפתרון לשאלה 

לעו שווה לקבוע הסריג. לכן גם אזור ברילואן הראשון של הסריג הריבועי הוא ריבוע סריג, שצ

2בסריג ההופכי, עם צלע שאורכה  /a (ב), 3.5.2. זהו הריבוע הקטן שמקיף את הראשית באיור

י המחברים ". גבולותיו נמצאים על האנכים האמצעיים על וקטורי הסריג ההופכ1"- ומסומן באיור ב

1G( את הראשית עם ארבעת שכניה הקרובים b   2אוG b  הגבולות החיצוניים של אזור .(

ברילואן השני מתקבלים מהאנכים האמצעיים לוֶקטורי הסריג ההופכי שמחברים את הראשית עם 

1ארבעת השכנים הבאים (שניתנים על ידי  2G b b   כפי שאפשר לראות, ארבעת האנכים .(

, ושטחו גדול פי שניים מהשטח של 45°- האמצעיים הללו יוצרים ריבוע שמסובב לעומת הצירים ב

אזור ברילואן הראשון. עם זאת, אזור ברילואן השני מוגדר על ידי הנקודות שנמצאות בתוך הריבוע 

לאזור הראשון. לכן, שטח האזור השני, שמורכב מארבעת המשולשים שייכות  אינןהגדול הזה, אבל 

", שווה לשטח של אזור ברילואן הראשון. באופן דומה, האנכים 2שמסומנים באיור על ידי "

12Gהאמצעיים לארבעת הוֶקטורים  b   22אוG b  שמקשרים את הראשית עם שכניה ,

הבאים, גם הם מקבילים לצירים, ויחד עם הקווים שכבר זוהו קודם לכן הם תוחמים שמונה 

משולשים שמגדירים את אזור ברילואן השלישי. גם השטח הכולל של האזור הזה שווה לשטח כל 

  אחד משני קודמיו. 

  

  

  

  

  (ב)  (א)
  

המספרים  אזורי ברילואן עבור הסריג הריבועי.  של הסריג הריבועי. (ב)הסריג ההופכי  (א) :3.5.2איור 
 הםקווים ה שטח.אותו הבתוך כל שטח מציינים את המספר הסידורי של אזור ברילואן שאליו שייך 

 השכנות, כגון הסריג נקודותהראשית לבין  בין שמחברים ההופכי הסריג וריוֶקטל אמצעיים אנכים

1 G b ,2 G b ,1 2  G b b, 12 G b 22,  או G b.  
  

  3.5.1שאלה 

   המשולש. הסריג עבור הראשונים ברילואן אזורי שלושת את ציירו
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עבור הסריג הריבועי. המצב זיהוי אזורי ברילואן עבור הסריג הקובי הפשוט דומה לזיהוי שהוצג 

של  , הסריג ההופכי3.4מסובך יותר עבור סריגי ברווה מורכבים יותר. למשל, כפי שהראינו בסעיף 

, ולהיפך. לכן אזורי ברילואן הראשונים של הסריגים ההופכיים הללו FCCהוא סריג  BCC-סריג ה

ברילואן הראשון של סריג  (א) אזור2.5.5: באיור 2.5.5נראים כמו האזורים שמופיעים באיור 

BCC  (ב) אזור ברילואן הראשון של סריג 2.5.5ובאיורFCCקובייה. בשני המקרים אורך צלע ה 

4-שווה ל /a .  
  

על אחד  יוצא מנקודהוקטור הגל הפוגע  התאבכות בונה מתקבלת רק כאשרשוב: נדגיש 

ונגמר בקצהו של וקטור הסריג ההופכי,  מהמישורים המפרידים בין אזורי ברילואן שונים

זור ברילואן נכיר חשיבות נוספת של א בפרקים הבאים שהמישור הזה מאונך אליו באמצעו.

או  ,)5משקל בגביש (פרק  ווייתנודות של אטומים סביב מצבי ש התדירויות שמתארות הראשון:

, ודי לחקור רי גלוקטומאופיינות על ידי  ,)6ל אלקטרונים על הגביש המחזורי (פרק ש האנרגיות

רי ברילואן האחרים זהים זוהערכים שלהן באזור ברילואן הראשון (אותן רק עבור וקטורי גל בא

  זור הראשון).לערכיהן שבא

  

  

  למישורימ ב�ריגהקשר בינ ה�ריג ההופכי   :3.6
  

עד כה ראינו כמה דרכים לזיהוי של כיווני  סריג הופכי:המישורים שמאונכים לוֶקטור 

קיבלנו קשר בין כיווני ההתאבכות  3.2ההתאבכות הבונה בקרינה המפוזרת מהגביש. בסעיף 

קישרנו בין כיווני ההתאבכות הבונה לבין  3.3הבונה לבין משפחות מישורים בסריג. בסעיף 

ההופכי  כל וקטור בסריגם שקולים זה לזה: וקטורים בסריג ההופכי. נראה עתה כי שני התיאורי

. אף על פי שכל החשבונות השונים מובילים ולהיפך ,קשור למשפחה של מישורים מקבילים

בסוף לאותה תוצאה (וטוב שכך!), כל חשבון היה מבוסס על הסתכלות שונה על הבעיה, וסיפק 

ה במונחים של זוויות סוג אחר של הבנת התוצאה. כפי שנראה, נוח לתאר את תוצאות המדיד

הפיזור, אבל נוח גם לזהות כל זווית שנותנת התאבכות בונה עם וקטור סריג הופכי מתאים, וכן 

  לזהות את וקטור הסריג ההופכי הזה עם משפחה של מישורים בסריג. 
  

) כדי למצוא את וקטורי הסריג ההופכי. אפשר לפרש את 3.4.2השתמשנו במשוואה ( 3.4בסעיף 

הקצוות אזי , Gהסריג ההופכי טור ווֶק ,mזאת באופן הבא: אם נתונים המספר השלם המשוואה ה

, ולכן Gנמצאים על מישור, שמאונך לוֶקטור ) 3.4.2את משוואה (שמקיימים  R של כל הוֶקטורים

R- ו Rדרך אחת לראות זאת היא להסתכל על שני וקטורים כלשהם  זאת משוואה של מישור.  

את המשוואה. החסרת המשוואות עבור שני הוֶקטורים הללו זו מזו נותנת את הקשר  שמקיימים

( ) 0   G R R ,כך וקטור ההפרש ו( )R R   ניצב לוקטורGניצב לש , ולכן נמצא במישור -G. 

 m. ערכים שונים של G ושל mעם אותם ערכים של  )3.4.2( נכון לכל הנקודות שמקיימות את הדבר

, ולכן מקבילים זה לזה. להלן נתייחס אל כל G- מייצגים מישורים שונים, שכולם מאונכים ל

. נניח עכשיו כי ראשית הצירים נמצאת על G- שניצבים ל משפחת המישוריםהמישורים הללו כאל 
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בצורה  R. לכל מישור אחר אפשר לרשום את הוֶקטור 0mאחד המישורים הללו, למשל, עבור 

 R d R כאשר ,||d G ו -R G ) 2) הופכת עכשיו להיות 3.4.2. משוואה m G d קל .

k), 3.5.1לראות כי משוואה ( k G  ) ולכן וקטורי הסריג ההופכי זהים 3.2.2, זהה למשוואה ,(

  .3.2לאואה ובראג בסעיף - לוֶקטורים של הפרשי התנע שהוצגו בחוקים של פון
  

הרבה  יש לציין כי עבור אותה משפחה של מישורים קיימים המרחק בין מישורים שכנים:

מייצג כיוון  3.2.4כל חץ עבה שמופיע באיור מישורים הללו. ניצבים ל שכולם וקטורי סריג הופכי,

של וקטור במרחב, שניצב לאחת ממשפחות המישורים שמוצגות שם. בכל המקרים יש וקטורי 

סריג הופכי רבים שמצביעים בכיוון הוֶקטור הזה, כי כל כפולה שלמה של וקטור סריג הופכי גם 

אפיין את משפחת מקובל ל ,כדי למנוע בלבולן. היא וקטור סריג הופכי שמצביע באותו הכיוו

כל הכפולות  .0Gידי  שיסומן על הקצר ביותר מסוג זה,הסריג ההופכי וקטור המישורים על ידי 

0G השלמות שלו, G n, מישורים. אם רושמים  לאותם גם הן וקטורים בסריג ההופכי שניצבים

0בצורה  )3.4.2את משוואה ( 2 m G R אזי ברור כי ערכים עוקבים של ,m  מייצגים מישורים

: 1mעוקבים במשפחה הזאת של מישורים. לכן, המרחק בין מישורים שכנים מתקבל עבור 

0 0 2G d   G R  ,0(כזכור||d G ולכן המרחק בין מישורים שכנים הוא ,(  
  

  02 /d G.  )3.6.1(  
  

) בצורה 3.2.1). אפשר עכשיו לרשום את חוק בראג (3.2.3התוצאה הזאת שקולה למשוואה (

  הזאת:
  0sin /(4 ) /(4 )nG G     .  )3.6.2(  

  

 שנותנות התאבכות בונה בפיזור נותנת את הערכים ה"מותרים" של אורכי זוויותמדידת ה

 שנותנים התאבכות בונה), ואורכים אלה שקולים האורכים ,וקטורי הסריג ההופכי (כלומר

 הנחקר. הגביש עבור שקיימות המישורים במשפחות מישורים בין ה"מותרים" למרחקים

שבהן מופיעים שיאי בראג לסריגים שונים מופיעות בהמשך, למשל  זוויותשוב היחשל דוגמאות 

  . 3.7 סעיף בתחילת
  

 ואר על ידי שלושת המספרים השלמיםמת G בסריג ההופכי כל וקטור האינדקסים של מילר:

, ,h k, הקצר ביותר  ורוֶקטהקשורה תאופיין על ידי ה ). משפחת המישורים3.4.5( משוואה

, הזה נשתמש בסימון בהקשר. 0G שפחה,במ ,h k 0 עבורG.  נסתכל עכשיו על שני מישורים

משוואת המישור השני וקרוב אליו. עובר דרך הראשית והשני מקביל  ראשוןה קרובים במשפחה,

0 היא 1 2 3( ) 2h k      G r b b b r  החלפנו את נקודות הסריג הבדידות)R  בכל הנקודות

את וקטורי  תה באילו נקודות חותך המישור הזהנבדוק ע .)r-הרציפות על המישור, שמסומנות ב

 הוֶקטורים נקודות החיתוך הללו על ידיהקואורדינטות של נסמן את של הסריג המקורי.  סריגה

1 1ax, 2 2ax 3-ו 3ax. שימוש תוך ,השני במשוואת המישור האלה טותהצבת כל אחת מהקואורדינ 

  נותנת  ,)3.4.4( במשוואה
  

  1 2 3 1  x h x k x.  )3.6.3(  
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,שלושת המספרים  ,h k  בסריג ם הראשייםכיווניהחיתוכי המישורים על את מאפיינים לכן 

מישורים ששייכים  hנחתך על ידי  1a סריגוקטור ה בפרט, .(כלומר, הכיוונים של וקטורי הסריג)

1(עבורם  למשפחה 1/ , 2/ , ,1 x h h,( אפוא לסמן את משפחת המישורים  מקובל .כן הלאהו

)בסימון  )hk.  המספרים, ,h k דוגמאות למישורים  ".מילר האינדקסים של" נקראים בשם

של האיור הזה מוצגים קווים, שמחליפים את המישורים עבור בחלק העליון  .3.2.4הוצגו באיור 

   1aסריג מישורי. למשל, הקווים בצד השמאלי העליון של האיור חותכים את הצירים בנקודות 

, ולכן 2a). הקווים בצד הימני העליון מקבילים לוֶקטור הסריג 11, ולכן הם מסומנים על ידי (2a-ו

2הם "יחתכו" את הציר הזה רק עבור   x ,21. לכן/ 0 k x.  הקווים הללו חותכים את ציר

1a  1בנקודה 1x) באופן דומה אפשר לזהות את 10, ולכן הם מתוארים על ידי האינדקסים .(

 מוסיפים הוא שלילי,) 2x(למשל,  כאשר אחד המספריםיתר הקווים בחלק העליון של האיור. 

(4,1) ,למשל ס המתאים,קלאינד מעל סימן מינוס (4, 1)  כמו בחלק השמאלי התחתון של ,

שלושת  דוגמאות למשפחות של מישורים עבורגם מציג  הזהאיור . ה3.2.4הסריג המלבני באיור 

זיהינו כמה מהמישורים באיור הזה,  ,3.2.1, ובפרט בשאלה 3.2בסעיף  הסריגים הקוביים.

וראים מוזמנים לבדוק כי חיתוכיהם עם הצירים אכן מתאימים לאינדקסי מילר שמופיעים והק

  באיור.

  

  3.6.1 שאלה

וחישבנו גם  BCC-ה זיהינו את המשוואות שמתארות משפחה של מישורים בסריג 3.2.1בשאלה 

והראו כי  אותה משפחה, זהו את וקטור הסריג ההופכי שמתאר אתאת המרחקים ביניהם. 

תוצאות ל זהות ביניהם) המרחק התוצאות שהתקבלו שם (עבור משוואות המישורים ועבור

   הזה. ורוֶקטה בעזרת שמתקבלות

  

 הנפח לכל נקודת סריג) ,(כלומר הנפח הסגולי פרימיטיבי, ברווה סריגב צפיפות הנקודות במישור:

02 ים הואשהמרחק בין מישורים שכנ מאחר .Vתא היחידה, של שווה לנפח  /d G, צפיפות 

/0 בכל מישור היא(ליחידת שטח) הנקודות  2 /( )d V VG. הסריג ההופכי  ורוֶקטככל ש ,לכן

 מישור קטנה יותר. וצפיפות הנקודות בכל ,המרחק בין מישורים שכנים קצר יותר גדול יותר,

חישבנו גם  3.2.1באופן דומה אפשר לזהות את הקווים הצפופים ביותר בסריג מישורי. בשאלה 

דוגמה לצפיפויות הללו, והקוראים מתבקשים לאשר את התוצאות שם באמצעות הביטויים 

  שניתנו כאן. 
  

בהרבה מקרים מישורים שונים יכולים להתקבל זה מזה על ידי אחת מפעולות  כפילות:

)ל הסריג. למשל, נסתכל על המישור הסימטריה ש )hk  בסריג הקובי. מטעמי סימטריה, כל

)המישורים שבהם נחליף בין האינדקסים, למשל,  )h k  או( )kh נראים דומים למישור ,

,המקורי. באופן דומה, גם כל אחד משמונת המישורים ( ,  h k דומה לו. למשפחה של כל (

}המישורים השקולים הללו נקרא בשם  }hk מטעמי סימטריה, נצפה כי כל המישורים במשפחת .
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)מישורים כזו ייתנו אותן זוויות פיזור. מספר השלשות  )hk שנותנות אותן זוויות פיזור נקרא 

}של משפחת המישורים  (multiplicity)" כפילותה" }hk.  

  

  3.6.2שאלה 

} :בסריג קובי המשפחות הבאות שלמהי הכפילות   .א 0},{ 0},{ },{ },{ },{00 }  kk k hhh hh hk k, 

,כאשר  ,h k ?כולם שונים זה מזה ושונים מאפס   

איזו  .{111}, ששייכים למשפחה לראשית של סריג קוביציירו את כל המישורים הקרובים   .ב

  צורה הם יוצרים?

איזו  .{110}ששייכים למשפחה קובי,  ו את כל המישורים הקרובים לראשית של סריגתאר  .ג

  ?צורה הם יוצרים

  מהי הכפילות המקסימלית של מישורים שונים ששייכים לאותה משפחה?  .ד

  

  3.6.3שאלה 

את שלושת באמצעות חיתוכיו נגדיר מישור  סים של מילר:קהאינדלופית לקבל את דרך ח

1 בנקודות סריגוקטורי ה /a h, 2 /a k 3- ו /a כאשר , , ,h k  שלושה מספרים שלמים.הם 

1 ורוֶקטהוכיחו כי ה 2 3G b b b   h k ,המישור של וכי המרחק מאונך למישור הזה 

2 הוא מהראשית /G.  

  

  3.6.4שאלה 

וקטורי הסריג ההופכי  זוהתה על ידי BCC-משפחה של מישורים בסריג ה

1 2 3G b b b   h k1,2,3 , כאשרb  הראו כי ניתן 3.4.5הם וקטורי הסריג שנמצאו בשאלה .

  להציג את הוֶקטורים הללו בעזרת וקטורי הסריג ההופכי של סריג קובי פשוט, כמו 

1), 3.4.6הוֶקטורים שניתנו במשוואה ( ˆ(2 / )b x  a ,2 ˆ(2 / )b y  a ,3 ˆ(2 / )b z  a ,

1 2 3G b b b        h k בתנאי שהאינדקסים החדשים ,{ }h k    מקבלים רק חלק מהערכים

   השלמים האפשריים. מהן המגבלות על האינדקסים החדשים הללו?

  

. אפשר לתאר את המישורים הסריג ההקסגונליסיום נזכיר עוד את לפני  הסריג ההקסגונלי:

) ועם 3.4.5שלו, כפי שהגדרנו לעיל, עם שלושת האינדקסים של מילר שמתקבלים ממשוואה (

. עם זאת, בספרות מופיעים לפעמים 3.4.2וקטורי הסריג של הסריג ההופכי שהתקבלו בשאלה 

)אינדקסים,  ארבעהסימונים של מישורים עם  )ijkהרביעי מייצג את חיתוך  . האינדקס

, כמו האינדקס השלישי בהצגה הקודמת. שלושת האינדקסים הראשונים z-המישורים עם ציר

זה עם זה  120מייצגים את חיתוכי המישורים עם שלושה צירים במישור, שיוצרים זוויות של 

). קל לראות כי שלושת האינדקסים הללו אינם בלתי תלויים; למשל, הם 3.6.1(ראו איור 

מקיימים את הקשר   k i j עם זאת, הסימון על ידי ארבעה אינדקסים מבוסס על שלושה .

 ולכן יש שמעדיפים להשתמש בו. צירים סימטריים,
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  (ב)  (א) 

  
לסריג  מילר סגונלי הפשוט שמגדירים את ארבעת אינדקסיקם בסריג ההכיווניארבעת ה(א)  :3.6.1איור 
סריג ה וקטורי באמצע 2a-ו 1a וחותך את צירי, 3a ולציר z-שמקביל לציר, (2200)מישור (ב)  הזה.

   המתאימים.

  

  

  שיטות ני�יוניות  :3.7
  

2), 3.6.1הצבה של משוואה ( זוויות הפיזור ממישורים: /d G) 3.2.1, בתוך חוק בראג ,(

  ) נותנים 3.4.5(ושימוש במשוואה 
  

  1 2 3sin /(4 )b b b   h k  .  )3.7.1(  
  

הזווית שמופיעה כאן היא הזווית בין וקטור הגל של הקרינה הפוגעת (או המפוזרת) לבין 

 . מאחר שידועים2- ), זווית הפיזור מוגדרת כ3.2.5, 3.2.1המישורים המפזרים. כזכור (איורים 

), 3.2ושאלת חזרה  3.4סריגי ברווה במרחב (ראו סעיף  14-וקטורי הסריג ההופכי לכל אחד מ

), ולקבל את זוויות הפיזור שבהן תתקבל התאבכות 3.7.1אנחנו יכולים להציב אותם במשוואה (

)בונה עבור מישורים שונים  )hk.  לחלופין, אם זווית הפיזור קבועה, אבל משתמשים בקרינה

שאפשר לשנות את אורך הגל שלה, אפשר לזהות את אורכי הגל הבדידים שעבורם תתקבל 

התאבכות בונה. השוואה בין התוצאות הניסיוניות (זוויות או אורכי גל) עם התוצאות שמחושבות 

- ופי) מאפשרת לבסוף לזהות באופן חדעבור כל אחד מהסריגים האפשריים (שמספרם כזכור ס

ערכי את מבנה הגביש ואת קבועי הסריג שלו. בהמשך נדגים גם את החישוב הישיר של הזוויות 

הצפויות לגבישים שונים (כלומר סריגים עם בסיס), וגם את הדרך ההפוכה, של זיהוי הגביש מתוך 

עיים ספרי טבלאות שהכילו את תמונת העקיפה. לפני עידן המחשבים היו לקריסטלוגרפים המקצו

כל המידע על סריגי ברווה השונים ועזרו להם לפענח תמונות עקיפה מגבישים שונים. היום כל 

המידע הזה נמצא בתוכנות מחשב משוכללות, שמזהות את הגביש ישירות מתוך הנתונים 

  הניסיוניים.
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מתקיים וט. כאן הפש עבור הסריג הקובינדגים את הטיפול  פיזור מסריג קובי פשוט:

ˆ ˆ ˆ(2 / )( )G x y z   a h kולכן ,  
  

  
2

2 2 2 2
2

sin ( )
4

   h k
a
.  )3.7.2(  

  

(עם  ועבור סריג נתון )λ(בעל אורך גל בודד  עבור גל מונוכרומטי). 2-(זכרו: זווית הפיזור שווה ל

שיתקבלו עבור השלשות בדידים,  תתקבל התאבכות בונה רק עבור ערכי ) aקבוע סריג 

,האפשריות של  ,h k. 2 לדוגמה, נסתכל על הטווח 2 2 24  h k  שנבחר באופן שרירותי כדי)

להדגים את ההבדלים בין הגבישים הקוביים השונים; הטווח הזה רלוונטי עבור אורכי גל 

2שמקיימים  /5 a 2, כך שמתקייםsin 1 2הקומבינציה ). בטווח הזה 2 2( )  h k 

 ).3.7.1ראו שאלה ( 23-ו 15, 7 פרט לערכים ,24לבין  1הערכים השלמים בין  את כליכולה לקבל 

 יאזפשוט, אם הסריג הוא קובי , מודדים את זוויות הפיזור ומכינים טבלה שלהן. סריג נתוןעבור 

2 ניתנת על ידיר הקטנה ביותת זוויה 2 2 1  h k ,כלומר ,minsin /(2 ) a , והזוויות 

  היחסים את לקיים האחרות חייבות
  

  2 2 2 2 2
minsin / sin ( )   h k ,  )3.7.3(  

  

אכן על פי הנתונים הניסיוניים אם  .הנזכרים לעילמופיעים רק הערכים המותרים ימין  כשבאגף

 יאז(ועוד ערכים גבוהים יותר),  23-ו 15, 7-חוץ מ 24-ל 1היחס הזה מקבל את כל הערכים בין 

של הזווית  הערך (מתוך a ונותנת גם את קבוע הסריגפשוט,  המדידה מזהה את הסריג כסריג קובי

 BCC ,FCC, עבור סריגים אחרים עם סימטריה קובית (למשל, 3.9כפי שנראה בסעיף  המינימלית).

או יהלום) ייתכן שעוצמת הפיזור מחלק ממשפחות המישורים מתאפסת בגלל התאבכות הורסת 

(בין הקרניים שמפוזרות מנקודות הבסיס בתוך תא יחידה), וההתאפסות הזאת מאפשרת לזהות 

י של תא היחידה. עבור סריגים אחרים יש לחזור על הטיפול, תוך שימוש את המבנה הפנימ

   בסוף הפרק). 3.2) (ראו שאלה לחזרה 3.7.1בנוסחה (
  

 פיזורבמשתמשת בבת אחת  הנזכרות לעיל זוויותה כלסיונית לקבל את ידרך נ אבקה:מ פיזור

אורך גל  עם ,מונוכרומטיתקרינה ב משתמשים ,(ב)3.2.1איור בזאת, שמודגמת הבשיטה  .מאבקה

כל  בכיוונים אקראיים. שמכילה גרגרים שמונחים אבקה, אבל מפזרים את הקרינה מידועיחיד ו

ד והרבה מא כך שהדגם מכילמספיק גדול כדי לספק תמונת עקיפה טובה, אבל מספיק קטן  גרגר

א גרגרים להניח כי האלומה הפוגעת תמצ אפשר ד,וגרגרים. מאחר שמספר הגרגרים גדול מא

נקודות  נהופעת (ב)3.2.1איור בעל המסך  ,ם המותרים. לכןכיוונישיפזרו אותה בכל אחד מה

של וקטורי  יםשונם כיוונישלכל גרגר יש  מאחר .)3.7.1המותרות לפי משוואה ( זוויותלכל ה קרינה

תופענה  קרינהנקודות ה ,סריג (יחסית לכיוון האלומה ולכיוונים של הגרגרים האחרים)ה

ולכן בסופו של דבר רואים על המסך  הללו, לזוויות ות שונים על המעגלים המתאימיםבמקומ

במילים אחרות, בהינתן כיוונו של וקטור  .3.2.2(ב) או באיור 3.2.1כמו באיור  ים,מעגלים רציפ

k, וקטור הגל של הקרינה המפוזרת  k הגל של הקרינה הפוגעת,   חייב להימצא על חרוט שצירו



 161   : פיזור קרינה מגבישימ3פרק   

, וזווית הפתיחה שלו (בין הציר לבין קרן על החרוט) שווה לאחד מהערכים ה"מותרים" kבכיוון 

ייווצרו בחיתוך של כל חרוט כזה עם לוח הצילום.  3.2.2. המעגלים באיור 2של זווית הפיזור 

כלים רק על קרינה שמפוזרת קדימה, אפשר לקבל (ב), שבו מסת3.2.1בגיאומטריה של איור 

2מעגלים על המסך רק אם  /2  התנאי הזה מגביל את מספר הערכים של .G  שמהם אפשר

2 (א), שם3.2.1לקבל מידע. מגבלה חזקה פחות קיימת בגיאומטריה של איור    .  
  

2 ) ברור כי עבור סריג קובי זווית הפיזור תלויה רק בסכום3.7.2ממשוואה ( כפילות: 2 2  h k .

}לכן, אותה זווית פיזור תתקבל מכל המישורים ששייכים למשפחה  }hk כפי שהגדרנו בסעיף ,

הקודם. בפיזור מאבקה, כל המישורים תורמים לפיזור, ולכן (עבור פיזור נקודתי) העוצמה לכל 

זווית פיזור תהיה מתכונתית לכפילות של משפחת המישורים, כלומר למספר המישורים ששייכים 

יש  {110} מישורים, במשפחת המישורים 6יש  {100}לאותה משפחה. למשל, במשפחת המישורים 

מישורים שקולים. לכן, נצפה כי העוצמות בזוויות  24יש  {211}מישורים ובמשפחה  12

2. כאשר 1:2:4שמתאימות לאינדקסים הללו יקיימו את היחסים  2 2  h k  גדל, ייתכנו גם

שלשות שמורכבות מאינדקסי מילר שונים שנותנות אותה זווית פיזור. למשל, שתי השלשות 

נותנות אותה זווית פיזור. כל וקטורי הסריג ההופכי שקצותיהם נמצאים על  (300)-ו (221)השונות 

כדור סביב הראשית, שמשוואתו 
2 2 2 2 2(2 / ) ( ) constG    a h k ,פיזור באותה  תנויי

  ווית.ז

  

  3.7.1 שאלה

 3 פיגדול  שלו הסריג עבור סריג קובי פשוט שקבוע מהן זוויות הפיזור ומהן הכפילויות שלהן

  (ב).3.2.1הניחו פיזור קדימה, כמו באיור  המפוזרת? הקרינה של הגל מאורך

  

חוץ מהכפילות, עוצמת הקרינה המפוזרת עבור  גורמים נוספים שמשפיעים על עוצמות הפיזור:

  כל שיא של בראג מושפעת מגורמים נוספים אחדים:
  

 משפיע) נקודתי פיזור(במקום  היחידה תא של פנימי מבנה, 3.3 סעיף בסוף הוזכר שכבר כפי 

  . 3.9 בסעיף יטופל זה נושא. השונים השיאים עוצמות על

 צריך לעתים. המלאה הכפילות מתקבלת תמיד לא ולכן, גרגרים של סופי מספרסופי יש  בדגם 

 שויה(שע הגרגרים מכיווני חלק של אפשרית בהעדפה שמתחשב גורםלכפול את העוצמה ב גם

 סידוריהם, למשל, אם לגרגרים יש צורות גיאומטריות מסוימות שמגבילות את לקרות

  ). באבקה היחסיים

 איור למשל, 3.3 בסעיף שהוסבר כפי( סופי רוחב יש בראג לשיאי ולכן, סופי גודלגרגר יש  לכל 

 שיא כל תחת העוצמות של לאינטגרלים לכן שוותלזו  זושאותן יש להשוות  העוצמות). 3.3.2

  (ולא רק הגבהים המרביים של השיאים). 

 ה לקרני-X  שניצביםאפשריים של השדות האלקטרומגנטיים שלהם,  קיטוב כיוונייש שני 

  . הללו הכיוונים שני על למצע יש, מקוטבת איננה שהקרינה מניחים אם. k הגל לוֶקטור
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 הפוטוניםשל  אלסטיים-אי פיזורים בגללחודרת לתוך החומר, עוצמתה דועכת  כשהקרינה 

 עם(הפוטונים מתנגשים  בחומר האלקטרונים ידי על(או האלקטרונים) המפוזרים 

 עם ולכן שונה אנרגיה עם ויוצאיםאותם לרמות אנרגיה גבוהות יותר  מעלים, אלקטרונים

 שדועך, אלסטית המפוזרת הקרינה לעוצמתמוסיף גורם כפלי  הזה האפקט). שונה גל אורך

  ).  בזווית תלויה היא(שגם  בחומר עובר פוטון שכל הדרך עם אקספוננציאלית

מיומנות ניסיונית רבה. לכן, החילוץ של העוצמה ה"טהורה" שנחשב בהמשך איננו פשוט, ודורש 

בסעיף זה נתמקד בזיהוי של זוויות הפיזור שבהן מתקבלת התאבכות בונה. כפי שנראה, זוויות 

אלה מאפשרות לזהות את הסריג הפרימיטיבי של החומר הנבדק. בסעיפים הבאים נפרט את 

יס) של הגורמים שקובעים את עוצמת הפיזור, שבה חבוי המידע על המבנה הפנימי (כלומר, הבס

  כל תא יחידה.

  

  3.7.2 שאלה

   ) עבור סריג אורתורומבי? ועבור סריג טטרגונלי?3.7.1איך נראית משוואה (  .א

מאבקה של  ),3.1.1 (שאלה של נחושת 1K-ו 1K ים, שמתקבלים מהמעברX-מפזרים קרני  .ב

1 סריג סריג טטרגונלי עם קבועי 2 32Å, 3Å  a a a.  הקטנות הפיזורמהן שמונה זוויות 

  בונה? התאבכות תתקבל שעבורן ביותר

  

  3.7.3 שאלה

כמה מעגלי  .40 היא הפיזור הקטנה ביותר שנמדדה בפיזור אבקה מסריג קובי פשוט זווית  .א

 ,בודד מפזר נקודתי מכיל תא יחידהבהנחה שכל  ?באילו זוויות סיון?יפיזור יתקבלו בנ

 מהי עוצמת הפיזור בכל טבעת )],3.3.8(ה ושעוצמות הפיזור מכל נקודה זהות [משווא

  ?העוצמות) (התחשבו רק בכפילויות, ולא בגורמים האחרים שמשפיעים על

היחס  עם להיות טטרגונלי הופך) אהסריג שתואר בחלק (כאשר מורידים את הטמפרטורה,   .ב

3 1/ 1.1a a 1 הסריג (קבוע 2 a a a ולעוצמות הפיזורמה יקרה לזוויות  משתנה). איננו 

  הפיזור?

 למבנהנוסף, אם מתרחש מעבר  ,בהןשהפיזור ולעוצמות  רה לזוויותתארו איכותית מה יק  .ג

  אורתורומבי.

  

קרינה במשתמשת ה עדיין יישנניסיונית אפשרות  מדידה באמצעות סיבוב גביש יחיד:

 זווית הפיזור. שינויוכך  הגביש הבודד תוך סיבובאבל  עם אורך גל יחיד, ,מונוכרומטית

המערכת  מתאימות. יםשבשבילן קיימות משפחות מישור זוויותהתאבכות בונה תתקבל רק עבור 

והאלומה  ,שסביבו מסובבים את הגבישהאלומה הפוגעת ניצבת לציר : 3.7.1מוצגת באיור 

ואת  x-נסמן את ציר הסיבוב כציר פוגעת בלוח צילום גלילי שמקיף את ציר הסיבוב. המפוזרת

 Gאזי הוֶקטור  לציר הסיבוב, אם משפחת המישורים מקבילה. z-כיוון האלומה הפוגעת כציר

 . מכאן, גם הוֶקטורYZנמצאים במישור  G-ו kשמייצג אותה ניצב לציר הזה. לכן, הוֶקטורים 
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k k G    נמצא באותו מישור, ולכן נקבל נקודות קרינה על הלוח באותו המישור, בכל פעם

sinשזווית הפיזור תקיים את חוק בראג,  /(4 ) G   אם המישורים יוצרים זווית .  עם ציר

90יוצר זווית  Gהסיבוב, אזי הוֶקטור    עם אותו ציר, ולכן מרכיב-x  ,שלו קבוע

sinxG G ואיננו תלוי בזווית הפיזור. לכן גם מרכיב ,-x  של הוֶקטורk k G    ,הוא קבוע

 מזוויות .YZמקביל למישור  וכל נקודות הקרינה שיתקבלו מהמישורים הללו תהיינה על מישור

  המישורים.  בין המרחקים את לחלץ אפשר הפיזור המתקבלות

  

  

מדידת עקיפה באמצעות סיבוב הגביש, שמונח על ציר הגליל. הקרינה מגיעה בניצב לציר  :3.7.1איור 
   ומתפזרת אל לוח צילום שמקיף את הגליל.

  

אבל  ,בודד בגבישמשתמשים  ,von Laueשיטת שנקראת  ,בשיטה שלישית לאואה:-שיטת פון

האלומה  אחדים). (שנפרש על טווח של אנגסטרומים של אורכי גל רצףבאלומת קרינה שמכילה 

כשהקרינה מונוכרומטית, הסיכוי לקיים את  .])(ב3.2.1איור [כמו בפוגעת בלוח צילום ת המפוזר

רבים, תנאי בראג עבור כיוון שרירותי של הקרינה הפוגעת הוא נמוך. כשהקרינה מכילה אורכי גל 

יש סיכוי גבוה יותר שנקבל התאבכות בונה עבור אורך גל כלשהו. לכן, כשמסובבים את הגביש, 

אפשר לקבל על המסך נקודות קרינה שמתאימות לוֶקטורים שונים בסריג ההופכי. נקודות 

הקרינה הללו משקפות את הסימטריות של הסריג ההופכי, ולכן את הסימטריות של הסריג 

זאת אפשר לזהות את הסימטריה של הגביש ולוודא שהוא ממוקם בכיוון המקורי. בדרך ה

בדרך כלל השיטה הזאת איננה משמשת למדידה מדויקת של מבנה  שמתאים לסימטריה מסוימת.

  הגביש, אבל היא מתאימה לזיהוי הסימטריות שלו.
  

מלח של  מגביש X-של קרנילאואה מראה תמונת עקיפה אופיינית שהתקבלה מפיזור  3.7.2איור 

, ותמונת העקיפה אכן 90°-בהקרן הפוגעת מקבילה לציר סיבוב  .FCCשכידוע יש לו מבנה  ,בישול

 משקפת את הסימטריה הזאת. דיון מפורט במיקום נקודות הקרינה במקרה הזה ייערך בסעיף

3.9.  
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  נלקח מהספר .בישולמלח  מסריג עקיפה תמונת :3.7.2איור 
D. Halliday, R. Resnick and K. S. Krane, Physics, Vol. 2, 5th edition, p. 989 (John Wiley & Sons, Inc., 2002). 

  

  

  רייה וה�ריג ההופכיפוּ טורי  :3.8
  

הפסקה מתמטית, ונדון לפני שנמשיך בדיון על הפיסיקה נעשה  פונקציות מחזוריות על הגביש:

הנספח לפרק זה סוקר את  .מקיימות את המחזוריות של הסריגפונקציות ש בתכונות של

. בסעיף זה נציג בעיקר את התוצאות שדרושות בספר זה. נתחיל רייהמשפט פוּהתאוריה של 

בגרסה מוכללת של משפט פורייה, ונקבל תוצאות זהות לתוצאות שניתנות (בדרך אחרת) בנספח. 

) פיסיקלית תכונה כל ,2כפי שראינו בפרק  )rf  ,של הגביש המחזורי חייבת להיות מחזורית

  כלומר, חייבת לקבל ערכים זהים בנקודות שהמרחק ביניהן שווה לאחד מוֶקטורי הסריג,
  

  ( ) ( )r R r f f  )3.8.1(  
  

1 וקטור סריג כלעבור  1 2 2 3 3R a a a  n n nעבורעצמו אל אותו ומחזירמזיז את הגביש , ש . 

קרמן), באופן שלכל התכונות על דופן של -גביש סופי נניח תנאי שפה מחזוריים (של בורן ופון

) תתקיים גם 3.8.1הדגם יש ערכים שווים על הדופן הנגדית. ההנחה הזאת תבטיח כי משוואה (

ים )]. התוצאות שנקבל תהיינה נכונות לגביש3.3.5ליד הדפנות [ראו גם את הדיון לפני משוואה (

 - גדולים מאוד, אבל לא לגבישים ננומטריים, שמחייבים דיון נפרד (מאחר שבגבישים קטנים אי

אפשר להתעלם מהשפעת השפה). תנאי השפה המחזוריים על דפנות הדגם קובעים כי הדגם חוזר 

  על עצמו שוב ושוב במרחב, ולכן הם שקולים להמשכה מחזורית של הדגם על כל המרחב.
  

)תכל עכשיו על פונקציות מהצורה נס טור פורייה: ) ie   k r
k r מישוריים  גלים, שמייצגות

), 3.8.1. אם דורשים שפונקציה כזאת תקיים את תנאי המחזוריות (k, עם וקטורי גל במרחב

)מתקבל  )( ) ( ) ( )i ie e        k r R k R
k k kr r R r לכן, פונקציה כזאת מקיימת את .

1ieמחזוריות הסריג רק אם מתקיים התנאי   k R  וקטור סריג  כלעבורR כפי שהגדרנו בקשר .
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מוֶקטורי הסריג שווה לאחד  kמתקיים רק אם וקטור הגל ), התנאי הזה 3.3.3עם משוואה (

 כי אוסף הפונקציות קובע משפט פורייה המוכלל )].3.4.1[ראו גם משוואה ( G ההופכי,

{ ( ) }ie   G r
G r  שמקיימות את מחזוריות הסריג שמכיל את כל הפונקציות בסיס למרחבהוא 

  ,טור בצורת לכתיבה ניתנתכזאת מחזורית כל פונקציה  כלומר,), 3.8.1(
  

  ( ) ( ) if f e   G r

G
r G  )3.8.2(  

  

)עם מקדמים שמאפיינים את הפונקציה,  )f G וקטורי הסריג ההופכי. הטור  כל, כשהסכום הוא על

נ) בנספח, שבו היא מתקבלת בדרך 3.24. המשוואה הזאת זהה למשוואה (טור פורייההזה נקרא 

נ) בנספח. דרך חלופית לחשב אותם היא לכפול 3.25אחרת. המקדמים בפיתוח ניתנים במשוואה (

ie- ) ב3.8.2את שני האגפים של ( G rרציה על תא יחידה אחד כלשהו, שנפחו , ולבצע אינטגV :  
  

  3 3 ( )( ) ( )i i

V V
d r f e f d re      G r G G r

G
r G  )3.8.3(  

  
Gכאשר  G והאינטגרל שווה ל1-, האינטגרנד באגף ימין שווה ל ,-V נראה עכשיו שהאינטגרל .

Gמתאפס כאשר  G  ,שמקיימת את משוואה . מאחר שהאינטגרנד הוא פונקציה מחזורית

 ), האינטגרל לא ישתנה אם נזיז את התא שעליו מבצעים את האינטגרציה בוֶקטור שרירותי3.8.1(

d ההזזה הזאת שקולה להזזה של משתנה האינטגרציה על ידי .d בלי לשנות את תחום ,

3האינטגרציה:  ( ) 3 ( ) ( ) ( ) 3 ( )i i i i
V V V

d re d re e d re               G G r G G r d G G d G G r מאחר .

)הוא שרירותי, הגורם  dשהוֶקטור  )ie   G G d  כזכור,  מאחדשונה)G G  ולכן האינטגרל ,(

  מתאפס, כלומר,

  3 ( )
,

i

V
d re V  

 G G r
G G,  )3.8.4(  

  

G,כאשר  G ) מתקבל שהסכום באגף 3.4.4היא הדלתא של קרונקר [שהוזכרה אחרי משוואה .[(

G) כולל רק את האיבר עם 3.8.3ימין של משוואה ( G  ,כלומר ,  
  

  31
( ) ( ) i

V
f d r f eV

   G rG r,  )3.8.5(  

  

פונקציה מחזורית כדי לקבל את המקדמים של טור פורייה של  ,לכןנ). 3.25בדיוק כמו משוואה (

  . ) על נפח של תא יחידה אחד3.8.5על הגביש מספיק לחשב את האינטגרל (

  

  3.8.1ה שאל

)יה פונקצה )rf עם קבוע הסריגמחזורית על הסריג הריבועי במישור , a. בתוך תא יחידה 

/1)2-הפונקציה שווה ל )b  0בתוך הריבוע  y b, 0  x b כאשר ,b a ,מהו  אחרת. 0-ול

   ?0b התשובה בגבול מהי הזאת? הפונקציה של פורייהטור 
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2 בסריג ההופכי הוא סריגאורכו של וקטור ה ראינו כי בממד אחד דוגמאות פשוטות: /b a. 

)ממדית, -לכן, המקדמים בטור פורייה של פונקציה מחזורית חד )f q שונים מאפס רק כאשר ,

2 /q G a    עם ) מקבלת את הצורה3.8.5שלם כלשהו, ומשוואה (  
  

  2 /

0

( ) (1/ ) ( )
a

xi af a dxf x e    .  )3.8.6(  

  

) המחזורית הפונקציה של פורייה בטורהמשוואה הזאת מייצגת את המקדם המתאים  )f x ,  
  

  2 /( ) ( ) hxi a

h
f x f h e 




  .  )3.8.7(  

  

תוצאה דומה נ) בנספח. 3.4(-נ) ו3.2אלה בדיוק הביטויים של משפט פורייה בממד אחד, משוואות (

   .בשלושה ממדיםאו עבור סריג אורתורומבי שני ממדים בסריג מלבני  מתקבלת עבור

  

  

  גורמ המבנה  :3.9
  

וקיבלנו עוצמה זהה לכל שיאי , עד כאן התמקדנו בפיזור נקודתי מפזרים רבים בתא היחידה:

 X- קרני .והיותר מציאותי נעבור עכשיו לטפל במקרה היותר כללי ).3.3.8, למשל משוואה (בראג

רגישים יותר לצפיפות  נויטרוניםלעומת זאת  .שבאטומים אלקטרוניםבעיקר מה תומתפזר

נט המגנטי של כל אטום. גם אם כל או למומ\בגרעינים ונוקליאונים (פרוטונים או נויטרונים) ה

תא יחידה מכיל רק אטום בודד, האלקטרונים שלו אינם נמצאים כולם בנקודה בודדת, ולכן 

ק מוצדקת. גם הנוקליאונים תופסים נפח סופי בגרעין ואינם ההנחה של פיזור נקודתי איננה בדיו

). אם כל המפזרים ה"בסיסיים" 3.3.1ממוקמים בדיוק במרכזו. לכן, יש להכליל את משוואה (

זהים (למשל, אלקטרונים), אזי משרעות הפיזור ה"בסיסיות" של כולם שוות זו לזו, ונסמנן על ידי 

00
ia e) צריך עכשיו לסכם על 3.3.1. בנוסף לסכום על תאי היחידה, שנעשה כבר במשוואה ,(

  כל תא יחידה:  בתוךמכל אחד מהמפזרים  Aהתרומות למשרעת הגל המפוזר ("משרעת הפיזור") 
  

  0 ( ) ( )
0 ii i

i
A a e e     k k R r

R
,  )3.9.1(  

  

שקובעת  R,בתוך תא היחידה ביחס לנקודת הסריג  i-מציין את מיקומו של המפזר ה irכאשר 

  את ראשית הצירים בתוך התא. 
  

  ) ניתנת לכתיבה גם בצורה 3.9.1משוואה ( גורם המבנה:
  

  0 00 0 Z( ) ( )ii i ii

i
A a e e e a e F     

     
  q rq R

R
q q,  )3.9.2(  

  

כאשר   q k k וכאשר ,Z( ) ie   q R
Rq ) הפונקציה החדשה 3.3.2הוגדרה במשוואה .(  

  



 167   : פיזור קרינה מגבישימ3פרק   

  ( ) ii

i
F e   q rq  )3.9.3(  

 תא יחידה בודד, ולכן היא מכילה מידע על המבנה של בתוךסכום על מיקומי המפזרים  המכיל

 3.3בסעיף  .)structure factor("גורם המבנה" נקראת הבסיס בתוך התא הזה. הפונקציה הזאת 

)Zראינו כבר כי לפונקציה  )q כאשר  ,כלומר ם חדים ליד נקודות הסריג ההופכי,יש שיאיq  נמצא

qקרוב מאוד לאחת הנקודות  G .דלתא עבור הסריג האינסופי  שיאים אלה הופכים לפונקציות

היחידה יש מבנה פנימי לא נקודתי, תמונת הפיזור עדיין גם כשלתא  ,)]. לכן3.3.8[משוואה (

המבנה מוסיף תלות של עוצמת הפיזור  גורם ,עם זאת .תכלול שיאי בראג בנקודות הסריג ההופכי

2מהשיאים, בכל אחד 
( )F G בוֶקטור הסריג ההופכי המתאים לו. כפי שנראה בהמשך, יש ,

) עבור וקטור 3.9.3כיבים שונים בתוך תא היחידה לגורם המבנה (מקרים שבהם התרומות של מר

סריג הופכי מסוים מקזזות זו את זו, ועוצמת הפיזור עשויה להתאפס. במונחים פיסיקליים, 

במקרים הללו יש התאבכות הורסת בין הגלים המפוזרים ממפזרים שונים בתוך תא היחידה. 

2ורי סריג הופכי מספקת מידע על מדידה של עוצמת הפיזור במספר גדול של וקט
( )F G וממנו ,

}אפשר לחלץ מידע על מיקומי המפזרים  }ir  ולכן גם מידע על מבנה הבסיסים שמהם מורכב

הגביש. ככל שמספר המפזרים האלה גדול יותר, נדרש מידע ממספר גדול יותר של נקודות סריג 

שנראה עוד, הפיזור המרחבי של האלקטרונים בתוך כל אטום גורם לדעיכה של הופכי. כפי 
2

( )F G  עםG ולכן מדידות בוֶקטורי סריג הופכי גדולים דורשות עוצמות גדולות של הקרינה ,

  (כדי שתהיה עוצמה מספקת גם עבור וקטורי סריג הופכי גדולים). 
  

רצף נפחי נציג עכשיו צורה כללית יותר של משרעת הפיזור, שמביאה בחשבון הצגה אינטגרלית: 

) באינטגרל רציף על כל נפח הגביש. נניח כי 3.9.1. נחליף את הסכומים במשוואה (של מפזרים

3dאלמנט נפח אינפיניטסימלי  r  ליד נקודה כלליתr  3בגביש מכיל( )n d rr  ,מפזרים (למשל

  מוכללת עכשיו לצורה אינטגרלית  )3.9.1אלקטרונים או נוקליאונים). משוואה (
  

  0 3 ( )
0 ( )i iA a e d rn e    k k rr,  )3.9.4(  

  

), וכאשר NVכאשר האינטגרל הוא על כל נפח הגביש  )ie  k k r  מייצג את הפרש הפאזה בין הגל

). הפונקציה 3.9.1לבין הגל המפוזר מראשית הצירים, ראו איור  rהמפוזר מהנקודה  )n r  מייצגת

אלקטרונים,  zיש שבו  אטום בודד, אם תא היחידה כולל רק. rבנקודה  צפיפות המפזריםאת 

הצפיפות היא  תיפונקצי יאז במרכז האטום,מניחים בקירוב שכל האלקטרונים "יושבים"  ואם

  נ)], 3.26דלתא", משוואה ( סכום של פונקציות דלתא [או "מסרק של
  

  ( ) ( )n z 
R

r r R.  )3.9.5(  

  

)] נותנים 3.3.7) ושימוש בתכונה העיקרית של פונקציית הדלתא [משוואה (3.9.4(הצבה במשוואה 

0 ( )
0

i iA za e e    k k R
R 3.3.1פיזור נקודתי, משוואה (; זאת בדיוק משרעת הפיזור עבור.( 

באופן דומה הצבה של 
,

( ) ( )iin z  Rr r R r ) 3.9.1משחזרת את משוואה.(  
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 הגל לבין 0 מהראשית המפוזר הגל בין הפאזה הפרשרציף:  בדגם כללית מנקודה פיזור :3.9.1איור 
3dמהמפזרים שנמצאים בנפח שמפוזר  r  ליד הנקודהr  (שניהם בתוך הדגם)ל שווה-( )  k k r ,
30 היא הללו המפזרים של הכוללת והמשרעת

0 ( )ia e n d r r.   

  

) ת הצפיפותיפונקצי שהסריג מחזורי, מאחר משרעת הפיזור וטור פורייה: )n r  חייבת לקיים את

  :)3.8.1( משוואה אתהיא מקיימת  ולכןמחזוריות הסריג, 
  

  ( ) ( )n n r R r.  )3.9.6(  
  

את  ונרשום שכלולים בדגם, יחידההתאי  N-ל )3.9.4במשוואה ( נחלק עכשיו את נפח האינטגרציה

   תהיה התוצאה. Rכסכום האינטגרלים על כל אחד מהם, שמכיל את נקודת הסריג האינטגרל 
  

3 ( ) 3 ( ) ( ) ( )

( )

3 ( )

(0)

( ) ( )

Z( ) ( )

i i i

NV V

i

V

d rn e d rn e e

d rn e

      

 

  
  

  

 



k k r k k r R k k R

R R

k k r

r r R

k k r,
  

  

), ובשלב השני כפלנו וחילקנו כל מחובר על ידי 3.9.6כאשר בשלב הראשון השתמשנו במשוואה (
( )ie  k k R הזזה של ראשית הצירים בכל אחד מהאינטגרלים שבתוך הסוגריים המרובעים מראה .

) משחזרת 3.9.4משוואה. הצבה במשוואה (כי כולם שווים זה לזה, מה שנותן את השלב האחרון ב

  ), אלא שעכשיו גורם המבנה ניתן על ידי3.9.2לכן את משוואה (
  

  3( ) ( ) i

V
F d rn e   q rq r.  )3.9.7(  

  

)Z), הגורם 3.9.2כמו במשוואה ( )q  שונה מאפס רק כאשר  q k k  קרוב מאוד לוֶקטור סריג

qהופכי  G ,ולכן נתמקד בחישוב של גורם המבנה בנקודות הסריג ההופכי ,( )F G ממשוואה .

)3.9.6 ,(( )n r ) 3.8.2), ולכן היא צריכה לקיים גם את משוואה (3.8.1מקיימת את משוואה ,(

( ) ( ) in n e   G r
Gr G) 3.8.5, עם מקדמים שמחושבים על פי משוואה,(  

  

  3 ( )1
( ) ( ) i

V

Fn d rn eV V
    G r GG r.  )3.9.8(  
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(למעשה קיבלנו כי  גורם המבנה מתכונתי למקדם פורייה של צפיפות המפזריםלכן, 

*( ) ( ) [ ( )]F Vn V n  G G G אבל העוצמה תלויה רק ב ,-
2

( )F G לכן לסימן של .G  אין שום

) הופך לסכום 3.9.8חשיבות). עבור פיזור מנקודות בדידות בתא היחידה, האינטגרל במשוואה (

  ).3.9.3בדיד, כמו במשוואה (
  

בשיא בראג בנקודה  עוצמת הקרינה המפוזרת פונקציית המתאם (הקורלציה):  k k G 

 ). עבור3.9.4לט של משרעת הגל, שניתנת במשוואה (ניתנת על ידי ריבוע הערך המוח

   k k q G מתקבל   
  

2 2 23 3 3 3
0 0( ) ( ) ( ) ( )i i i

NV NV NV NV
A a d rn e d r n e a d r d r n n e               G r G r G rr r r r r,  

  

קרמן והחלפנו את משתנה -כאשר בשלב השני ניצלנו את תנאי השפה המחזוריים של בורן ופון

האינטגרציה,      r r r r.  בצורהביטוי זה ניתן גם לכתיבה  
  

  
2 2 2

0 ( ) ( )A a NV  G,  )3.9.9(  
  

31כאשר 
( ) ( ) i

NV
d r eNV

    G rG r  ת המתאםיפונקציהוא המקדם בטור פורייה של 

  , שמוגדרת על ידיהממוצעת
  

  31
( ) ( ) ( ) (0) ( )

NV
d rn n n nNV      r r r r r.  )3.9.10(  

  

(האינטגרלים כאן הם על כל הדגם, ולכן הנוסחה הזאת מאפשרת גם טיפול בדגמים ללא 

נותנת את הסיכוי הממוצע  ת המתאם הממוצעתיפונקצימחזוריות פנימית, כגון גז או נוזל). 

. 0r, אם ידוע שיש חלקיק מפזר בנקודה rליחידת נפח למצוא חלקיק מפזר בנקודה 

) מסכם על 3.9.10הסוגריים המשולשים מייצגים מיצוע על מיקום הראשית [האינטגרל במשוואה (

כל נקודות הראשית, ומחלק במספרן הכולל, ולכן הוא מייצג מיצוע עליהן]. פונקציית המתאם 

המתאם של גז, נוזל הראה את ההבדלים בין פונקציות  1.1.3 איור, ו1הזאת נדונה כבר בפרק 

ומוצק. ניסוי של פיזור קרינה מחומרים שונים נותן את התמרת פורייה של פונקציית המתאם, 

- וכך נותן מידע על מצב הצבירה של החומר וגם על מבנהו. בפרט, חומר מוצק מחזורי (וגם קוואזי

מונת עקיפה רציפה מחזורי) נותן שיאי בראג בדידים, בניגוד לגזים, נוזלים וזכוכיות שנותנים ת

  (עם שיאים רחבים). שיאי בראג מאפשרים לזהות את מיקום האטומים בגביש. 
  

 קדם פורייה של צפיפותאם מניחים מחזוריות רק על דפנות הדגם, עדיין אפשר להגדיר מ

  המפזרים, 
  

  31
( ) ( ) i

NV
n d rn eNV

   q rq r,  )3.9.11(  
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ולכן מתקיים 
2 22 2

0 ( ) ( )A a NV n q התוצאה הזאת נובעת גם מהקשר .
2

( ) ( )n q q  מקדמי .

פורייה של פונקציית המתאם שווים לריבוע הערכים המוחלטים של המקדמים של פונקציית 

), שקובעת כי 3.9.10צפיפות המפזרים. אפשר לקבל את הקשר הזה באופן ישיר מתוך משוואה (

, עצמה םת הצפיפות עישל פונקצייה (קיפול) מתאם הממוצעת היא קונוולוצת היפונקצי

( ) ( ) ( )n n  r r r) נ).3.12, ראו משוואה  
  

רק אטום  כל תא יחידה מכילשבו  מהמקרה הפשוט,נתחיל  פיזור מאטום אחד בתא היחידה:

לצפות  אפשרו התא, זה מרוכז במרכזהאטום ה יאז זייץ,-אם נשתמש בתא היחידה של ויגנר .אחד

)כי הפונקציה  )n r מצב היסוד של אטום  למשל, עבור ככל שמתרחקים מהמרכז הזה. ,דועכת

מהגרעין היא  r צפיפות ההסתברות הקוונטית למצוא את האלקטרון במרחק ,המימן
2 2 / 3( ) ( ) /( )Br a

Bn e a  r r,  2כאשר 2/( ) 0.529ÅBa me  ראו,  רההוא הרדיוס של בו]

לאטומים אחרים נקבל  . גםבקורס "פרקים בפיסיקה מודרנית"] "היחידה "מבנה האטוםלמשל, 

הדעיכה החזקה מחוץ גודל.  עם רדיוס אטומי מאותו סדר ,ספוננציאלית של הצפיפותקדעיכה א

על ידי ) 3.9.8האינטגרל במשוואה (לקרב את  בהרבה מקרים זייץ מאפשרת-לתא של ויגנר

של חישוב מ יותר מתחיליםחישובים מדויקים ב( .הזה ולא רק בתוך התא כל המרחברל על גאינט

תוך התחשבות בפוטנציאלים של האטומים האחרים , התפלגות האלקטרונים בתוך תא היחידה

אם  ).בתוך תא היחידה האינטגרלים רק מחשבים אתואז  ובתנאי השפה על דפנות התא, בסריג

2אזי מתקיים  גודל תא היחידה, ד לעומתוהרדיוס האטומי קטן מא /Br a a G   בשלב)

2הימני השתמשנו בעובדה שאורכו של וקטור הסריג ההופכי הוא מסדר גודל של  /aכש ,-a  הוא

ie המתנודד גורםהאפשר לקרב את  להניח כי אפשראחד מקבועי הסריג). במקרה זה  G r  על ידי

, זההבקירוב  .z) שווה למספר הכללי של אלקטרונים באטום, 3.9.8ואז האינטגרל במשוואה ( ,1

) גורם המבנה )F G איננו תלוי בוֶקטור הסריג ההופכי G, אחת  ולכן עוצמות הקרינה בכל

זהו המקרה של פיזור  .(עד כדי מקדמי הכפילות)זהות  הן מהנקודות שבהן יש התאבכות בונה

ie גורםגדל, ה G-ככל ש, עם זאת. 3.3נקודתי שנדון בסעיף  G r הרדיוס  מתנודד יותר בתוך

(סימנים הפוכים של הגורם הזה יגרמו לקיזוז הדדי של התרומות  ולכן האינטגרל קטן האטומי,

ומצדיקה  ,המרחקים הגדוליםמטינה גם את התרומות לאינטגרל זאת מקה תנודהה .לאינטגרל)

ראו  ,Gור וֶקטתה הואִ [ הפיזור גדלה ל אינטגרל על כל המרחב. ככל שזוויתגם היא את הקירוב ש

אם רוצים לקבל הרבה  ,לכן בנקודות על לוח הצילום קטנה. קרינהעוצמת ה ,(א)]3.4.3איור למשל 

 ,פונקציית הצפיפותהמידע על  כדי לחלץ מהן את, קטנה מדיה נשאינ קרינהעם עוצמת  נקודות

על מולקולות מסובכות שיושבות  מידעזו סיבה מ צריך להגדיל את עוצמת הקרינה הפוגעת.

, ראו בסוף סעיף סריג שבנוי ממולקולות הריבוזום (כמו במדידות של עדה יונת על בנקודות הסריג

  סינכרוטרון. בקרינת שימוש רשוד )זה

  

  3.9.1 השאל

)הוכיחו כי אם התפלגות המטען סימטרית תחת שיקוף,   .א ) ( )n n r r אזי גורם המבנה ,

   ממשי.
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יש סימטריה  (או במולקולה) הוכיחו כי כאשר לצפיפות האלקטרונים המפזרים באטום  .ב

תלוי רק באורך של  גורם המבנה, וכאשר מבצעים את האינטגרציה על כל המרחב, כדורית

 ניתן על ידיו G הוֶקטור
0

( ) (4 / ) ( )sin( )F G dr rn r Gr


 G.  

איך תשתנה התשובה עבור אטום  .חשבו את גורם המבנה עבור מצב היסוד של אטום המימן  .ג

  ההליום (הזניחו את האינטראקציה בין שני האלקטרונים)?

  

 יונים) אטומים (או Bn נניח עכשיו שכל תא יחידה מכיל בסיס, עם פיזור מגביש עם בסיס:

 צפיפות האלקטרונים בתא היחידה יכולה עתה להירשם כסכום, )].2.4.4[משוואה (

1
( ) ( )Bn

i iin n


 r r r, הפונקציה כאשר ( )i in r r דת צפיפות האלקטרונים סביב נקושווה ל

והזזת , )3.9.8במשוואה (של הסכום הזה לתוך האינטגרל  הצבה .ir- , שנמצאת בi-הבסיס ה

 האינטגרציה משתנה[ i- ראשית הצירים בכל אחד מהמחוברים מהראשית אל מרכז האטום ה

)-ל r-מוזז מ מהמחוברים אחד בכל )ir r[, תיתן   
  

  3

1 1

( ) ( ) ( )
B B

i
n n

ii
i i i

i iV
F d r n e F e 

 
    G rG rG r r G,  )3.9.12(  

  

  , i האטום של המבנה גורם הוא iF כאשר
  

  3( ) ( ) i
i i

V
F d rn e   G rG r,  )3.9.13(  

  

, בדיון לעיל כמו. i-זייץ שמקיף את האטום ה-וכאשר הזזנו גם את גבולות האינטגרציה לתא ויגנר

)צפיפות הסביר להניח כי גם  )in r ה דועכת ככל שמתרחקים ממרכז האטום-i גם כאן , ולכן

איננו דרוש עבור הדיון  (אם כי קירוב זה הקירוב של אינטגרציה על כל המרחבלבצע את  אפשר

בבסיס של הגביש ואת המיקומים  מכילה את גורמי המבנה של האטומים )3.9.12משוואה ( להלן).

 G זור המתאימה לוֶקטור הסריג ההופכיעוצמת הפי האטומים הללו בתוך תא היחידה.של 

- ל מתכונתית
2

( )F G. זהות את הן מהן לחלץ עקרונית אפשר כאלה, אם אוספים מספיק עוצמות 

  מיקומם.  את והן האטומים
  

 הסריג המלבני הממורכזממדית פשוטה. -נתחיל בדוגמה דו המלבני הממורכז: מהסריג פיזור

1יכול להיות מתואר על ידי וקטורי הסריג  1 2 2ˆ ˆ,a a a x a y עם בסיס שמכיל אטומים זהים ,

2בראשית ובנקודה  1 2( )/2 r a a  2.7.2(אלה אינם וקטורי סריג הברווה שהוצגו באיור .(

1), וקיים 3.4.1המלבני גם הוא מלבני (איור הסריג ההופכי של הסריג  2ˆ ˆ2 ( / / )h a k a G x y .

2) נותנת 3.9.13במקרה זה, משוואה ( ( )
0 0( ) ( )(1 ) ( )(1 )i i h kF F e F e     G rG G G כאשר ,

0 ( )F G  0הוא גורם המבנה של אטום בודד. לכן נקבל( ) 2 ( )F FG G כאשר ,h k  ,זוגי  

)-ו ) 0F G כאשר ,h k זוגי. שיאי בראג יופיעו רק כאשר -איh k  ,זוגי, למשל

( ) ( 1 1), ( 20), (0 2), ( 1 3),hk         קל לראות שאוסף הנקודות הללו מהווה גם הוא .

14סריג מלבני ממורכז, עם הצלעות  /a 24- ו /a .(!בדקו)  
  



 פי�יקה של מצב מוצק  172

דרך אחרת לקבל אותה תוצאה מתחילה מוֶקטורי הסריג של תא היחידה הפרימיטיבי, 

1 1 2 1 2ˆ ˆ, ( )/2a a a    a x a x y  1). שטח תא היחידה הזה הוא 2.7.2(איור 2 /2a a ,  

1ההופכי הם י הסריג ורוֶקטו 1 2 2 2ˆ ˆ ˆ2 ( / / ), 4 /a a a     b x y b y ,לכן .

1 2 1 2ˆ ˆ2 [ / (2 ) / ]h k h a k h a           G b b x y אפשר אפוא לזהות כי ., 2h h k k h      ,

hואכן  k זוגי, כפי שמצאנו בשיטה הקודמת. הזהות בין שני החישובים היא כללית: גורם 

המבנה, שנמדד בניסיון, איננו תלוי בבחירה של תא היחידה. לפעמים נוח לחשב אותו בתא 

היחידה הפרימיטיבי, ולפעמים נוח יותר לחשב אותו בתא גדול יותר, שהוא בעל סימטריה גבוהה 

  , יהלום).FCC ,BCCיותר. דוגמאות אחרות לזהות הזאת מופיעות בכל הסריגים הקוביים (למשל, 

, שמתאר את הגבישים סריג המשושההמקרה מעט יותר מסובך הוא  סריג המשושה:פיזור מה

, הסריג הזה הוא סריג משולש עם שני אטומים 2.3.2. כפי שראינו באיור פןגרהמישוריים של 

2בתא היחידה, למשל, בראשית ובנקודה  1 2( )/3 r a a ראינו כי גם הסריג  3.4.2. באיור

1משולש הוא סריג משולש, עם וקטורי הסריג ההופכי של סריג  ˆ ˆ2 ( / 3)/a b x y, 

2 ˆ4 /( 3)ab y.  1וקטור סריג הופכי כללי ניתן על ידי 2h k G b b ולכן ,

2 2 ( )/3
0 0( ) ( )(1 ) ( )(1 )i i h kF F e F e     G rG G G  (בדקו!). הביטוי בסוגריים מקבל את

1)או  2הערכים  / 3)/2i,  כאשרh k  מראה את  3.9.2או לא. איור  3הוא כפולה שלמה של

הסריג ההופכי של הסריג המשולש. הנקודות ה"גדולות" באיור מסמנות את הנקודות שעבורן 

h k  למשל, שני החִצים באיור מתקבלים עבור 3הוא כפולה שלמה של .( ) (12), (21)hk  .

החִצים הללו הם וקטורי סריג של הסריג המשולש שמכיל את כל הנקודות ה"גדולות", שקבוע 

3 הסריג שלו הוא 4 /b b a   ] 4כאשר /( 3)b a  הופכי באיור ההוא קבוע הסריג

לעומת העוצמות ביתר הנקודות בסריג ההופכי  4]. עוצמת הקרינה בנקודות האלה גדולה פי 3.4.2

, הסריג המשולש מתחלק באופן 2.3.6(שמסומנות על ידי נקודות "קטנות" באיור). כזכור מאיור 

- סריגים. תמונת העקיפה מהסריג המשושה שוברת את הסימטריה בין תת- טבעי לשלושה תת

הסריגים - לציין כי שני תתהסריגים ונותנת עוצמות אור חזקות יותר על אחד מהם. מעניין 

הנותרים יוצרים סריג משושה, באופן שהסימטריה המשושה נשמרת גם בתמונת העקיפה. 

הנקודות עם העוצמה המוגדלת נמצאות במרכזי המשושים. שימו לב, אם זה היה סריג משולש 

  "פשוט", אזי עוצמות האור בכל נקודות הסריג ההופכי היו שוות.

  

  3.9.2שאלה 

 אטומים נקודתיים שתי הנקודות בתא היחידה של הסריג המשושה מייצגות שניהניחו כי 

 שבו גבול יש האם זה? מהו גורם המבנה במקרה .BF- ו AF עם גורמי מבנה ממשיים שונים

  ת?תאפסמ ההופכי הסריג מנקודות בחלקקרינה ה עוצמת

  

  3.9.3שאלה 

)? האם יש נקודות 2.10(ראו גם שאלת חזרה  2.3.3גורם המבנה של גרפיט, שמוצג באיור מהו 

  סריג הופכי שבהן גורם המבנה מתאפס?
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 .גדולה יותר נקודות ה"גדולות"ת הסריג ההופכי של הסריג המשושה. עוצמת הקרינה בנקודו :3.9.2איור 
תא  מתארים את ציםהחִ העוצמה בכל הנקודות הגדולות (או הקטנות) קבועה עבור מפזרים נקודתיים. 

  ., שמכיל נקודה אחת "גדולה" ושתי נקודות "קטנות"הזההמוגדל של הסריג היחידה 

   סריגהיא  ממדי עם בסיס-תלת סריגפשוטה של  דוגמה :בסיס עם קוביים מסריגים פיזור

 ,קובייהנקודות, בראשית ובמרכז ה שתי עם בסיס יש הזהג). לסריג (2.5.2 איור, BCC-ה

ˆ ˆ ˆ( )/2a  x y z. 0הסריג ההופכי ניתן על ידי , כמו בסריג הקובי ˆ ˆ ˆ(2 / )( )a h k  G x y z . לכן

)-ל מתכונתי) 3.9.12( גורם המבנה )(1 )i h ke    הסכום רק כאשר אפס. הסכום הזה שונה מ 

h k   מצב זה קורה רק כאשר שלושת האינדקסים זוגיים, או כאשר אינדקס אחד  זוגי. הוא

2 הערכים המותרים שלזוגיים. בשני המקרים, -זוגי ושני האחרים אי 2 2h k   ,כולם זוגיים 

2 מתוך מדידת היחסים את מבנה הגביש לזהות ואפשר 2 2 2 2
minsin / sin ( )h k      ,

). בניגוד לתוצאות של סריג קובי פשוט תמונת העקיפה תכיל הרבה פחות שיאי 3.7.3משוואה (

  בראג.
  

 הנקודות שלוש[בראשית וב) יש ארבעה אטומים בתא היחידה 2.5.4(איור  FCC-בסריג ה

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) /2, ( ) /2, ( ) /2x y x z y za a a  [ וחישוב דומה נותן כי גורם המבנה מתכונתי ,  

)-ל ) ( ) ( )(1 )i h k i h i he e e        כל שלושת . לכן, תתקבל התאבכות בונה רק כאשר

, המספרים השלמים ,h k  הרי  ),3.7.2( משוואהבאם חוזרים לדיון  זוגיים.-הם זוגיים או אי

2סכום ה הערכים היחידים של 2 2h k   עבור סריג ה תנו התאבכות בונהישי-FCC 24 לערך עד 

  . (בדקו!) 24-ו 20, 19, 16, 12, 11, 8, 4, 3 יהיו
  

קטנה בהרבה מזו של שנותנות התאבכות בונה  זוויותהרשימת בשני המקרים הנזכרים לעיל, 

מסכם את הערכים  3.9.3את סוג הסריג. איור  שלהן לזהות מהרשימה אפשרפשוט, ו קובי סריג

2של  2 2h k    שנותנים שיאי בראג עבור ארבעת הסריגים הקוביים הבסיסיים. ההבדלים בין

  תמונות העקיפה מאפשרים הבחנה ניסיונית בין הסריגים הללו.
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2 הערכים של :3.9.3איור  2 2h k   הקובי שנותנים שיאי בראג עבור הסריג הקובי הפשוט, הסריג 
   בהמשך). 3.9.8(שנזכר בשאלה  היהלום וסריג הפאה ורכזממ הקובי הסריג הגוף, ממורכז

  

   3.9.4 שאלה

קטורי תא היחידה שבנוי מוֶ תוך שימוש ב ,ישירות FCC-גורם המבנה של סריג הקבלו את 

  . 2.5.4איור  הסריג הפרימיטיביים שלו,

  

  3.9.5שאלה 

ביותר  הנקודות הגבוההסריג ההופכי שמתארים את המישורים בעלי צפיפות וקטורי ה מהם  א. 

   ?BCC-סריג השיתרמו להתאבכות בונה בפיזור מ

   אלה?המישורים ה סריג המישורי שמתאר אתמהו ה   .ב

  מהו הקו הצפוף ביותר על כל מישור?   ג. 

  ?FCC- מהן התשובות עבור סריג ה  ד. 

  

נעבור עכשיו לדוגמה של גביש עם בסיס מורכב עוד יותר,  פיזור מגביש שמכיל כמה סוגי יונים:

 על ידי סריג מלח הבישול מתואר ,2.5כפי שהסברנו בסעיף  .2.5.3איור  ,מלח בישולעל ונסתכל 

FCC בכיוון(למשל)  קובייהבאמצע צלע ה נתרןבראשית ומיון  כלורכל בסיס מורכב מיון , שבו   

נוח הרבה יותר  הזה, ום לחשב את גורם המבנה עבור התא הפרימיטיבי של הסריגבמק .y- ציר

 הנקודות שלושוב [בראשית כלורלחשבו עבור תא היחידה הקובי, שמכיל ארבעה יוני 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) /2, ( ) /2, ( ) /2x y x z y za a a   אחת מארבע הנקודות הללו (מוזזים מכל נתרן] וארבעה יוני 

ˆ ורוֶקטעל ידי ה /2ya.( ,שצלעו עבור הסריג הקובי a,  על ידי  ניתניםהקובי הופכי הוקטורי הסריג

0 ˆ ˆ ˆ(2 / )( )G x y za h k   . אתת קבלמ )3.9.12( משואה עבור הגביש של מלח הבישול לכן 

  הצורה
  

  ( ) ( ) ( )( ) 1 ( )i h k i h i h i k
Na ClF hk e e e F F e           

 .   )3.9.14(  
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, שבו טיפלנו עם אלמנט בודד בכל נקודת סריג FCC בסוגריים המרובעים מתייחס לסריגהביטוי 

הוא גורם המבנה של הגביש, שמכיל  )3.9.14( במשוואה הביטוי בסוגריים העגוליםכבר לעיל. 

תנו את הסכום יי הסוגריים העגולים .תרומות משני היונים שמרכיבים את הבסיס של הגביש

( )Na ClF F עבור k  ואת ההפרש(ולכן כל האינדקסים זוגיים) זוגי ( )Na ClF F עבור k אי -

הנקודות הללו.  ם שלסוגיהבשני  לכן נקבל עוצמות שונות .זוגיים)-(ולכן כל האינדקסים אי זוגי

. שונות מאפס תנו עוצמותיי הנקודות ולכן שני סוגי למדי זה מזה, שוניםהיונים של נתרן וכלור 

יש  Cl-ו +K יוניםכל אחד מהל הרי ,KCl הסריג של אשלגן כלורי, אם נסתכל על, לעומת זאת

 ).2.6.1המחזורית באיור  טבלהה (ראו את האציל ארגון גזאטומי הכמו ל אלקטרונים, 18בדיוק 

גורמי , יוסי היונים שונים במעט זה מזה)ולכן רד הגרעינים שלהם שונים,שמטעני  אף על פילכן (

 ד.וזוגיות תהיה קטנה מא-דות האיבנקו קרינהועוצמת ה לזה, זה מאוד קרובים שלהם המבנה

: על סמך הסתכלות בטבלה המחזורית והנחה כי CeSbתוצאה דומה מתקבלת עבור הגביש של 

אל אטום האנטימון, מתקבל כי מספרי האלקטרונים  שלושה אלקטרונים עברו מאטום הסריום

, לפיכך שניהם דומים לאטום של קסנון, וגורמי המבנה 54- ו 55על שני היונים בגביש הזה הם 

שלהם קרובים זה לזה. יש לציין כי השוויון (בקירוב) של גורמי המבנה של יוני האשלגן והכלור 

. לשם השוואה, נויטרונים מתפזרים X-ור קרני(או של יוני הסריום והאנטימון) נכון רק לפיז

בעיקר מהגרעינים, וחתכי הפעולה לפיזור נויטרונים מגרעיני הכלור והאשלגן שונים זה מזה 

ושל  X-באופן משמעותי. לכן, במקרים רבים לומדים הרבה מהשוואת תמונות עקיפה של קרני

  נויטרונים מאותם הגבישים.
  

 של אבקההפיזור מ כפונקציה של זווית קרינהות של עוצמת הניסיוימציג תוצאות נ 3.9.4איור 

 עם אורך הגל של נחושת 1Kהנפלטת מהמעבר  X-קרינתשהושגו על ידי פיזור של  מלח בישול,

1.545Å  ) איור זה התקבל מניתוח של עוצמות הקרינה בטבעות שהתקבלו  .)3.1.1ראו שאלה

שמציינים את עוצמת  המספרים על הציר האנכי,. 3.2.2על לוח הצילום, כפי שתואר באיור 

קבוע כפלי, כי העוצמה נקבעים רק עד כדי  את הגובה של שיאי בראג), ,(כלומרהמפוזרת  הקרינה

שהפרשנות של  מאחרולפרטים ניסיוניים אחרים.  הנמדדת מתכונתית, למשל, למשך זמן ההקרנה

חשיבות. ליד כל שיא של  אין לקבוע הכפלי הזה של עוצמות, יחסיםהתוצאות נקבעת רק מתוך 

 אפשרכפי ש ההופכי המתאים. צגים את וקטור הסריגיסים של מילר שמיקעוצמה סומנו האינד

, כפי שצפינו בדיון אחרי משוואה האינדקסיםהעוצמות דועכות עם גידול בדרך כלל אכן  לראות,

עם זאת, התלות בזווית הפיזור איננה תמיד מונוטונית, מה שמעיד על תלות נוספת של  .)3.9.11(

בוֶקטור הסריג ההופכי, ועוצמות הפיזור מושפעות גם מהכפילויות של כל  גורמי המבנה היוניים

 הסופי הגודל בגללגם  סופי רוחב יששיאים למשפחת מישורים ומגורמים נוספים שמנינו לעיל. 

  ).3.3(כפי שהוסבר בסעיף  באבקה גרגר כל של
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הפיזור התבצע  הפיזור. זווית של כפונקציה בישול מלח של מאבקה תהמפוזר קרינהה עוצמת :3.9.4 איור
1.545Åמנחושת עם אורך גל  X-באמצעות קרני  מדידות של ד"ר יורי רוזנברג באוניברסיטת .  

  תל אביב (האיור נכלל כאן ברשותו של ד"ר רוזנברג).

  

  3.9.6 שאלה

 , והסיקו מהן אתFCCאכן מתאימות לסריג  3.9.4איור ב הפיזור שמופיעות זוויותהראו כי    .א

  .קבוע הסריג של מלח בישול

Na/ את היחס כדי להעריך 3.9.4איור השתמשו בשני השיאים הראשונים ב  ב.  ClF F , בהנחה כי

,- יחס זה ממשי ואיננו תלוי ב ,h k . ?מתי ההנחה הזאת נכונה   

   אם היחס הזה מרוכב? ,לעשות אפשרמה   . ג

 קירוב על ידי הנוסחהבניתנת  iצפיפות האלקטרונים בכל אחד מהיונים  הניחו כי  ד.
2 / 3( ) /( )ir a

i i in r z e aכאשר , iz ו הוא מספר האלקטרונים על היון הזה-ia  הוא

,-ב הגביש שלהמבנה ם גור של התלות חשבו את שלו.ה"רדיוס"  ,h k   וקבלו את היחס בין

,0.95Å כי נתון אם הראשונים. שני שיאי בראג 1.81ÅNa Cla a , עבור מקבלים מה 

Na/ היחס Clz z?  

  

   3.9.7שאלה 

בגביש  גורמי המבנה של יון אשלגן ושל יון כלור היו שווים בדיוק ילוכי א(על ידי חישוב)  הראו

KCl  ,(שדומה למלח בישול)תמונת העקיפהה זהה לתיהי תתקבלתה מיהיתמונת העקיפה ש יאז 

  הסבירו את התוצאה הזאת בלי לעשות את החשבון. .2a/ סריג פשוט עם קבוע יקוב של סריג

  

  אינדקסי מילר: השיא הזה נובע 

 }220ממישורים שמסומנים על ידי {
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   3.9.8 שאלה

  בלנדה? -צינק עבוריהלום?  עבור ?CsCl עבור המבנהמי גורם מה

  

   3.9.9 שאלה

  ?HCP-מהו גורם המבנה של סריג ה  א.

בהנחה שכל המפזרים נקודתיים, אילו ערכים שונים יש לעוצמת הפיזור בשיאי בראג   ב. 

  השונים (ללא התחשבות בכפילויות)?

 HCP-יזור הקטנות ביותר עבור סריג האילו אינדקסי מילר ייתנו את ארבע זוויות הפ  ג.

3האידאלי עם  1/ 8/3a a  1? (בטאו את התשובה באמצעות היחס/a .(  

  ד. מהו גורם המבנה של וורציט?

  

   3.9.10 אלהש

  מהם גורמי המבנה של סריג אורתורומבי ממורכז גוף? ממורכז פאה? ממורכז בסיס? 

  

   3.9.11 שאלה

עדיין תתקבל התאבכות בונה עבור סריג טטרגונלי  3.7.2באילו מהזוויות שנמצאו בשאלה 

  ממורכז גוף? 

  

עד כאן טיפלנו בדוגמאות שבהן תא  פיזור מגבישים של מולקולות אורגניות וביולוגיות גדולות:

מספר קטן היחידה הכיל מספר קטן של יונים, ולכן אפשר לזהות את מבנה הגביש גם על סמך 

|2יחסית של עוצמות  ( ) |F G כבר ציינו כי ככל שתא היחידה מכיל יותר מפזרים, הפענוח של .

שבסוף הפרק  לחזרה בשאלותהנתונים הניסיוניים נעשה מסובך יותר, ודורש הרבה שיאי בראג. 

ים תאי יחידה נראה כמה דוגמאות של גבישים קצת יותר מורכבים. הטיפול בגבישים שמכיל

מסובכים נעשה בכמה שיטות. בשיטה אחת, מנחשים מבנה של תא היחידה ומחשבים עבורו את 

גורמי המבנה עבור כל וקטור סריג הופכי (ואולי גם עבור כל מבנה סריגי). התפלגות האלקטרונים 

 בתוך כל תא כזה מחושבת לפעמים על ידי פתרונות נומריים מסובכים של משוואת שרדינגר,

שכוללים גם את האינטראקציות בין האלקטרונים. בהינתן גורמי המבנה הללו, משווים עם 

  התוצאות הניסיוניות, ואז משפרים את הניחוש עד שמקבלים התאמה. 
  

בשיטה אחרת מזהים תחילה את הסימטריה של הסריג (למשל, על ידי פיזור מגביש יחיד של 

). בהמשך מזהים את זוויות הפיזור, למשל von Laueקרינה שמכילה הרבה אורכי גל בשיטת 

בפיזור של גל מונוכרומטי מאבקה, ובודקים כי התוצאות תואמות לסימטריות שנמצאו קודם 

לכן. מדידות אלה נותנות גם את קבועי הסריג. בשלב הבא חוקרים את עוצמות הקרינה בכל אחד 

גורמים כפליים שיש לכלול בניתוח , העוצמה כוללת הרבה 3.7משיאי בראג. כפי שהזכרנו בסעיף 
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)התוצאות. בסוף התהליך מתקבלים הערכים של  ) G ) עבור רשימה סופית של 3.9.9[משוואה ,[(

  הגביש,  התמרת פוּרייה הפוכה של הערכים הללו נותנת את פונקציית המתאם של .Gערכי 
  

  ( ) ( ) ( ) ( ) in n e     G r

G
0 r r G.  )3.9.15( 

 
מכאן מתקבל מידע רב על ההתפלגות היחסית של המפזרים בין זוגות של נקודות בגביש. מאחר 

, שנקבע על ידי המגבלות maxGשהמידע מושג רק עם וקטורי סריג הופכי שקטנים מאיזשהו גודל, 

max2-שגדולים מהניסיוניות, ולכן עם אורכי גל  /G אפשר לסמוך על התוצאות רק עבור ,

max2מרחקים מסדר גודל  /r G כדי להגדיל את הדיוק יש להגדיל את .maxG למשל על ידי ,

  הגדלה של עוצמת הקרינה.
  

הערכים המוחלטים של גורמי המבנה הכוללים  יש לציין כי עוצמות הקרינה בשיאי בראג נותנות את

של תא היחידה (שכל אחד מהם הוא סכום על גורמי מבנה אטומיים, עם פאזות), ללא הפאזות 

שלהם. כפי שראינו בדוגמאות שהוצגו לעיל, גורמי המבנה של אטומים עם סימטריה לשיקוף הם 

)אפשר לקבל את  ). לכן עבור גבישים סימטריים כאלה3.9.1ממשיים (ראו שאלה  ) ( )n  G G ,

)ולבסוף את התפלגות המפזרים בגביש מהתמרת פורייה,  ) ( ) in n e   G r
Gr G עם זאת, התהליך .

, כשהגבישים ביולוגיה מולקולריתאו  כימיה אורגניתהזה איננו אפשרי בדרך כלל בהקשר של 

)מכילים מולקולות גדולות ללא סימטריה לשיקוף. במקרים הללו הפונקציה  ) ( )F Vn G G  

)] היא מרוכבת, ומדידת העוצמה איננה נותנת מידע על הפאזה שלה. הבעיה הזאת 3.9.8[משוואה (

ו (למשל, על ידי ". במשך השנים הומצאו שיטות שונות לזיהוי הפאזות הללבעיית הפאזהנקראת "

החלפה כימית של חלק מהאטומים בתא היחידה באטומים אחרים, וניצול המידע מפונקציית 

המתאם שהוזכרה לעיל). אם ידועות הפאזות, אזי אפשר לחשב את התמרת פורייה ההפוכה, ולקבל 

)את התפלגות המפזרים בתוך תא היחידה,  )n rשרת בדרך כלל לזהות את . ההתפלגות הזאת מאפ

וכך מאפשרת לשחזר את המבנה של המולקולות  האטומים או היונים שנכללים בבסיס של הגביש,

  שנמצאות בכל תא יחידה.
  

: שיטה ניסיונית ביולוגיה מולקולריתבהתהליך שתואר כאן הוא אחד הכלים החשובים ביותר 

גידול גביש מהמולקולות הנחקרות, ועל לחקר המבנה של מולקולות ביולוגיות גדולות מבוססת על 

זיהוי המבנה הכימי והגיאומטרי של כל מולקולה על ידי ניתוח תוצאות של פיזור קרינה מהגביש 

הזה. לנושא הזה יש היסטוריה ארוכה, שבמהלכה נעשה שימוש בטכניקות הללו לזיהוי מולקולות 

ו על השימוש בשיטות כאלה, למשל ביולוגיות שונות. פרסי נובל אחדים בכימיה וברפואה הוענק

ועוד. אחת הדוגמאות המסובכות ביותר והעדכניות ביותר  DNA- לזיהוי המבנים של הפניצילין, ה

עוסקת בזיהוי המבנה של הריבוזום, שאחראי לתהליכים ביולוגיים חשובים באורגניזמים שונים. 

לגדל גבישים של  1979- בר ב) הצליחה כ2010עדה יונת ממכון ויצמן למדע (פרס נובל בכימיה, 

), ולקבל Bacillus stearothermophilus", שהופק מבאסילוס סטרותרמופילוס (S50הריבוזום הקרוי "

מהם תמונות עקיפה. הבאסילוס סטרותרמופילוס היא בקטריה שנפוצה במקומות חמים וגורמת 

דע על המבנים של לקלקול של מוצרי אוכל. מחקריה של יונת נמשכים עד היום, תוך השגת מי
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ריבוזומים שונים. ריבוזום אופייני מכיל כמה עשרות פרוטאינים. הריבוזום הנדון מכיל שתי 

  אטומים.  120- אטומים והאחרת עם כ 2900- , האחת עם כRNAמולקולות 
  

מראה דוגמה לתמונת עקיפה שהתקבלה על ידי הקבוצה של עדה יונת מגביש יחיד של  3.9.5איור 

המצוי  ),Halobacterium marismortuiופק מהחיידק הלובקטריום מריסמורטוי (הריבוזום, שה

באזור ים המלח. התמונה התקבלה על ידי סיבוב הגביש ופיזור קרינת סינכרוטרון עם אורך גל 

1.51Å,ניתוח התמונה זיהה סריג מונוקליני עם קבועי סריג גדולים יחסית . 

(182 5)Å, (584 10)Å, (186 5)Å, 109a b c         ,הבסיס הכיל שתי מולקולות .

61.6עם משקל מולקולרי של  10  (ביחידות של מסת הפרוטון). המידע שהופק מתמונות עקיפה

  כאלה מאפשר לזהות את המבנה המפורט של הריבוזום הזה.

  

  
  

 ריוםטמהלובקשנלקחו  מולקולות ריבוזום,דוגמה אופיינית של תמונת עקיפה מסריג של  :3.9.5איור 
  נלקח מהמאמר .בהמבורג בסינכרוטרון יונת עדה של הקבוצה ידי על שנמדדה כפי ,מריסמורטוי

I. Makowski, F. Frolow, M. A. Saper, M. Shoham, H. G. Wittman and A. Yonath, "Single Crystals of Large 

Ribosomal Particles from Halobacterium marismortui Diffract to 6 Å", J. Mol. Biol. 193, 819 (1987). 

  

  

   וואלר-הגורמ של דביי התלות בטמפרטורה;  :3.10
  

 האטומים (או היונים) בגבישמרכזי הכובד של עד כאן הנחנו כי  :תנודות האטומים בגביש

שום  ללא ,בתוך תא היחידה)נקודות הבסיס ב(או המחזורי נמצאים בדיוק בנקודות הסריג 

למעשה, גם הגרעינים וגם האלקטרונים נעים כל הזמן סביב מרכזי הכובד הללו, ולכן יש  .תזוזה

למצע על התנודות הללו. המיצוע על תנועת האלקטרונים סביב הגרעינים כבר נעשה בסעיף 

ייב להיעשות ח ממוצע זה(ג). נמצע עכשיו על תנועת הגרעינים. 3.9.1הקודם, למשל בשאלה 

כל דרגת חופש (כזכור, המכניקה הקוונטית נותנת רק המצבים הקוונטיים של בכל אחד מ תחילה

את התפלגות הסיכויים לכך שדרגת החופש תקבל ערך מסוים, ולכן יש למצע על הערכים השונים 
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 לעם המשקל המתאים, שהוא ריבוע הערך המוחלט של פונקציית הגל הקוונטית), ואז יש למצע ע

המצבים השונים עם המשקלות הבולצמניים שלהם. אם האנרגיה של מצב מעורר (ביחס למצב 

/-מתכונתי ל T, אזי המשקל הבולצמני של המצב הזה בטמפרטורה Eהיסוד) היא  BE k Te ,

בקורס "פרקים בפיסיקה  1ביחידה  5.5סעיף הוא הקבוע של בולצמן [ראו גם  Bkכאשר 

Bk ד לעומתוגדולות מאהאנרגיות של כל המצבים המעוררים  אם .מודרנית"] T ,אפשר  יאז

זניח את המצבים הללו ולמצע באופן קוונטי רק על מיקומי כל דרגת חופש במצב היסוד. בדרך לה

המצבים המעוררים של האלקטרונים באטום. לכן הנחנו  האנרגיות הללו גבוהות לגבי כלל,

ש"צפיפותם" של האלקטרונים שווה להסתברות הקוונטית למצוא אותם במצב היסוד בכל נקודה 

   במרחב (כלומר, לריבוע הערך המוחלט של פונקציית הגל במצב היסוד שלהם).
  

נמצאים מרכזי הכובד של האטומים (כלומר, הגרעינים שבהן נראה כי נקודות הסריג  4 פרקב

חלקיקים  כפי שידוע מהמכניקה הקוונטית, .יתפוטנציאלאנרגיה השל הום מייצגות מינימ שלהם)

של האנרגיה הפוטנציאלית, ולכן צריך  פעם אינם נמצאים בדיוק במינימום אףמיקרוסקופיים 

, "פרקים בפיסיקה מודרנית". גם במצב היסוד של 7ביחידה  4למצע על המיקומים שלהם [ראו פרק 

אוסצילטור הרמוני פונקציית הגל שונה מאפס עבור ערכים רבים של מיקום החלקיק, ולכן יש 

נדגים עכשיו את הטיפול בתנודות  .הסתברות סופית למצוא אותו רחוק מהמינימום של הפוטנציאל]

של מרכזי הכובד של האטומים, עבור המקרה הפרטי שבו יש רק אטום אחד בכל תא יחידה. בניגוד 

Bkלרמות האנרגיה של האלקטרונים, האנרגיות של התנודות הללו אינן גבוהות לעומת  T ולכן ,

למצע על התנודות עם המשקלות הבולצמניים של כל נצטרך להתחשב גם במצבים מעוררים שלהן ו

אם רושמים את מצב, שתלויים בטמפרטורה, וזאת בנוסף למיצוע הקוונטי בכל אחד מהמצבים. 

'בצורה בתא האטום מרכז הכובד של  שלה"רגעי" המיקום    RR R u כאשר ,R  מיקומוהוא 

צפיפות המפזרים שונה בכל תא יחידה, , אזי מרחקו מהמיקום הזה Ru- ו מחזוריסריג הב

0( ) ( )n n   RRr r R u 0, כאשר ( )n r  היא פונקציית צפיפות המפזרים סביב המרכז של

)) עבור 3.9.11אטום בודד, ויש לכתוב מחדש את משוואה ( )n G,   
  

  ( )3
0

( )

( )1
( ) ( ) i i i

V

Fn d rn e e eNV NV
            R R RG r R u G u G u

R
R RR

GG r R u.  )3.10.1( 

  

בשלב הראשון הפרדנו את האינטגרל לסכום של אינטגרלים על כל אחד מתאי היחידה, והזזנו את 

הראשית בכל איבר בסכום אל מיקומו ה"רגעי" של מרכז האטום בתא היחידה המתאים 

1ie(השתמשנו גם בזהות   G R .( ,וזמן המדידה ארוך יחסית לזמן מאחר שהאטומים מתנודדים

לכן נחליף כל  ל התנודות הללו.שנותנת רק את הערך הממוצע  המדידההמחזור של תנודותיהם, 

ieשלו, שנסמן על ידי בממוצעשבאגף ימין בסכום  מחובר  RG u הסוגריים המשולשים מסמנים ;

- ו Ruאת המיצוע הכפול, הקוונטי והתרמי. בדרך כלל יש סיכוי שווה לקבל תזוזות  Ru ,  

)cosולכן  )ie   RG u
RG u  הוא ממשי. כאשרG ד יותר גדל, הביטוי בתוך הממוצע מתנוד

 , מקובל לסמנו על ידי1- ויותר, ולכן הממוצע הולך וקטן. מאחר שהממוצע הזה קטן מ
i We e  RG u ,וואלר - דביי של גורםהנקרא . הגודל הזה, שמנחית את גורם המבנה  



 181   : פיזור קרינה מגבישימ3פרק   

)Debye-Waller factor(את משוואה נקבל שוב, הנחה שהממוצעים עבור כל האטומים זהים. ב 

  צריך להציב עכשיו ), אבל3.9.8(
  

  ( ) ( ) ( )i We F e   RG uF G F G G.  )3.10.2(  
 

, היא להניח כי התנודות קטנות Wהדעיכה  גורםדרך פשוטה להעריך את  :וואלר- חישוב גורם דביי

21 בטור טיילור: פונקציה המעריכיתולפתח את ה
1 ( ) ...

2
ie i       RG u

R RG u G u.  בהנחה

ר דשל האיבר מס הממוצע לאפס,, עם ממוצע ששווה בלתי תלויות Ruשהתנודות של כל מרכיב של 

2 תןיואילו האיבר הבא י ,ראשון יתאפס 2 2 2 2 2( ) ( ) cos ( ) 3G G  R R RG u u u, 

2cos והממוצע של ,Ru לבין G בין זוויתהיא ה כאשר   זהים ם כיווניאם כל ה ,שווה לשליש

1We בקירוב חוזר שימוש .מצביע בכיוון אחד הצירים) G, והניחו כי 3.10.1(ראו שאלה  W   

   נותן

  2 2( ) 6RuW G.  )3.10.3( 
  

 וקטור של הגודל ריבוע עם ספוננציאליתקא דועךוואלר -גורם של דבייבקירובים הללו ברור כי ה

שוב, הדעיכה הזאת מקשה על איסוף נתונים מהרבה שיאי בראג, אלא אם כן  .2G פכי,והה הסריג

  משתמשים בעוצמות קרינה גבוהות. 

  

   3.10.1שאלה 

ויים שווים לכל סיכ עם ,ממדי-dבמרחב  כיווןוקטור יכול להצביע בכל  כי אם והוכיח

י מיצוע על כל הכיוונים נותן אז , ור לבין אחד הצירים היאוֶקטבין ה הכיוונים, ואם הזווית

2cos 1/d .   

  

)2, בוע התנודהירשל ים עוד לממוצע קאנו נזק כדי להשלים את החשבון )Ruשל  . חשבון מפורט

נניח  נדון בתנודות הסריג. כדי לקבל הערכה איכותית של התוצאה ושב ,5 פרקיינתן ב הממוצע הזה

וקיימת רק תדירות תנודה , בתנודות האטומים האחרים התלוי נהאינ Rכי תנודת האטום בנקודה 

בהנחה שהתנודות קטנות, מתחילים מפיתוח . )5(בדומה למודל של איינשטיין, שיידון בפרק  אחת

ובהנחת , בקירוב ההרמוני .Ru שלו מהמינימום, טיילור בסטייה טורפוטנציאל האטום בשל 

 בצורה וטנציאלרשום את הפל אפשר, סימטריה כדורית סביב המינימום
22 2V M Ru כאשר ,

M מסת האטום ו היא - התנודה ההרמונית סביב המינימום התדירות הזוויתית של היא   

)2K M ("אם נפרק את  .היא הנגזרת השנייה של הפוטנציאל במינימום, או "קבוע הקפיץ

,לשלושת רכיביו הקרטזיים,  Ruהוֶקטור  ,x y z, 2 אזי 2 2 2( )/2V M x y z  ,  וזהו סכום

נותר לחשב את  תלויים. לכןממדיים בלתי - חד פוטנציאלים של שלושה אוסצילטורים הרמוניים

2, מוני כזהרה סטיית התקן הממוצעת של אוסצילטור 2 2x y z  .  
  

בכל מצב קוונטי של האוסצילטור, עם משקלות להיעשות הן  יםחייב ים הללוממוצעכאמור, ה

ששווים לריבוע הערך המוחלט של פונקציית הגל באותו מצב, והן על המצבים הקוונטיים 

 בשני גבולות: התוצאה פשוטה במיוחדשונים, עם המשקלות הבולצמניים המתאימים. ה
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האנרגיה  במצב הזה טור חייב להישאר במצב היסוד שלו.ילצהאוס בטמפרטורה אפס

ממוצע הקוונטי של סטיית התקן במצב היסוד של ל מתכונתיתהפוטנציאלית הממוצעת שלו 

2האוסצילטור,  23 2 3 / 4M x    מודרנית בפיסיקה"פרקים , 7של יחידה  4[בפרק ,"

פונקציית הגל במצב היסוד של האוסצילטור היא 
2

0( / ) / 2
0 0

x xC e  0, כאשר /( )x M  ,

ולכן 
2 2 22 2

0 0 0 /2x dxx dx x    ,[ת התקן שליוסטי Ru  תנודת האפסמייצגת את 

[מאחר שבמצבי  ו/או התדירות קטנות יותר. שגדולה יותר ככל שהמסה ילטור,צשל האוס

0xהאוסצילטור מתקיים   ריבוע סטיית התקן המתאימה הוא , 2 2x x x  .[בגבול 

22 נקבל הזה
2

W GM
 .   

  

Bk, כאשר דוה מאהגבו בטמפרטורה T , ,מתקיים חוק החלוקה השווה התרמודינמי 

2Bk/- ל יש אנרגיה ממוצעת ששווה שחופ לכל דרגת שקובע כי T. בגבול הזה מתקיים ,לכן 

2 2 2 /2BM x k T , 2 מתקבל מכאןו
2

2 Bk T
W G

M
. קטן  וואלר-דביי של גורםשה מתקבל  

   הטמפרטורה. עליית עם יותר עוד דועךהוא ו אפס, בטמפרטורה אפילו 1- מ
  

בטמפרטורות ביניים דרוש חישוב מלא של שני הממוצעים, הקוונטי והתרמי. האוסצילטור 

2ממדי מתואר על ידי האנרגיה הפוטנציאלית -ההרמוני החד 2( ) /2V x M x .כי  נניח כאן

)הזה, ילטור צאוסה רמות האנרגיה הקוונטיות שלאת  יםמכירים הקורא 1/2)nE n  .

שוות ילטור צשל האוס פוטנציאליתהאנרגיה ההאנרגיה הקינטית וידוע כי  לאסיתמהמכניקה הק

 n-ברמה הזו לזו. השוויון הזה נכון גם לגבי הערכים הקוונטיים הממוצעים של האנרגיות הללו 

2/של האוסצילטור, כלומר,  ( 1/2)/2K nnnE V E n   , הממוצע הקוונטי במצב  ולכן

2הוא  n-ה ( 1/2)
n

x nM
 .  

  

 הוא קוונטי. עכשיו יש למצע את התוצאה גם באופן תרמי. הסיכוי התרמי שחושב לעילהממוצע 

[פרק  של בולצמן משקלותהניתן על ידי  nEעם אנרגיה  Tבטמפרטורה  למצוא את המערכת הנדונה

nE/ מודרנית"], בפיסיקה פרקים, "1, יחידה 5
np e Z 1, כאשר/( )Bk T  המכנה אשרכו 

nE
nZ e   1- מקדם הנרמול שבגללו סכום הסיכויים שווה ל הוא ,

0
1nn p


  המכנה הזה)

למצוא את המערכת במצב  1- ששווה ל בטמפרטורה אפס יש סיכוי ,לכן .")פונקציית החלוקהנקרא "

  הרמות. למצוא אותה בכל אחת משווה  אינסופית יש סיכוי ואילו בטמפרטורה היסוד שלה,
  

0nxמאחר שמטעמי סימטריה מתקיים גם   ,של ת התקן הממוצעת יסטיx ממיצוע תתקבל 

 של 2 2x x x  המשקלות עם /nE
np e Z:   

  

  2 2 ( 1/2)( 1/2) / log
( )

n
n nn n

x p x n e Z ZM M
 

   
      

   


.  )3.10.4(  

השלב האחרון במשוואה הוא תחבולה מתמטית שמאפשרת לחשב את הממוצע התרמי. על פי 

) סכום של טור הנדסי אינסופי,הוא  Z ,חישוב ישיר 1/2) 1/[2sinh( /2)]n
nZ e        . 

2גזירה נותנת  coth( /[2 ])
2 Bx k TM 


  לכן, ו   
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 22 coth( /[2 ])
2 BW k T GM 


  .  )3.10.5( 

  

 T-ב ו בטמפרטורה אפס ובין תלותו הלינאריתבאופן מונוטוני בין ערכ עולהאכן  W קל לראות כי

(א)], ולכן העוצמה של שיאי בראג יורדת עם עליית 3.10.2[שאלה  בטמפרטורות גבוהות

  הטמפרטורה.
  

(יחסית לקבוע  להוגד התנודה הממוצעת של אטום בסריגמשרעת כש ון לינדמן להיתוך:ריטריק

של החומר מעבר הרס של המצב הזה ולשתגרום לשל המצב המוצק יציבות -נקבל איהסריג), 

קיימים בספרות דיונים ארוכים על הקשר בין טמפרטורת ההיתוך  ., כלומר, להיתוךלמצבו הנוזלי

טמפרטורות היתוך ותנודות סריג של חומרים  לבין גודל התנודה שבה ההיתוך קורה. סקר של

להערכה כי בסריגים קוביים ההיתוך קורה בערך  1910-) בLindemann( לינדמןרבים הוביל את 

, כלומר, aכאשר משרעת התנודה עולה על אחוז מסוים מקבוע הסריג 
1/ 22( ) Lc aRu עבור .

0.1Lc-מקובל להשתמש בסריגים פשוטים   אבל הערכים הניסיוניים מפוזרים סביב הערך ,

הזה, ובמקרים מסוימים הערך הזה נותן רק את סדר הגודל הנכון. עבור סריגים מורכבים יותר 

יש להחליף את קבוע הסריג במרחק בין שכנים קרובים. בסריגים עם קבועי סריג אחדים יש 

אורך אופייני אחר, למשל, השורש השלישי של נפח תא היחידה. בקירוב של  a להציב במקום

2טמפרטורות גבוהות מתקיים  2( ) 3 /( )Bk T MRu והמעבר קורה בטמפרטורת ההיתוך ,

MT 2, כאשר 2 2 / 3B M Lk T c M a .שימו לב, טמפרטורת  .לינדמןזה נקרא על שמו של  קריטריון

, כלומר, כאשר החומר V) שמתאר את הפוטנציאל 2Mההיתוך גדלה עם קבוע הקפיץ (

"קשיח" יותר (ככל שקבוע הקפיץ גדול יותר, דרוש כוח גדול יותר כדי למתוח את הקפיץ, כלומר, 

  את הגביש).  לעוות
  

לגביש  וואלר עבור אטום בודד בתא היחידה. כאשר-עד כאן טיפלנו בגורם דביי :גביש עם בסיס

   ) צריכה להיות מוכללת,3.10.2משוואה ( יש בסיס,
  

 ( )( ) ( ) i ii W
i

i
F F e e   G r GG G.   )3.10.6( 

  

לכן, המשקל היחסי של אטומים שונים בתא היחידה יכול להשתנות עבור שיאי בראג שונים, 

  והשינוי הזה תלוי גם בטמפרטורה. 

  

   3.10.2שאלה 

עבור טמפרטורה אפס לעיל שניתנו  Wשל משחזרת את הגבולות  )3.10.5הוכיחו כי משוואה (  . א

   ד.ומאועבור טמפרטורות גבוהות 

2 הראו כי  . ב 2sin /W B  ,  כאשר היא מחצית זווית הפיזור ו -  הוא אורך הגל, ומצאו

  . באילו תכונות של הגביש תלוי המקדם הזה? Bאת המקדם 
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Bk, כדי להראות כי בטמפרטורות גבוהותהשתמשו בקריטריון לינדמן   ג.  T   , העוצמה

/שיאי בראג תלויה רק ביחס  של MT T, בין ביחסים רק וואלר תלוי-וכי המקדם של דביי 

  ימים.המסו םבערכיה ולא הסריג קבועי

  

  3.10.3שאלה 

מסוים בגביש על ידי  אם מחליפים את כל האטומים מסוג ,וואלר-מה יקרה למקדם דביי  .א

  איזוטופ אחר שלהם?

  לסיבובים? סימטרית איננה אטום כל של אם הסביבה, וואלר-איך יש לשנות את מקדם דביי  .ב

  

  

  גבישימ -פיזור מקוואזי  :3.11
  

, דן הקודם בפרקעד כאן דיברנו רק על גבישים מחזוריים. כפי שהזכרנו כבר  :התגלית של שכטמן

עם סימטריה  תמונת עקיפה , וקיבלמנתך של אלומיניום ומגנזיום פיזר אלקטרוניםשכטמן 

. 3.11.1באיור  משוחזרת 1982-ב שמדד שכטמן תמונת העקיפה המקורית .10לסיבובים מסדר 

תמונות עקיפה עבור כיוונים שונים של הגביש ביחס לאלומה הפוגעת. זוויות שונות  רואים איורב

יצגות פיזורים ממישורים שונים, והתמונות משקפות את הסימטריות השונות שמתאימות לכל מי

בכיוונים מסוימים (למשל, באיור אבל  שיאי בראג חדים, משפחת מישורים. בכל המקרים רואים

כפי שכבר  .36 של זוויתב, 10מסדר סיבוב ל סימטריה ש) יש לתמונה 63.43העליון, בזווית של 

נעשו חישובים  1982-כבר ב. סימטריה כזאת איננה יכולה להתקבל מסריג ברווה מחזוריהוסבר, 

- תלת שני סוגים של מבנים של ממדי- העקיפה המתקבלת מסידור תלת תאורטיים של תמונת

ההשוואה  .3.11.1 לאיור דומא דומה והתוצאה נראית ממדיים שמכלילים את הסידור של פנרוז,

ממדיים יכולים להיות מתוארים על ידי קומבינציות של -גבישים תלת- הזאת מאשרת כי קוואזי

  רציונליים ביניהם.-יותר משלושה וקטורי סריג, עם יחסים אי
  

אפשר לקבל  נשתמש עכשיו בסריג של פיבונאצ'י כדי להדגים איך :ממדי- גביש חד-פיזור מקוואזי

), משרעת הפיזור 3.3.2(-) ו3.3.1ממדי. ממשוואות (-מחזורי חד-מגביש קוואזי תבנית התאבכות

Zממדי ניתנת על ידי -מסריג נקודתי חד niqx
nA e   כאשר ,q  הוא המרכיב של הוֶקטור

  q k k בכיוון הגביש, ו-{ }nx  הם המיקומים של הנקודות המפזרות בגביש. ממשוואה

 ), סריג פיבונאצ'י מאופיין על ידי המיקומים2.8.1( || / || /nx S n n    כאשר ,  הוא יחס

||הזהב וכאשר המספר השלם  / ||m n   נמצא בטווח/ 1/2 / 1/2n m n     כזכור) ,S 

  הוא אורך הקטע הקצר בסדרת פיבונאצ'י). לכן אפשר לרשום 
  

  ( / )

,

Z ( / 1/2) ( / 1/2) )niqx iqS n m

n n m
A e e m n n m           ,  )3.11.1(  

 
)כאשר  )x 0אם  1-היא פונקציית המדרגה, ששווה לx  אחרת.  0-ול  
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  גביש. נלקח מהמאמר המקורי של שכטמן ושותפיו-קוואזיתמונת העקיפה של  :3.11.1איור 

D. Shechtman, I. Blech, D. Gratias and J. W. Cahn, "Metallic Phase with Long-Range Orientational Order and No 

Translational Symmetry", Phys. Rev. Lett. 53, 1951 (1984). 
  
 

החישוב המלא של הסכומים הללו דורש ידע מסוים בתאוריה של התמרות פורייה. הקוראים 

מקובל  ).3.11.4שאינם מעוניינים בפרטים יכולים לדלג עליהם ולעבור ישר אל התוצאה, משוואה (

  להפוך את הסכומים לאינטגרלים, 
  

  ( )
1 2Z( , ) ( , ) ( , )x yi q x q y

x yq q dx dye f x y f x y  ,  )3.11.2( 
  

1כאשר  ,
( , ) ( ) ( )n mf x y x n y m    ,2 ( , ) ( / 1/2) ( / 1/2 )f x y y x x y        וכן ,

, /x yq qS q qS  ) הוא התמרת פורייה של מכפלת שתי 3.11.2. האינטגרל במשוואה (

(קונוולוציה) של  פונקציות. מהתאוריה של התמרות פורייה ידוע כי ההתמרה הזאת היא קיפול

  נ) בנספח],3.11[ראו משוואה (התמרות שתי הפונקציות 
  

  1 2Z( , ) ( , ) ( , )x y x y x y x x y yq q dq dq f q q f q q q q           .  )3.11.3( 
  

  ),3.3.8ממדית של משוואה (-ניתנת על ידי הגרסה הדו 1fהתמרת פורייה של 
  

 1
,

( , ) ( 2 ) ( 2 )x y x y
n m

f q q q n q m       . 
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  היא אינטגרל פשוט 2fהתמרת פורייה של 
  

 ( ) ( / )
2 ( , ) 2sin( /2)x y x y

y
i q x q y i q q x

x y y y
y

f q q dx dye dxe q q




 
 

 

   , 

  

/- כאשר השתמשנו ב 1/2y x   ) ושימוש 3.11.3. הצבת שתי ההתמרות הללו במשוואה ,(

2בזהות  ( )ikxdxe k



נותנים לבסוף ,  

  
   3

,

Z( , ) 2(2 ) 2 [ 2 ]/ sin( /2 )/( 2 )x y x x y y
n m

q q q n q m q m q m      
 

          )3.11.4( 

 3 2

,

2(2 ) ( [1 1/ ] 2 [ / ]) sin( /(2 ) )/( / 2 )
n m

qS n m qS m qS m        
 

           

 
  שמתקיים פעם בראג בכל שיאי מציינת פונקציית הדלתא באגף ימין

  
  22 ( / )/[ (1 1/ )]q n m S      .  )3.11.5(  

  

) נותנת אוסף צפוף מאוד של 3.11.5יכולים לקבל כל ערך שלם, משוואה ( mוגם  nמאחר שגם 

  . עם זאת, העוצמה של שיא בראג הזה מתכונתית q-נקודות על ציר

)sin]2-ל /(2 ) )/( / 2 )]qS m qS m       2. לכן, העוצמה הזאת גדולה רק אם /q m S   .

2 מתקיים גם נותנת כי במקרה הזה )3.11.5(- ב הצבה /q n S   ולכן המספרים השלמים ,n   

n/ צריכים לקיים m-ו m    , לקרות רק אם שניהם גדולים מאוד. הסתכלות על  יכולוזה

שנותנים שיאי בראג משמעותיים מתנהגים בעצמם כמו  q) מראה כי הערכים של 3.11.5משוואה (

  ).3.11.1סדרת פיבונאצ'י! (ראו שאלה 
  

 מחזורי מכילה- תמונת העקיפה מסריג קוואזישהמסקנה העיקרית של החשבון שתואר לעיל היא 

, אבל אינם מתאימים לסריג הופכי פשוט מהסוג שנדון בכל שיאים חדים, שנראים כמו שיאי בראג

גבישים במרחב התנע, שאינן - קודמים. לשיאים הללו יש סימטריות של קוואזיהסעיפים ה

גבישים בשניים ובשלושה - מתאימות לסימטריות של סריג מחזורי. חשבונות דומים עבור קוואזי

גביש משקפת את הסימטריה של הגביש - ממדים נותנים תוצאות דומות: תמונת העקיפה של קוואזי

  העקיפה של גבישים מחזוריים שיקפה את הסימטריות שלהם.המקורי, בדיוק כפי שתמונת 

   3.11.1 שאלה

n/הראו כי הדרישה   א. m     (ב), בנוגע ליחס בין מספרי 2.8.1שקולה לתוצאה בשאלה

הקטעים הארוכים והקטעים הקצרים בסדרת פיבונאצ'י. מה ניתן להסיק מכאן על סדרת 

  עקיפה?השיאים הגבוהים בתמונת ה

)של זוגות ערכים של שמכינה טבלה  כנית מחשבתבו תכ  ב. / )/( 1/ )q n m        ושל 

2[sin( )/( )]A q m q m     , של שלמים ערכים של טווח עבור n ו-m למשל) ,

, 1,2,...,100n m  (,  וציירו את הערכים הללו במישורq A. שה הוסיפו לתכנית דרי
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באחוזון הגבוה ביותר של הערכים מקבל ערכים  A שתשמור רק את הנקודות שבשבילן

 ואת ההפרשים q הערכים המתאימים של שהתקבלו עבור כל הנקודות הללו, ורשמו את

  הללו? q ערכי של הסדרהאפשר להסיק על  מה הללו? ההפרשים בין היחסים מהם ביניהם.

  

  

   אלקטרונימ ממשטחימפיזור   :3.12
  

ניתנת  , השפה של גביש2.9כפי שכבר ראינו, למשל בסעיף  עקיפת אלקטרונים באנרגיות נמוכות:

לתיאור כאחד המישורים שבונים את הגביש הזה. לכן, אפשר לייצג את השפה באמצעות אינדקסי 

לחקור את משטח  בהרבה מקרים מעוניינים יכת אליהם.שימילר של משפחת המישורים שהשפה 

ממדי שנמצא מתחת למשטח הזה. בדוגמה שנדונה -, בנפרד מהחומר התלתהשפה של חומר

- פיזור של קרניעוסק גם בחקר השכבה הדקה שנספחה אל השפה. בדרך כלל,  , המחקר2.9בסעיף 

X ,כי קרני ה איננו שימושי כאן-X ונותנות מידע על המבנה הנפחי של  הדגםרות לעומק חוד

היא שימוש  ,3.1שהוזכרה בסעיף דרך אחת לזיהוי המבנה של משטחי השפה,  .הגביש

אחרת לחקר משטחים, שמשתמשת בכלים  דרך .המנהור האלקטרוני הסורקבמיקרוסקופ 

   עקיפה של אלקטרונים באנרגיות נמוכותבמשתמשת  שפורטו ביתר הסעיפים הקודמים,

)low energy electron diffraction, LEEDאנרגיות אופייניות של האלקטרונים במקרה זה הן .( 

10 200 eV 0.8, כלומר, אורכי גל 3.8Å  בגלל חתך הפעולה הגדול 3.1סעיף  (ראו .(

אלסטי של אלקטרונים כאלה מהאלקטרונים בגביש הם אינם חודרים לעומק הגביש, -לפיזור אי

  ומתפזרים רק משכבות האטומים העליונות שלו. 
  

- דו כלל דוגמאות לפיזורים מגבישים 3.9סעיף  :התנאים להתאבכות בונה בפיזור ממישור

את, הנוסחאות שם הניחו כי וקטורי הגלים (הפוגע והמפוזר) נמצאים גם הם ממדיים. עם ז

ממדיים. הנוסחאות -במישור. נכליל עכשיו את הדיון ההוא למקרה שבו הגלים הם תלת

הבסיסיות עבור עוצמת הפיזור זהות לנוסחאות שנדונו בסעיפים הקודמים, אבל עכשיו הסכומים 

) 3.3.3משוואה ( .גביששל ה ההעליונ העל האטומים ששייכים לשכבל מקום נעשים רק בכ Rעל 

עדיין צריכה להתקיים, אבל כעת היא מתקיימת רק עבור מישור השפה. אם וקטור הסריג 

 , אזי אפשר לייצג את השפה על ידי המשוואה0Gההופכי שמייצג את מישור השפה הוא 

0 0 G R  נפרק עכשיו את הוֶקטור3.6(ראו סעיף .( q k k   שמתאר את הפיזור, לרכיב ,

q 0-שניצב למישור (כלומר, מקביל לG ולרכיב (||q ,שמקביל למישור ||  q q q מאחר .  

0-ש  q R) נותנת) 3.3.3, משוואה  
  

 || 2 m   q R q R.  )3.12.1( 

ההופכי  עדיין שווה לקומבינציה לינארית עם מקדמים שלמים של וקטורי הסריג q||לכן, הוֶקטור 

||של המישור,  surface 1 2h k  q G b b  והם מכילים את המידע על מבנה הסריג של המישור)

, שיכול לקבל ברציפות כל ערך. קרינה qהזה), אבל אין שום אילוץ על הרכיב הניצב למישור, 
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, שניצבים למישור במישור התנע קוויםתיתן לכן התאבכות בונה על  kפוגעת בעלת וקטור גל 

  בנקודות בדידות שמזוהות עם נקודות הסריג ההופכי של המישור:
  

 surfacek k q G q    .  )3.12.2( 
  

), ונניח כי הקרן הפוגעת ניצבת לדגם המישורי 3.4.3הכדור של אוואלד (איור  לאם נחזור עכשיו א

הנמדד, אזי נצפה לקבל התאבכות בונה בכל פעם שהקרן המפוזרת תפגע באחד הקווים שניצבים 

מייצגות את נקודות הסריג  3.12.1לדגם בנקודת סריג הופכי שלו. הנקודות בצד ימין של איור 

וקטור הגל הפוגע, ומרכזו נמצא בתחילתו של ההופכי הזה, והמעגל באיור (שרדיוסו שווה לאורך 

kוקטור זה) מייצג את חוק שימור האנרגיה,  k ממדי של -. מעגל זה הוא חלק מהכדור התלת

על הכדור, עכשיו  C, שבו התקבלה התאבכות בונה רק עבור הנקודה 3.4.3אוואלד. בניגוד לאיור 

אחד הקווים המקבילים שניצבים למישור הדגם בנקודות מתקבלת התאבכות כזאת בכל פעם ש

הסריג ההופכי שלו חותך את הכדור. אפשר לראות כי נקבל פיזור מהרבה יותר נקודות על הכדור 

*. אם -. נקודות כאלה מסומנות באיור ב3.4.3ממדי שתואר באיור - הזה בהשוואה למקרה התלת

משיך את הקרניים המפוזרות אל מסך כדורי עם כל אחת מהנקודות הללו ונ Bנחבר את הנקודה 

  ההופכי. , ברור כי נקודות הקרינה על המסך הזה ישקפו את מבנה הסריגBסביב הנקודה 

  

  
  

ממדי. הנקודות בצד ימין מייצגות את המישור של -הכדור של אוואלד עבור פיזור מסריג דו :3.12.1איור 
  הדגם הנמדד.

  

   3.12.1שאלה 

k ורוֶקטה כיווןבטאו את  ,3.12.1באיור  מתוארתטריה האומיגב  באמצעות האינדקסים h   

אורך הגל ו , הזווית שמאפיינים את וקטור הסריג ההופכי המישורי שמפזר את הקרינה k-ו

 שמקביל מישורי על מסך קרינההזה כדי לקבל את מיקום נקודות ה והשתמשו במידע, הפוגע

  הנמדד.  לדגם

  

בכל מקרה, תמונת העקיפה משקפת את נקודות הסריג ההופכי המישורי שמתאר את הדגם. אם 

מדובר בשכבה מישורית שנספחה על חתך מישורי של גביש אחר, עוצמות הקרינה בשיאי בראג 
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כב של שני המישורים. נמחיש את התוצאה עבור המבנה השונים תשקפנה את המבנה המור

  . כפי 2.9.3של גרפיט, שהוצג בחלק העליון של איור  (001)המסודר של קריפטון על מישור 

3a, סריג הקריפטון הוא סריג משולש, עם קבוע סריג 2.9.2שהוסבר בשאלה  a  כאשר ,a  הוא

  המרחק בין אטומי פחמן שכנים בשכבה העליונה של הגרפיט. הסריג ההופכי של הסריג 

  . אם מתעלמים מהפרשי הגובה בין אטומי הקריפטון לבין 3.4.2המשולש הזה הוצג באיור 

  אטומי הפחמן בשכבה הסופחת, אזי תא היחידה מכיל אטום קריפטון בראשית ושישה 

1אטומי פחמן בנקודות  2 2 1/3, /3, ( )/3a a a a    לכן, גורם המבנה המישורי הוא .

( ) 2 [cos(2 /3) cos(2 /3) cos(2 ( )/3)]Kr CF hk F F h k k h      שלושה  . גודל זה מקבל

)ערכים,  ) 6 , , 3Kr C Kr Kr CF hk F F F F F   מייצג את שלושת  3.12.2. גודל הנקודות באיור

עם איור  3.12.2הערכים הללו, בהתאם לאינדקסי מילר המתאימים. מעניין להשוות את איור 

, שנתן את עוצמות שיאי בראג עבור פיזור מגרפן. במקרה של גרפן, התקבל סריג משושה של 3.9.2

), ובתוך כל משושה הופיע שיא בראג 3.9.2נקודות בעלות עוצמה זהה (הנקודות ה"קטנות" באיור 

עדיין מופיע הסריג המשושה של שיאים עם אותה עוצמה, אבל  3.12.2עם עוצמה אחרת. באיור 

   שים מופיעות עכשיו לסירוגין נקודות עם שתי עוצמות.בתוך המשו
  

מעל למישור של המצע, אזי יש לכפול  uאם מתחשבים גם בעובדה שאטום הקריפטון מונח בגובה 

1]0 בכל מקום על ידי KrFאת גורם המבנה  cos(2 )]ik uiq ue e    3.12.1ואיור  3.12.1(ראו שאלה .(

לכן, גורם המבנה בכל נקודה הוא מספר מרוכב, ולעוצמת הקרינה בשיאי בראג יש תלות נוספת 

  בזווית הפיזור.

  
  

 המחזורי המבנהאת העוצמות של שיאי בראג על הסריג ההופכי של הסריג המשולש שמתאר  :3.12.2 איור
  גרפיט. על קריפטון של

  

  3.12.2 שאלה

  ממדי?- חד מגביש אלקטרונים של העקיפה תמונת תיראה איך
  
  
  

  פיזור נויטרונימ מגבישימ מגנטיימ  :3.13
  

מגביש נויטרונים פיזור בין לX -קרניפיזור ההבדל העיקרי בין  היתרונות של פיזור נויטרונים:

הנויטרונים  ואילורות על ידי האלקטרונים, מפוז X-קרני עם החומר. הםקשור לאינטראקציה של

 מאחר .או על ידי המומנטים המגנטיים של האטומים (או היונים) מפוזרים על ידי הגרעינים

יחס אליהם כאל נקודות. מהסיבה הזאת, להתי אפשרשהגרעינים קטנים בהרבה מהאטומים, 



 פי�יקה של מצב מוצק  190

גורמי המבנה האטומיים לפיזור נויטרונים כמעט שאינם דועכים עם אורך וקטור הסריג ההופכי 

, X-)]. בניגוד לקרני3.9.11[ראו דיון בפיזור מאטום אחד אחרי משוואה ( Gי לפיזור, שאחרא

שגורם המבנה שלהן גדל עם המספר האטומי של האטום המפזר (שקובע את מספר האלקטרונים 

ונות המפזרים), חתך הפעולה לפיזור נויטרונים תלוי הרבה פחות במספר האטומי. אחד היתר

החשובים של הנויטרונים הוא שאפשר (אם כי לא הכרחי) לקבל באמצעותם עוצמות פיזור גדולות 

עומק לנוסף קשור  הבדל חשוב). X-גם מאטומים קלים, כמו מימן (שקשה לראותו בקרני

2.718e, כאשר e/1(המרחק שבו עוצמת הקרינה יורדת פי החדירה: המהלך החופשי    הוא

 שלהמהלך החופשי  ואילו בודדים,הוא מסדר גודל של מילימטרים  X-של קרניהקבוע של אוילר) 

   מסנטימטר. גדול להיותיכול  נויטרונים
  

 , חומרים מגנטיים עוברים מעברי פאזה. מעל2.10כפי שהוסבר בסעיף  :זיהוי מבנים מגנטיים

לטמפרטורת המעבר המגנטית המומנטים המגנטיים של כל אטום (או יון) יכולים להצביע 

בכיוונים אקראיים, שמתמצעים לאפס, אבל מתחת לטמפרטורה הזאת המומנטים הללו 

מבנה לשיכול להיות רגיש מסתדרים באופנים מחזוריים שונים. לנויטרונים יש מומנט מגנטי, 

עת הפיזור של נויטרון מאטום (או יון) מגנטי תלויה בזווית שבין משר של הגביש הנחקר. המגנטי

המומנטים המגנטיים שלהם. המומנטים המגנטיים של אטומים נמצאים גם על הגרעינים וגם על 

האלקטרונים, ורק הנויטרונים רגישים לשני הסוגים של מומנטים מגנטיים. לכן, פיזור נויטרונים 

מגנטי של חומרים. כאמור, מעל לטמפרטורת המעבר המגנטית הוא כלי מרכזי בזיהוי המבנה ה

המומנטים המגנטיים אינם מסודרים, ולכן עוצמת הפיזור של הנויטרונים נובעת רק מהמבנה 

. X-המחזורי של הגרעינים (שייקרא "כימי" או "גרעיני"), בדיוק כמו עוצמת הפיזור של קרני

או של \המגנטיים (של הגרעינים ולעומת זאת, מתחת לטמפרטורת המעבר המומנטים 

האלקטרונים) בתוך הגביש יכולים להיות מסודרים באופן מחזורי, ואז לעוצמת הפיזור נוסף גם 

  מרכיב מגנטי, שמשקף את המחזוריות של המבנה הזה. 
  

כאלה  מקור עיקרי של נויטרונים מבוסס על כורים גרעיניים. בתוך כורים: מקורות של נויטרונים

Bkכל הזמן נויטרונים תרמיים עם אנרגיה קינטית מסדר גודל של  מתרוצצים T עבור .

0.025)מעלות קלוין [כלומר,  400-300טמפרטורות מסדר גודל של  0.033) eVBk T   [

)]. הבעיה עם 3.1.3אנגסטרום [משוואה ( 2-1מתקבלים נויטרונים עם אורך גל מסדר גודל של 

הזה קשורה לעוצמות הנמוכות של הקרינה הזאת, שבגללה המדידה מחייבת שימוש המקור 

בדגמים גדולים יחסית (מסדר גודל של סנטימטרים). עוצמות גדולות יותר מתקבלות בשנים 

פרוטונים  ):מקורות פיצול פועמים( pulsed spallation sourcesהאחרונות ממקורות שנקראים 

מואצים, מתנגשים במתכות כבדות ומשחררים הרבה נויטרונים. במקורות כאלה אפשר לקבל 

  לעומת השטפים שמתקבלים מכורים.  100שטפי נויטרונים גדולים פי 
  

קליפורד שול  ביצעו 1949-ב :פרומגנטיות בתחמוצת המנגן-התגלית של קליפורד שול, אנטי

)Clifford Shull1.057נויטרונים (עם אורך גל  ) ועמיתיו פיזורÅ  ,מאבקה של תחמוצת המנגן (

MnO שהם מדדו בשתי  . שיאי בראגפרומגנטי- מבנה אנטי, והוכיחו לראשונה את קיומו של
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(א). העובדה שהמדידות בטמפרטורה הנמוכה כללו שיאי 3.13.1טמפרטורות שונות מוצגים באיור 

ורה הגבוהה מוכיחה שלחומר הזה יש מבנים מחזוריים שונים בשתי בראג שלא היו שם בטמפרט

הטמפרטורות הללו. שול ועמיתיו הסיקו כי בטמפרטורה הגבוהה המומנטים המגנטיים עדיין 

אינם מסודרים, ולכן שיאי בראג מייצגים רק את הפיזור מהמבנה המחזורי ה"כימי" (או 

שדומה לסריג של מלח בישול,  FCCזוהה סריג ה"גרעיני") של האטומים בסריג. מהשיאים הללו 

), עם פיזורים חזקים עבור 2.5.3שבו יוני המנגן והחמצן מחליפים את יוני הנתרן והכלור (איור 

,זוגיים, -אינדקסים אי ( ) (111), (311)hk   ,ופיזורים חלשים עבור אינדקסים זוגיים

( ) (200), (220)hk  4.426, ועם קבוע סריגÅa  ההבדלים לעומת איור 3.9.14( ה[משווא .[(

עם בסיס שמורכב משני יונים)  FCCממלח בישול, שגם הוא סריג  X-(שהראה פיזור קרני 3.9.4

, לגורמי המבנה X-נובעים מכך שבניגוד לגורמי המבנה האלקטרוניים, שאחראים לפיזור קרני

עבור פיזור נויטרונים מגרעיני המנגן והחמצן יש סימנים הפוכים (ולכן  OF- ו MnFהגרעיניים 

השיאים חזקים יותר עבור האינדקסים הזוגיים, ובמקרה של פיזור  X-במקרה של פיזור קרני

נה זוגיים). התוצאות האלה עבור המב-הנויטרונים הם חזקים יותר עבור האינדקסים האי

מאותה אבקה (עם ההבדלים  X-ה"כימי" או ה"גרעיני" התאימו לתוצאות שהתקבלו מפיזור קרני

  המתבקשים בעוצמות). 

  

    

  (ב)  (א)
  

: (א) שיאי בראג מפיזור נויטרונים מאבקה של תחמוצת המנגן בשתי טמפרטורות. (ב) המבנה 3.13.1איור 
  נלקח מהמאמר המקורי  שזוהה על ידי שול ועמיתיו.המגנטי של יוני המנגן בטמפרטורות נמוכות, כפי 

C. G. Shull, W. A. Strauser and E. O. Wollan, "Neutron Diffraction by Paramagnetic and Antiferromagnetic 

Substances", Phys. Rev. 83, 333 (1951). 

 

(א), שנמדד 3.13.1"כימיים" שנזכרו לעיל נשארו במקומם בגרף העליון באיור השיאים ה

80בטמפרטורה של  K.  ,עם זאת בטמפרטורה הנמוכה הזאת נוספו עוד שיאים  

8.85Åaעם קבוע סריג כפול,  FCCשזוהו כמתארים סריג   השיאים הללו שויכו לאינדקסים .

הגדול יותר),  FCC-זוגיים (בהתייחס לבסיס החדש שמתאר את סריג ה-שכולם אי

( ) (111), (3 1 1), (33 1), (511) (333)hk   .הללו כך:  שול ועמיתיו הסבירו את התוצאות
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בטמפרטורה היותר נמוכה מופיע גם סידור מחזורי של המומנטים המגנטיים, שלא היה קיים 

י של כל נויטרון מתפזר באופן שונה בטמפרטורה הגבוהה יותר. מאחר שהמומנט המגנט

מהמומנטים של המנגן שמכוונים "למעלה" ומהמומנטים שמכוונים "למטה", מומנטים הפוכים 

מתנהגים כמו אלמנטים שונים על הסריג, ועשויים להגדיל את תא היחידה, כפי שכבר תיארנו 

עכשיו לזהות את המבנה . זוויות הפיזור שנמדדו זיהו את תא היחידה הכפול. נותר 2.10בסעיף 

המגנטי בתוך כל תא יחידה כזה. שול ושותפיו בדקו כמה מבנים אפשריים, והחליטו כי עוצמות 

(ב). במבנה הזה, המומנטים 3.13.1הקרינה בשיאי בראג מתאימות למבנה שמוצג באיור 

צי פרומגנטי: חצי מהם פונים "למעלה" והח- המגנטיים של יוני המנגן מסודרים באופן אנטי

 (111)האחר פונים "למטה". האיור כולל משולשים מקווקווים, שמתארים מישורים מהסוג 

). המומנטים המגנטיים בתוך כל מישור מקבילים זה 2.6.3בסריג הקובי המקורי (השוו עם איור 

כן כשעוברים (ו קובייהמקבילים למומנטים שבמישור השכן. לאורך כל ציר של ה-לזה, אבל אנטי

. נחזור 2.10.1של איור  Cמקבילים זה לזה, כמו בחלק -ממישור למישור) המומנטים השכנים אנטי

לפרטים של הזיהוי הזה לקראת סוף הסעיף, אחרי שנסביר מבנים פשוטים יותר. הניסוי של שול 

יין כי פרומגנטי של מומנטים מגנטיים בסריג. יש לצ-ועמיתיו היה הראשון שזיהה סידור אנטי

פרומגנט המומנט המגנטי הכללי של הדגם מתאפס, כי המומנטים ההפוכים מבטלים אלה - באנטי

את אלה. לכן קשה לזהות מבנה כזה בעזרת מדידות מגנטיות, כגון מדידת המומנט המגנטי 

הכללי, ודרושות שיטות אחרות. פיזור נויטרונים הוא עדיין השיטה הטובה ביותר לזיהוי של 

  .1994טיים מסובכים. על עבודתו זאת קיבל שול את פרס נובל בפיסיקה לשנת מבנים מגנ
  

במקרה  ניתוח מלא של פיזור מגנטי של נויטרונים דורש קורס שלם ונפרד. :גורם המבנה המגנטי

 (שקטן מהמומנט nμהפשוט ביותר, אנרגיית האינטראקציה של המומנט המגנטי של הנויטרון, 

עם המומנט המגנטי של היון בנקודה  ,, בגלל יחס המסות ביניהם)960המגנטי של האלקטרון פי 

r  בתוך הגביש (שנובע מהמומנטים המגנטיים של האלקטרונים בקליפות החיצוניות של היון

)הזה),  )μ r מתכונתית בקירוב למכפלה הסקלרית ,( )n μ μ r לכן מתקבלות משרעות פיזור .

מקבילים. חשבון מפורט של פיזור נויטרונים -שונות, כאשר המומנטים הללו מקבילים או אנטי

)מאטומים מגנטיים מראה כי בכל מקום שבו רשמנו את צפיפות המפזרים  )n r למשל במשוואה ,

שיו את וקטור המגנטיזציה (שמוגדרת כצפיפות המומנט המגנטי) באותה ), יש לרשום עכ3.9.7(

)נקודה,  )μ r המגנטי המבנה גורם. משרעת הפיזור המגנטי נקבעת על ידי ,  
  

  2( ) ( ) i
M d r e   G rF G μ r,  )3.13.1( 

  

). שימו לב: בניגוד לגורם המבנה הגרעיני הסקלרי, גורם המבנה 3.9.7שמחליף את משוואה (

, גורם irבנקודות  ,iμהמגנטי הוא וקטור. כאשר יש בתא היחידה מומנטים מגנטיים בדידים 

  )3.9.12המבנה המגנטי ניתן על ידי הכללה של משוואה (
  

  
1

( )
B

i

n
i

M i
i

e 


  G rF G μ.  )3.13.2( 
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-נתבונן עכשיו בכמה מקרים פשוטים. נתחיל מהסידורים המגנטיים החד :דוגמאות פשוטות

שווים זה לזה, ולכן תא  B. כל המומנטים בסידור הפרומגנטי 2.10.1ממדיים שמוצגים באיור 

"כימי", או ה"גרעיני". במקרה הזה פיזור הנויטרונים ייתן אותה לתא ההיחידה המגנטי זהה 

תמונת עקיפה כמו במצב שבו אין סידור מגנטי (למשל, בסידור האקראי של המומנטים המגנטיים 

שם: המומנט המגנטי של כל אטום מתמצע לאפס, כי במהלך המדידה הוא עובר  Aשמוצג באיור 

מיוצג על ידי תא יחידה כפול, עם  Cפרומגנטי -ור האנטיבין כיוונים שונים). לעומת זאת הסיד

2aמרחק סריג  a  ועם בסיס שמכיל שני יונים מגנטיים עם מומנטים הפוכים [כמו באיור ,

(ב)]. הסריג ההופכי של הסריג החדש קטן פי שניים מקודמו, ומרחק הסריג שלו הוא 2.1.1

2 / /b a a     אם נניח כי המומנטים המגנטיים בתוך התא ממוקמים בראשית (מומנט .

1) ובנקודה 0"חיובי"  ˆar x  "0(מומנט "שליליאזי גורם המבנה המגנטי הוא ,(  
  

  ( / )
0 0 0( ) (1 ) (1 ) [1 ( 1) ]iGa i h a a h

MF G e e         .  )3.13.3( 
  

זה לזה, ורק מרכיב אחד מקבילים -או אנטי(רשמנו סקלר במקום וקטור כי המומנטים מקבילים 

, hזוגיים של -שלהם שונה מאפס.) לכן, תמונת העקיפה של הסריג ה"חדש" תכיל רק ערכים אי

( / )[1, 3, 5, ...]G aה זהה לכל היונים, ולכן . לעומת זאת הפיזור מהגרעינים נותן גורם מבנ

0תרומתו היא  0( ) (1 ) [1 ( 1) ]iGa h
NF G n e n     כאן נקבל התאבכות בונה רק עבור .h 

)זוגי,  / )[2, 4, 6, ...]G a "שימו לב כי אלה בדיוק וקטורי הסריג ההופכי של הסריג ה"גרעיני .

2המקורי, שוֶקטור הסריג שלו הוא  /b a2) , ולכן / )[1, 2, 3, ...]G a הסידור המגנטי .

)זוגיות של -"מוליד" שיאי בראג נוספים, בכפולות האי / )a .ל השיאים הנוספים הללו ההופעה ש

קצר בתמונת העקיפה הניסיונית מלמדת אותנו כי תא היחידה הוכפל: וקטור הסריג ההופכי ה

ביותר שמופיע בתמונת העקיפה קטן פי שניים. ניתוח של עוצמות הפיזור מאפשר לזהות 

-שהמומנטים השכנים זהים בגודלם והפוכים בסימנם, ולכן מאפשר לזהות שזהו הסידור האנטי

, עם שני המומנטים השונים 2.10.1באיור  D. לשם השוואה, פיזור מהמבנה המגנטי Cפרומגנטי 

1 2- ו 11, היה נותן 2 1 2( ) ( 1)iGx h
MF G e        2, עם עוצמות

1 2( )   או
2

1 2( )   עבורh זוגי בהתאמה. לכן גם עוצמת הקרינה בשיאים ה"גרעיניים" - זוגי או אי

  תשתנה (כי תיתוסף אליה עוצמת קרינה מגנטית) וגם יופיעו השיאים החדשים.
  

3aהוא  2.10.1באיור  Eבאופן דומה, מרחק הסריג של הסידור  a  והבסיס שלו כולל שלושה ,

(ג)]. לכן, 2.1.1מומנטים מגנטיים, למשל, חיובי, שלילי, שלילי [השוו לאיור 
2 /3 4 /3

0 0( ) (1 ) [1 2cos(2 /3)]ih ih
MF G e e h        0, ויתקבלו הערכים( )MF h   ,

)0 , או3הוא כפולה שלמה של  hכאשר  ) 2MF h  .הגרעיני  לעומת זאת, גורם המבנה, אחרת

1]0הוא עכשיו  2cos(2 /3)]NF n h  שמתאפס אלא אם ,h  התוצאה 3הוא כפולה שלמה של .

הזאת מתאימה לוֶקטורי הסריג ההופכי של הסריג המקורי. שוב, הסידור המגנטי יגרום להופעה 

. העוצמות מאפשרות לזהות 3י תא היחידה הוכפל פי של שיאי בראג חדשים, שמאפשרים לגלות כ

  את פרטי הסידור המגנטי בתוך תא היחידה החדש.
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פרומגנטיים פשוטים על הסריג הקובי הפשוט. -מציג שלושה סוגים של מבנים אנטי 3.13.2איור 

, Aכל השכנים של מומנט נתון מצביעים בכיוון הפוך אליו. בסידור מטיפוס  Gבסידור מטיפוס 

המומנטים בכל מישור אופקי מקבילים זה לזה, אבל המומנטים במישורים סמוכים הפוכים אלה 

, המומנטים לאורך כל ציר בכיוון האנכי מקבילים זה לזה, אבל Cלאלה. בסידור מטיפוס 

המומנטים בצירים מקבילים שכנים הפוכים זה לזה. ברור שבכל הסידורים הללו בדיוק מחצית 

המומנטים מצביעים בכל כיוון, ולכן המומנט המגנטי הכללי של הדגם מתאפס. עם זאת, ברור כי 

הבסיסים שלהם ותמונת העקיפה מפיזור נויטרונים יהיו תאי היחידה הפרימיטיביים המגנטיים, 

   "."כימייםהמקביליהם משונים 

  

         
C  A  G  

  
  .G-ו C, A מטיפוס פרומגנטיים-אנטי סידורים :3.13.2איור 

  

אפשר לכתוב את המומנט המגנטי בנקודת הסריג  3.13.2עבור כל אחד משלושת המבנים שבאיור 

R בצורה  

  0( ) ie  K Rμ R μ.  )3.13.4(  
 

  הוֶקטורים שמאפיינים את המבנים הללו הם 
  

  ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( / ) , ( / )( ), ( / )( )A C Ga a a       K z K x y K x y z.  )3.13.5( 
  

1למשל, אם רושמים  2 3ˆ ˆ ˆ( )n n n a  R x y z,  אזי הגורםie K R 3-שווה ל( 1)n הסידור עבור A ,

1-ל 2( 1)n n  עבור הסידורC 1-ול 2 3( 1)n n n   עבור הסידורGממדית באיור -. בדוגמה החד

) ), עם3.13.4ניתן על ידי משוואה ( C, הסידור 2.10.1 / )( )a na n   K R .  
  

  ) איננו וקטור של הסריג ההופכי של 3.13.5קל לראות כי אף אחד מהוֶקטורים במשוואה (

הסריג הקובי הפשוט, שמייצג את הגביש ה"גרעיני" המקורי [וקטורים אלה מקיימים את 

1ie) 3.4.1משוואה (  G Rבלי החלפות סימנים]. סריג זה מורכב מהוֶקטורים , 

ˆ ˆ ˆ(2 / )( )G x y za h k    עם זאת, הוֶקטורים הללו מקבילים לוֶקטורי סריג הופכי, ולכן כל .

ieאחד מהם ניצב למשפחת מישורים בסריג הגרעיני. קל להשתכנע שלגודל  K R ) 3.13.4במשוואה (

כנים. בין מישורים ש יש סימן קבוע על כל מישור במשפחה, אבל הסימן הזה מתהפך, כשעוברים

של  )111(ניצב לכל מישורי  GK). הוֶקטור 3.13.2(השמאלי באיור  Gלמשל, הסתכלו על המבנה 

הסריג הקובי המקורי, אבל המומנטים המגנטיים מחליפים סימנים בין מישור למישור. באופן 
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. Cבמבנה  )110(ועבור מישורי  Aבמבנה  )001(דומה הסימנים מתחלפים לסירוגין עבור מישורי 

כפול בגודלו מאחר שהמומנטים חוזרים אל עצמם בכל מישור שני, ברור כי תא היחידה המגנטי 

  . Kוההכפלה מתרחשת בכיוון הוֶקטור  מהתא ה"גרעיני",

נטי מורכב דרך אחרת לקבל אותה תוצאה מבוססת על האבחנה כי בסריגים הנדונים הגביש המג

סריגים, האחד עם מומנטים מגנטיים חיוביים והאחר עם מומנטים מגנטיים - בעצם משני תת

שליליים. לכן, אפשר תמיד לבנות אותו כסריג עם בסיס, שמכיל שני מומנטים שכנים הפוכים. 

, FCC, ולכן הוא מייצג סריג 2.5.3דומה לסריג של מלח בישול באיור  Gלמשל, המבנה המגנטי 

נקודה שלו מייצגת בסיס של שני מומנטים הפוכים. אם משתמשים בהצגה הקובית של סריג  שכל

 , אזי קבוע הסריג הזה כפול מקבוע הסריג של הסריג הקובי המקורי. כמו במלח בישולFCC-ה

  גורם המבנה המגנטי הוא )]3.9.13[משוואה (
  

  ( ) ( ) ( )
0( ) (1 )(1 )i h k i h i k i

MF hk e e e e            ,  )3.13.6( 
  

זוגיים. השיאים - ולכן יתקבלו שיאי בראג מגנטיים רק כאשר כל אינדקסי מילר הם אי

  ה"גרעיניים" יתקבלו רק כאשר כל אינדקסי מילר הם זוגיים. 

  

   3.13.1שאלה 

 ןהיכ ?3.13.2 באיור C-ו A פרומגנטיים מסוג-המגנטי עבור הסידורים האנטיהמבנה  מיגור םמה

   מקרה? בכל המגנטייםו הגרעיניים בראג שיאי יופיעו

  

עכשיו אנחנו מוכנים לחזור אל תא היחידה הקובי של תחמוצת המנגן, איור  :תחמוצת המנגן

, כפול מזה של הסריג המקורי. a(ב). כפי שציינו, קבוע הסריג של התא הזה, שיסומן על ידי 3.13.1

המקורי. מאחר שכל תא מקורי  הגרעיני FCC- ה לכן, התא הזה מכיל שמונה תאי יחידה של סריג

יונים כאלה. אפשר להשתכנע כי  32הרי התא הקובי המגנטי מכיל  הכיל ארבעה יוני מנגן,

1 הקואורדינטות של היונים הללו ניתנות על ידי 2 31 2 3 1 2 3ˆ ˆ ˆ( )r a a a x y zi i i i i i
i x x x a x x x          ,

1כאשר  2 34( )i i ix x x  ,4וכאשר  הוא מספר זוגי 0,1,2,3i
mx  1,2,3, עםm   (בדקו!). כפי

. )111(שכבר צוין, המישורים שמכילים מומנטים שמצביעים באותו כיוון מקבילים למישור 

) עם 3.13.4פרומגנטי של שול מקיים את משוואה (-בדיקה ישירה מראה כי הסידור האנטי

ˆ ˆ ˆ(2 / )( )K x y za   1 . לכן 2 32( )
0( ) ( 1)

i i ix x x
i    r, .מכאן, כפי שאכן אפשר לבדוק באיור   

  
( )

0( ) i

i

i
MF hk e    K G r

r
  

( ) /2 ( )/2 ( )/2
0[1 ( 1) ][1 ( 1) ][1 ( 1) ][1 ( 1) ( 1) ( 1) ]h k h k k h                   

( )/2 ( )/2 ( )/2
0[1 ( 1) ( 1) ( 1) ][1 ( 1) ][1 ( 1) ( 1) ( 1) ]h k h k h k h k k h                         

  
האיברים ופירוקם לגורמים. הסוגריים המרובעים  32כאשר השלב השני נובע מפירוט כל 

), והגורמים 3.9.14, כמו למשל במשוואה (FCC-הראשונים בשלב השלישי מייצגים את סריג ה

שכופלים את הסוגריים הללו מייצגים את שמונת יוני המנגן ששייכים לבסיס של הסריג הזה. לכן 
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זוגיים, אבל נוסף על כך גם הגדלים - כל האינדקסים של מילר חייבים להיות אי

( )/2, ( )/2, ( )/2h k h h    0 לזוגיים. במקרה זה נקב-חייבים להיות אי( ) 32MF hk  ,

האינדקסים שזוהו על ידי שול נדקסים נקבל אפס. קל לראות כי בעוד לכל קבוצה אחרת של אי

ושותפיו אכן מקיימים את התנאים הללו. שימו לב, הסימטריה המגנטית נותנת תוצאות שונות 

3)ועבור  (311)עבור  1 : גורם המבנה של הקבוצה הראשונה מתאפס, ואילו גורם המבנה של (1

  הקבוצה השנייה נותן משרעת מקסימלית. 

  

   3.13.2שאלה 

 והמגנטי אכן מתאימות לקבועי הסריג ולמבנה ה"גרעיני" 3.13.1הפיזור באיור  הראו כי זוויות

1.057Åכזכור,  יו.עמיתו שול ידי על שהוסקו כפי המנגן, תחמוצת של .  

  

   העבודה של שול ושותפיו פרצה דרכים חדשות. עם זאת, מחקרים מאוחרים יותר, שנעשו למשל

גוריון) ועמיתיו, שהשתמשו - על ידי חגי שקד (מהקריה למחקר גרעיני ומאוניברסיטת בן 1988- ב

] (333)- ו (115)כים [למשל במקורות נויטרונים חזקים יותר, אפשרו לזהות פיצולים בין קווים סמו

90.62ולהסיק כי המבנה האמיתי של תחמוצת המנגן הוא רומבוהדרלי, עם זווית    כמו כן .

  כפי שחשבו קודם לכן.  ולא (111)הוסק כי וקטורי המומנטים המגנטיים נמצאים במישורי 
  

שני  פרומגנטיים הקוביים שנדונו עד כה הכילו- המבנים האנטי :מבנים מגנטיים מסובכים יותר

 2.10.1באיור  E, עם מומנטים מגנטיים הפוכים. ראינו כבר כי הבסיס של המבנה סריגים-תת

ה אחרת . דוגמסריגים-שלושה תתמכיל שלושה יונים מגנטיים, ולכן הגביש המתאים מכיל 

אכן מכילות מומנטים  . אם הנקודות השונות בסריג המשולש2.10.3ובשאלה  2.10.2הוצגה באיור 

ביניהם, אזי גורם המבנה המגנטי הוא וקטור, 120מגנטיים שיוצרים זוויות של 
2 ( )/3 4 ( )/3

1 2 3( ) i h k i h k
M hk e e    F μ μ μ 120. כשיש זווית של  ,בין כל שני מומנטים

2מתקיים 
0 /2i j  μ μ μ  עבורi j ולכן , 2 2

03 1 cos[2 ( )/3]FM h k    כתוצאה, לא .

)יופיעו שיאי בראג מגנטיים כאשר  )h k 3- ב מתחלק.  
  

  ה"גרעיני" היה סריג קובי פשוט עם קבוע  . הסריג2.10.2מקרה קיצוני יותר תואר בשאלה 

)0, אבל המומנטים המגנטיים ניתנו על ידי הנוסחה aסריג  ) cos( )  R Q R ,  

ˆכאשר  ˆ ˆ( ) /Q x y z a   ,כפי שהוסבר שם, תא היחידה המגנטי הוא אינסופי .  

איננו מספר רציונלי. לכן, משרעת הפיזור המגנטית ניתנת על ידי  כי 

( ) ( )
0( ) ( )/2i i ie e e         q R Q q R Q q R

R R
R. כמו  נראה הללו מהסכומים אחד כל  

  

  ), ולכן נקבל3.3.8הסכומים במשוואה (
  

  
3

0 (2 )
( ) [ ( ) ( )]/2ie V

 
          q R

R G
R q Q G q Q G.  )3.13.7( 

שיופיעו בזוגות ליד כל נקודת סריג הופכי, בנקודות  ,שיאי בראג "אינקומנסורביליים"יתקבלו 

 q G Q."יש לזכור כי בנקודות הסריג ההופכי עצמן ימשיכו להופיע שיאי בראג ה"גרעיניים .  
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  נ�פח: טורי פוּרייה
  

של  בנספח זה נעסוק בהצגה של פונקציות מחזוריות כסכומים :פונקציות מחזוריות בממד אחד

). בממד אחד, פונקציה מחזורית קציות טריגונומטריותפונ )f x  מוגדרת על ידי התכונה

( ) ( )f x a f x  מחזוריות כזאת מתקיימת, למשל, עבור צפיפות החומר בתוך תאי היחידה של .

סריג מחזורי, או עבור הפוטנציאל ש"רואים" אלקטרונים שנעים על סריג מחזורי של יונים. 

)sinדוגמאות לפונקציות מחזוריות כאלה הן הפונקציות הטריגונומטריות  )nk x  אוcos( )nk x ,

2כאשר  /nk n a וכאשר ,{ }n  הם מספרים שלמים כלשהם. הפונקציות הללו מתארות צורות

קובע כי אינסוף הפונקציות הטריגונומטריות  משפט פורייה. nk מספרי הגלרגעיות של גלים עם 

 כל לפתח אפשרפונקציה מחזורית מהסוג הנדון. במילים אחרות,  כלור לתיא בסיסהללו מהוות 

)פונקציה  )f x  שמקיימת( ) ( )f x a f x   האינסופי הטור ידיעל  
  

  0

1
( ) [ cos( ) sin( )]

2 n n n n
n

a
f x a k x b k x




  ,  )3.1(נ 

  

  . )Fourier series( פורייה טור). הטור הזה נקרא x- (שאינם תלויים ב קבועים מקדמים עם
  

)cosבספר זה נוח לעבור לפונקציות המעריכיות,  ) sin( )nik x
n ne k x i k x  ההצבות .

cos( ) ( )/2n nik x ik x
nk x e e  ,sin( ) ( )/(2 )n nik x ik x

nk x e e i  נותנות  
  

  ( ) nik x
n

n
f x f e




  ,  )3.2(נ 

  

0כאשר המקדמים ניתנים על ידי  0 /2f a ,( )/2n nnf a ib ,  *n nf f   לחישוב .

   המקדמים משתמשים ב"אורתוגונליות" של הפונקציות המעריכיות,
  

  
/2 ( )/2 ( )/2

*

/2

( )
( )

m n m n
n m

a i k k i k k
ik x ik x

nm
m na

e edx e e ai k k 
  



 
,  )3.3(נ 

  

nהיא הדלתא של קרונקר. עבור  nmכאשר  m והתוצאה ברורה 1נ) הוא 3.3(-האינטגרנד ב ,

n(בשלב האמצעי במשוואה צריך לחשב את הגבול בזהירות). עבור  m  המכנה באגף האמצעי

)סופי והמונה מתאפס, כי  ) 2 ( )m nk k a m n   אם כופלים את שני האגפים של משוואה .

mik) על ידי .נ3.2( xe 2/, מבצעים אינטגרציה ביןa 2/-לa) נ), 3.3, ומשתמשים במשוואה

  מתקבלים המקדמים בטור,

  
/2

/2

1
( ) m

a
ik x

m
a

f dxf x ea




 .  )3.4(נ 

  

)אם מתייחסים אל הפונקציות  ) /nik x
n x e a   באנלוגיה  וקטורי בסיס במרחב לינאריכאל)

נ) קובעת כי 3.2לוֶקטורי היחידה בכיווני הצירים במרחב קואורדינטות קרטזי), אזי משוואה (

אפשר לתאר כל וקטור אחר במרחב הזה כקומבינציה לינארית של וקטורי הבסיס הללו, עם 

, מכפלה סקלריתגדיר מקדמים מרוכבים. כדי להשלים את התיאור של המרחב הזה צריך גם לה
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שמוגדרת כאן על ידי 
/2

*
/2

1
| ( ) ( )

a

a
f g dxf x g xa 

  .האורתונורמליות של וקטורי הבסיס ,

n|.נ), מבוטאת לכן על ידי השוויון 3.3משוואה ( m nm   .  

  

  נ3.1שאלה 

)*אם  הוכיחו כי  א.  ) ( )f x f x היא פונקציה ממשית, אזי *( )n nf f ,  ואם( ) ( )f x f x  

nאזי  היא פונקציה זוגית, nf f .  

מה קורה למקדמים נ). 3.1( במשוואה המקדמים את לחשב כדי נ)3.4( במשוואה השתמשו  ב. 

  הללו במקרים שהוזכרו בחלק א?

)3 עבור הללו הפיתוח מקדמי את חשבו   .ג ) sin (2 / )f x A x a.  

 נ) עבור הפונקציה3.2חשבו את מקדמי הפיתוח במשוואה (  ד.

 1, ( 1/2)( )
1, ( 1/2)

na x n af x n a x na
       כאשר ,n השתמשו בתוצאה כדי  .הוא שלם כלשהו

עם  התוצאה ים בטור הפורייה שמתקבל, והשוו אתעל חמשת האיברים הראשונ לסכם

 רית.המקו הפונקציה

  

 פיתוחב נ) עבור מקדמי פורייה בחזרה3.4: אם נציב את הביטוי (פונקציית הדלתא של דיראק

  נ), נקבל3.2( במשוואה המקורי
  

  
/2

/2

1
( ) ( )n n

a
ik y ik x

n a
f x dye f y ea




 

 
  

  
 ,  )3.5(נ  

 
והחלפנו את שם משתנה האינטגרציה כדי למנוע  nf כאשר הביטוי בסוגריים המרובעים הוא

 )נ3.5( את משוואה לכתוב נוכל ,)y) והאינטגרציה (על nעל ( הסיכום בלבול. אם נחליף את סדר

  בצורה מחדש

  
/ 2

( )

/ 2

1
( ) ( )n

a
ik x y

na
f x dy e f ya






 
  

  
.  )3.6(נ 

  

), מראה כי הביטוי 3.3.6הדלתא של דיראק, משוואה (השוואה עם ההגדרה של פונקציית 

  שבסוגריים המרובעים מתנהג בדיוק כמו פונקציית הדלתא, כלומר,
  

  ( )1
( ) nik x y

n
x y ea





  .  )3.7(נ 

  

2/שנמצא בתוך טווח האינטגרציה,  xהתוצאה הזאת טובה רק עבור  /2a x a   מאחר .

)שקיים ) ( )f x a f x  נקבל אותה תוצאה, גם אם נבצע את האינטגרציה על כל קטע אחר ,

  מתקיים למעשה . לכן,aשמוזז על ידי כפולה שלמה של 
  

  ( ) ( )nik x y

n m
e a x y ma

 


 
   .  )3.8(נ 

  

  ."המסרק של דיראק" נקראולכן הוא  הסכום באגף ימין מכיל שיאים צרים בכל נקודות הסריג,
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 אפשר להכליל את הפורמליזם שתואר לעיל גם עבור פונקציות כלליות, שאינן :התמרת פורייה

aבהכרח מחזוריות. שולחים את אורך המחזור של הפונקציה לאינסוף,   בשפה של קורס .

פרש בין מספרי גל עוקבים שואף זה אורך תא היחידה של הסריג הוא אינסופי. במקרה הזה, הה

1לאפס,  2 / 0n nk k k a    .של הפונקציה  פורייה התמרת( )f x  מוגדרת על ידי הגבול  
  

  ( ) lim [ ] ( ) ikx
a mf k af dxf x e







   .  )3.9(נ 

  

  נ) בצורה3.4באותו הגבול אפשר לרשום את משוואה (
  

  1 2 1 1
( ) ( ) ( )

2 2 2
n nik x ik x ikx

n n
n n

f x af e k af e dkf k ea


  

 

  

   
      

      
     ,  )3.10(נ 

  

aכאשר בשלב האחרון הפכנו את הסכום לאינטגרל בגבול    שבו צעד האינטגרציה שואף ,

   .ההפוכה פורייה התמרתנ) נקראת 3.10משוואה ( לאפס.

  

  נ3.2שאלה 

)הוכיחו כי השטח מתחת לפונקציה   א. )f x (0)-שווה לf. מהו השטח מתחת ל-( )f k ?  

)- איך אפשר להשתמש ב  ב.  )f k  כדי לקבל את האינטגרל( )m
mI dxx f x




  ?  

)/חשבו את התמרת פורייה של הפונקציה   ג.  ) /(2 )x wf x e w.  

1בטאו את התמרות פורייה של הפונקציות   ד. 0( ) ( )h x f x x  ,2 ( ) ( )h x f ax ( 0)a  ,

3( ) ( )iqxh x e f x  באמצעות ההתמרה( )f k .  

)הוכיחו כי פונקציית הדלתא של דיראק היא התמרת פורייה ההפוכה של הקבוע   ה. ) 1x  .  

הכללה של המכפלה הסקלרית עבור פונקציות שמוגדרות על כל הישר האינסופי היא ה  ו.

*| ( ) ( )f g dxf x g x



 . 1* הוכיחו כי

| ( ) ( )
2

f g dxf k g k





   .  

  

שתי  במקרים מסוימים התמרת פורייה של פונקציה מתקבלת כמכפלה של :קונוולוציה (קיפול)

)התמרות,  ) ( ) ( )F k f x g x    .  הפונקציה( )f x  ניתנת אז על ידי  
  

( )

1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

1
( ) ( ) ( ) ( )

2

ikx ikx iky ikx

ik x y

F x dkF k e dkf k g k e dk dyf y e g k e

dyf y dyg k e dyf y g x y

  



   


   

  


  

 
    

  

 
   

  

   

  

     



נ)3.11(  

 

 



 פי�יקה של מצב מוצק  200

) ערכי הפונקציה )f x נקבעים אפוא על ידי ערכי הפונקציות ( )f x ו-( )g x  בכל הנקודות על

, הללו שתי הפונקציותשל  (קיפול) ולוציהוקוננקרא  נ)3.11הישר. הביטוי באגף ימין של משוואה (

  ונהוג לסמנו בצורה

  ( ) ( ) ( ) ( )f x g x dyf y g x y




  .  )3.12(נ 

  

 ממדי-נסתכל עכשיו על פונקציה של הוֶקטור התלת :פונקציות מחזוריות בשלושה ממדים

( , , )x y zr, אמצעות הקואורדינטות הקרטזיות שלו, ונניח שהפונקציה מחזורית שמבוטא ב

  בשלושת כיווני הצירים,
  

  1 2 3( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )f x a y z f x y a z f x y z a f x y z     .  )3.13(נ 
  

  , נותןxנ), עבור התלות בקואורדינטה 3.4(-נ) ו3.2שימוש במשפט פורייה, משוואות (
  

  ( , , ) ( , )
x
nx

x
x

ik x
n

n
f x y z f y z e




  ,  )3.14(נ  

  

12כאשר  /
x

x
xnk n a  1וכן

1

/2

/21

1
( , ) ( , , )

x
nx

x

a ik x
n a

f y z dxf x y z ea



  שימוש חוזר במשפט עבור .

)התלות המחזורית של  , )
xnf y z ב-y ועבור התלות המחזורית של המקדמים שיתקבלו ב -z 

  נותנים לבסוף
  

  ( , , )( , , ) ( , , ) x y z

x y z

i n n n
x y z

n n n
f x y z f n n n e

  


  
    k r,  )3.15(נ  

  כאשר
  1 2 3( , , ) 2 ( / , / , / )k x y z x y zn n n n a n a n a,  )3.16(נ 

  וכאשר

  
31 2

1 2 3

/2/2 /2
( , , )

1 2 3 /2 /2 /2

1
( , , ) ( , , ) x y z

aa a
i n n n

x y z
a a a

f n n n dx dy dzf x y z ea a a
 

  

    k r.  )3.17(נ 

  

)ורים וֶקטה, שימו לב , , )x y zn n nk ) נ) הם וקטורים בסריג ההופכי של הסריג 3.16במשוואה

1 האורתורומבי עם קבועי הסריג 2 3, ,a a a) 3.4.6, משוואה.(   
  

ma מתקבלות כאשר שולחים את המחזורים לאינסוף, ממדיות- תלת פורייה התמרות  :  
  

  3( ) ( ) if d kf e   k rr k,  )3.18(נ 

  3
3

1
( ) ( )

(2 )
if d rf e


   k rk r,  )3.19(נ  

 
  המקרים. בשני המרחב כל על הם האינטגרלים כאשר
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 סריג ברווה כללי הוגדר על ידי התכונה :מחזוריות על סריג ברווה כללי פונקציות

1 2 3( ) ( ) ( ) ( )r a r a r a rf f f f     .  אפשר להציג את הוֶקטורr בצורה 

1 1 2 2 3 3ˆ ˆ ˆr a a ay y y  ,  עם וקטורי היחידהˆ /a a am m m,  ואז מתקבל  
  

  1 1 2 3 1 2 2 3 1 2 3 1 1 2 3( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )f y a y y f y y a y f y y y a f y y y     .  )3.20(נ 

ממדי עבור -נ), ולכן אפשר שוב להפעיל את משפט פורייה החד3.13משוואה זאת דומה למשוואה (

1שלוש הקואורדינטות  2 3, ,y y y ,למשל .  
  

  1 1 1
1

1

(2 / )
1 2 3 2 3( , , ) ( , ) i a n y

n
n

f y y y f y y e 



  ,  )3.21(נ  

  ולבסוף
  

  1 1 1 2 2 2 3 3 3

1 2 3

2 ( y / y / y / )
1 2 3 1 2 3( , , ) ( , , ) i n a n a n a

n n n
f y y y f n n n e 

  
 

  
    ,  )3.22(נ 

  

  כאשר

  
31 2

1 1 1 2 2 2 3 3 3

1 2 3

/2/2 /2
2 ( y / y / y / )

1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 2 3 /2 /2 /2

1
( , , ) ( , , )

aa a
i n a n a n a

a a a
f n n n dy dy dy f y y y ea a a

  

  

   .  )3.23(נ 

  

) נותן 3.4.4קל לראות שהאינטגרל הוא על הנקודות בתוך תא יחידה אחד. שימוש במשוואות (

2 /m m my a b r כאשר , bm  הם וקטורי הסריג ההופכי של הסריג הנדון. לכן, הביטוי

1במעריך הוא  1 1 2 2 2 3 3 32 ( / / / )n y a n y a n y a    G r 1, כאשר 1 2 2 3 3G b b bn n n    הוא

)וקטור כללי בסריג ההופכי. הפונקציה  ) ie   G r
G r  היא אכן מחזורית על הסריג, כי

( )( ) ( )i ie e       G r R G r
G Gr R r ) אפשר שנ) אומרת 3.22). משוואה (3.4.1ממשוואה

  , ההופכי הסריג וקטורי כל עם, הללו לפתח כל פונקציה מחזורית על הסריג כטור בפונקציות
  

  
1 2 3

1 2 3( ) ( , , ) i

n n n
f f n n n e   G rr .  )3.24(נ 

  

נ). אם רוצים לבצע את האינטגרציה על הקואורדינטות 3.23נותר לטפל במקדמים, משוואה (

,הקרטזיות  ,x y z 1, במקום על הקואורדינטות שהוגדרו על ידי 1 2 2 3 3ˆ ˆ ˆr a a ay y y   יש ,

1להשתמש בזהות  2 3dy dy dy Jdxdydzכאשר היעקוביאן הוא ,  
  

1 1 11 1 1
1 2 3 1 2 3 1 2 3

2 2 2 2 2 2 rec3 3
3 3 3 3 3 3

/ / /
/ / /

(2 ) (2 )/ / /

x y z

x y z

x y z

b b by x y y y z a a a a a a a a a
J y x y y y z b b b V Vy x y y y z b b b 

     
         
     

. 
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2 בשלב הראשון של המשוואה הזאת השתמשנו בתוצאה /m m my a b r שניתנה לעיל. בשלב ,

recהשני השתמשנו בביטוי לנפח תא היחידה בסריג ההופכי,  1 2 3[ ]V   b b b ובשלב האחרון ,

3, 3.4.3השתמשנו בתוצאה של שאלה 
rec (2 )V V .  לכן  

  

  3
1 2 3

1
( , , ) ( ) i

V
f n n n d rf eV

   G rr,  )3.25(נ  

  

  כאשר האינטגרל הוא על תא היחידה.
  

על  כפי שצוין קודם לכן, תנאי השפה המחזוריים :הקשר בין טור פורייה ובין הסריג ההופכי

)דפנות הדגם זהים להמשכה של הדגם על כל המרחב. לכן, אפשר לרשום את הפונקציה  )rf  על

 ),3.8.1נ). שימוש במחזוריות, משוואה (3.19נ), עם התמרת פורייה ממשוואה (3.18ידי משוואה (

  נ) נותנת3.19ולכן משוואה ( להזיז את כל נקודות המרחב על ידי וקטור סריג, מאפשר
  

3 ( )
3

1
( ) ( ) ( )

(2 )
i if d rf e f e


       k r R k Rk r R k  . 

  

)מכאן,  ) 0f k  1רק אם מתקייםie  k R) התנאי הזה מתקיים, רק אם 3.3.3. ממשוואה ,(k 

שווה לאחד מוֶקטורי הסריג ההופכי, כלומר, רק אם מתקיים התנאי של בראג. מכאן נובע כי 

( )rf  היא קומבינציה לינארית של הפונקציות המחזוריות ie G r כלומר, טור פורייה, כמו ,

). שני חישובים חלופיים של המקדמים בטור הוצגו בקטעים שהובילו 3.8.2נ) או (3.24במשוואות (

  נ).3.25) או (3.8.5למשוואות (
  

משוואה  נ), הצבה של3.5כמו במשוואה ( :פונקציית דלתא והמסרק של דיראק בשלושה ממדים

  נ) נותנת3.24וואה (נ) במש3.25(
  

3 3 ( )1 1
( ) ( ) ( )i i i

V V
f d r f e e d r e fV V

      
   

        
    

  G r G r G r r

G G
r r r, 

  

ולכן 
1

( )ieV   G r
G r כאשר ,r  נמצא בתוך תא היחידה שמכיל את ראשית הצירים. מאחר

)שהפונקציה  )rf  מחזורית, אינטגרל דומה על כל תא יחידה אחר ייתן את הפונקציה בראשית

   של אותו תא, ולכן אפשר לרשום
  

  
1

( )ieV    G r

G G
r R.  )3.26(נ  

  

נ), ואגף ימין מכליל את המסרק של דיראק בשלושה 3.8משוואה זאת מכלילה את משוואה (

ממדים. מאחר שיש סימטריה מלאה בין המרחב ה"רגיל" לבין המרחב ההופכי, אפשר לבצע את 

Gההחלפות האלה:  R ,r q  3וכן
rec (2 ) /V V V   מכאן,3.4.3(שאלה .(  

  

  
3

rec
(2 )

( ) ( )ie V V
       q R

R G G
q G q G.  )3.27(נ  
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 תשובות לשאלות בגופ הפרק 
  

  3.1.1 תשובה

  בהתאמה. ,1.545Å ,1.541Å ,1.39Å) נותן 3.1.1שימוש בנוסחה (  .א

, בהתאמה. לכן 42-ו 27, 24, 29המספרים האטומיים של נחושת, כרום, קובלט ומוליבדן הם   ב.

/29)2-צריך לכפול את שלושת אורכי הגל הללו ב )z  כדי לקבל את אורכי הגל של האטום עם

, עבור קובלט: 2.256Å ,2.250Å ,2.03Å. התוצאות עבור כרום: z המספר האטומי

1.782Å ,1.778Å ,1.60Å 0.737 מוליבדן: ועבורÅ ,0.735Å ,0.66Å .  

  

   3.2.1 תשובה

ששלוש הנקודות נמצאות על המישור, הוֶקטורים שמחברים כל שתיים מהן נמצאים על  מאחר  .א

1המישור. לכן שני הוֶקטורים  2 1 ˆ ˆ( )a R R x ya     ,2 3 2 ˆ ˆ( )a R R y za      יכולים

1 סריג על המישור. האורך של כל וקטור כזה הוא לשמש כוֶקטורי 2 2a a a    והזווית ,

 ביניהם ניתנת על ידי  2 2
1 2 1 2cos / /(2 ) 1/2a a          a a a a ,120, כלומר   .

 ושטחו הוא ,2.2.2מכאן שזהו סריג משולש. תא היחידה שלו הוא, למשל, מעוין, כמו באיור 

2
1 2 1 2 sin 3a a a aS a        ,אפשר לקבל נקודה כללית על המישור, אם מתחילים .

 ומוסיפים אליה וקטורים כלליים בכיווני וקטורי הסריג המישוריים, 1Rלמשל, מהנקודה 

1 1 1 2 2 1 2 1 2ˆ ˆ ˆ( /2)[(2 1) (2 2 1) (1 2 ) ]y y a y y y y          r R a a x y z 1, כאשרy   

המישור הזה חותך  זאת משוואת המישור. הם מספרים ממשיים (לאו דווקא שלמים). 2y-ו

1 מתאפסים, מה שנותן ẑושל  ŷבנקודה שבה המקדמים של  x-את ציר 1y  ,2 1/2y  ,

)ˆ ולכן /2)ar x ברור שהנקודה הזאת איננה נקודת סריג, אבל היא נמצאת על אמצע וקטור .

הסריג הקובי בכיוון הזה. באופן דומה המישור חותך את שני הצירים האחרים בנקודות 

ˆ( /2)ar y ו-ˆ( /2)ar z 3.2.4בנקודות הללו אכן מופיע באיור . מישור שחותך את הצירים 

כפי שנראה בהמשך  .BCCבשורה של  (222)כאחד ממשפחת המישורים שמסומנת שם על ידי 

בא לציין כי המישור הקרוב לראשית חותך כל אחד מהצירים הקוביים  (222)פרק זה, הסימון 

  וקטורי הסריג הקוביים.  באמצעי

1 שהמישור המבוקש צריך לעבור דרך הראשית, המשוואה שלו היא מאחר  ב. 1 2 2y y  r a a. 

שבסיסה הוא המשולש  ,המרחק של המישור הזה מהמישור הקודם שווה לגובה של הפירמידה

 , וראשה הוא ראשית הצירים.(א) מהן התחלנו על המישור בחלקששמחבר את שלוש הנקודות 

1הפירמידה הוא  בסיס אורך כל צלע על 2 2a a a   ,  ואורך כל צלע של הפאות היוצאות

1הוא  מהראשית 2 3 3 / 2R R R a  . יחד עם  צלע כזאת יוצרת משולש ישר זווית כל

עות בבסיס, שאורכו גובה המשולש שווה הצל יםגובה הפירמידה ועם שני שליש

(2/3)( 2 ) 3 /2 2/3a a פיתגורס נותן לכן שהמרחק בין שני המישורים הוא. משפט 

2 23 /4 2 /3 /(2 3)d a a a   כדי למצוא את משוואת המישור הבא צריך למצוא נקודת .

רואים שנקודה כזאת היא  3.2.4הוא הקטן ביותר. מאיור  סריג שמרחקה אליו מאותו צד

4 ˆR xa 4, ולכן משוואת המישור הבא היא 1 1 2 2y y   r R a a מאחר שהמישור הראשון .
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)ˆבנקודה  x-חוצה את ציר /2)xaוהמישור השני חוצה את אותו ציר בנקודה , x̂a אפשר ,

1היא  m-להשתכנע כי משוואת המישור ה 1 2 2ˆ( /2)m a y y   r x a a אחדים מהמישורים .

  .(222)תחת הסימון  3.2.4הללו מוצגים באיור 

/21צפיפות נקודות הסריג במישור היא   ג. 1/( 3)S a המרחק בין מישורים שכנים הוא .

/(2 3)d a31 , ולכן צפיפות נקודות הסריג במרחב היא/( ) 2/Sd a זאת בדיוק צפיפות .

) מכיל שתי נקודות. לכן 3a, שתא היחידה הקובי שלו (שנפחו BCC-נקודות הסריג בסריג ה

  משפחת המישורים אכן מכילה את כל נקודות הסריג.

  

   3.2.2 תשובה

 לביןAB בין זוויתה. Lשהמרחק ביניהן הוא , B-ו Aהקרניים פוגעות בנקודות  באיור להלן

AC המרחק בין המישורים d  היא .AF ו-AD  ,מאונכים לקרן הפוגעת ולקרן המפוזרת

באיור, לראות  שאפשר . כפי לזוויתשוות  AC-ל AFובין  AC-ל ADבין  זוויותה בהתאמה.

  הפרש הדרכים בין שתי הקרניים הוא
  

sin( ) sin( ) 2 sin cos 2 sinFB BD L L L d            .  

  

  
  

   3.4.1 תשובה

1 ניצב למישור הסריג, הוא מקיים את הזהות ẑור היחידה וֶקטש מאחר  א. 2ˆ /z a a S  .  

] שימוש בזהות ] ( ) ( )u v w u w v u v w      (הוכיחו!) נותן לכן 
2 2

1 2 2 1 2 2 1 1 2 2ˆ2 / 2 [ ]/ 2 ( ) /S S S             
b a z a a a a a a a a .השנייה המשוואה 

   דומה. באופן מוכחת

שימוש בחלק (א) נותן   ב.
2 22 2 4

1 2 1 2 1 2 1 2(2 ) ( ) /S       b b a a a a a aבזהויות  . שימוש
2 2 22 2

1 2 1 2 1 2( )S     a a a a a a  ,נותן לבסוף את שטח תא היחידה בסריג ההופכי

2
1 2 (2 ) /b brecS S   .  
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  3.4.2 תשובה

כוללים גם את  סגונלי הפשוטקסריג ההוקטורי ה ,3.4.2ורים שמופיעים באיור וֶקטבנוסף ל

3 הוֶקטור ˆa zc 3, כאשרa c. י שנ תשובות עבור) נותן לכן את אותן ה3.4.7משוואה (שימוש ב

3 ורוֶקטה נוסף ואליהם במישור, וריםוֶקטה ˆ2 /b z c.  

  

  3.4.3 תשובה

rec(עד כדי סימן)  הופכי הואההנפח של תא היחידה בסריג  1 2 3[ ]V   b b b. נתחיל, כדי לחשבו 

] שימוש בזהות ורית.וֶקטמחישוב המכפלה ה ] ( ) ( )     u v w u w v u v w ) שהופיעה כבר

2) נותן 3.4.1בפתרון לשאלה  2
1 2 2 3 3 1 3(2 / ) [ ] [ ] [(2 ) / ]b b a a a a aV V      . שימוש 

3 במשוואה 3 2b a   3 כי לבסוף נותן
rec (2 ) /V V.   

  

1דרך אחרת: הנפח  2 3[ ]V   a a a 3של מטריצה מסדר  טרמיננטהשווה לד 3 ששורותיה ,

1של שלושת וקטורי הסריג  מכילות את המרכיבים הקרטזיים 2 3, ,a a a באופן דומה, הנפח .

rec 1 2 3[ ]V   b b b  שווה לדטרמיננטה של מטריצה שבנויה מעמודים שמכילים את הוֶקטורים

1 2 3, ,b b b  שימו לב, החלפת השורות בעמודים במטריצה ריבועית איננה משנה את)

. מכפלת שתי הדטרמיננטות הללו שווה לדטרמיננטה של מכפלת שתי המטריצות. הדטרמיננטה)

לכל איבר אלכסוני.  2) קובעת כי מטריצת המכפלה היא אלכסונית, עם הערך 3.4.4משוואה (

2)3לכן הדטרמיננטה של מטריצת המכפלה היא  ),  להוכיח.ואת זה היה צריך  
  

2abבממד אחד כבר ראינו כי  ולקבל  . בשני ממדים אפשר לחזור על ההוכחה שהוצגה לעיל

2כי 
rec (2 )SS  מכאן אפשר לצפות ב3.4.1, כפי שאכן קיבלנו בשאלה .-d ממדים לתוצאה 

recהכללית  (2 )dVV .  

  

  3.4.4 תשובה

), אחד הוֶקטורים הללו 3.4.7מחישוב ישיר של וקטורי הסריג ההופכי לסריג ההופכי. ממשוואה (נתחיל 

recהוא  1 2(2 / )b bV  כאשר ,recV  הוא נפח תא היחידה בסריג ההופכי. בפתרון לשאלה הקודמת

2קיבלנו כי 
1 2 3[(2 ) / ])b b aV ,2 . לכן

rec 1 2 rec 3 3(2 / ) (2 / )[(2 ) / ])b b a aV V V     ,

3בתוצאת השאלה הקודמת,  כאשר בצעד האחרון השתמשנו גם
rec (2 )V V . סריגי וקטורי הנש 

 הסריג הוא ההופכי הסריג של ההופכי הסריג לכן, דומה. בדרך מתקבלים 2a- ו 1a האחרים

  .המקורי
  

1סריג ) בין שלשות וקטורי ה3.4.4דרך חלופית מבוססת על הסימטריה של משוואות ( 2 3, ,a a a   

1-ו 2 3, ,b b b. 1 וריםוֶקטסימטריה זאת קובעת מיד כי ה 2 3, ,a a a לסריג יכההופ הסריג וקטורי הם 

1 הם שלוסריג ה וריוֶקטש 2 3, ,b b b.  
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  3.4.5 תשובה

   ), ונפח2.5.1הקובי ממורכז הגוף ניתנים על ידי משוואה ( של הסריג סריגה וקטורי

3תא היחידה הוא  /2V aלכן ) נותנת3.4.7( . הצבה במשוואה 

1 2 3ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(2 / )( ), (2 / )( ), (2 / )( )b y z b x z b x ya a a       . ) 2.5.2השוואה עם משוואה( 

4-ששווה ל קובייה צלע עם FCC סריג זהו כי מראה /a.  
  

לכן, הפתרון  .BCCהוא סריג  FCC-בתוך הפרק ראינו כי הסריג ההופכי של סריג ה דרך אחרת:

שימוש במשפט זה עדיין  .FCCהוא סריג  BCC-קובע כי הסריג ההופכי של סריג ה 3.4.4 לשאלה

 ,BCC-סריג ה ההופכי של הסריג אם נסמן את קבוע זיהוי של קבועי הסריג המתאימים. מחייב

3 מתקיים אזי ,b ידי על ,FCC סריג שהוא
rec /4V b3 אחר, . מצד /2V a ולכן הפתרון של ,

3נותן  3.4.3שאלה  3 3 3
rec/4 (2 ) / 16 /b V V a   ,  ,4כלומר /b a.  

  

   3.5.1 תשובה

כפי שראינו . משולש , הסריג ההופכי של הסריג משולש גם הוא סריג3.4.2 באיורכפי שראינו 

 ברילואן הראשון של אזור גם, לכן. זייץ של הסריג המשולש הוא משושה- ויגנר תא ,2.2.3באיור 

של הסריג המשולש  הראשונים שלושת אזורי ברילואן ההופכי המשולש הוא משושה. הסריג

להלן. כל קו שמופיע באיור הוא אנך אמצעי לוֶקטור הסריג ההופכי, שמחבר בין מתוארים באיור 

הראשית לאחת מנקודות הסריג ההופכי (שמסומנות על ידי עיגולים כהים). כדי להגיע מראשית 

)צריך לחצות  n- הצירים אל חלק מאזור ברילואן ה 1)n  .קווי גבול  

  

  
  

   3.6.1 תשובה

תואר מישור כללי במשפחת המישורים על ידי המשוואה  3.2.1בשאלה 

1 1 2 2ˆ( /2)m a y y   r x a a 1, כאשר ˆ ˆ( )a x ya   2- ו ˆ ˆ( )a x za   החיתוכים של המישור .

1הקרוב לראשית עם וקטורי הסריג נמצאו בנקודות  ˆ/2 /2a xa ,2 ˆ/2 /2a ya   
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3-ו ˆ/2 /2a za) 1) יש להציב 3.6.3, ולכן אפשר לזהות כי במשוואה 2 3 1/2x x x  ,  

2h ומכאן אינדקסי מילר, k  ,על ידי 3.2.4המישורים הללו מזוהים באיור  . אכן  

. וקטור הסריג ההופכי המתאים לאינדקסים הללו הוא BCCבשורה של  )222(

0 1 1 1 ˆ ˆ ˆ(4 / )( )G b b b x y zh k a      מכפלה סקלרית של הוֶקטור הזה במשוואת .

m ,1-המישור ה 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( /2) ( ) ( )m a y a y a    r x x y x z, 0נותנת  אכן 2 m G r,  כמו

2)/קיבלנו גם כי המרחק בין מישורים שכנים הוא 3.2.1). בשאלה 3.4.2במשוואה ( 3)d a ,

02 ),3.6.1( מה שמתקבל גם ממשוואה / Gd ,  0עם 4 3/G a.   

  

  3.6.2 תשובה

 סופר נוסףגורם  בכפילות. 2גורם נותנת  של אחד האינדקסים (ששונה מאפס) כל החלפת סימן  .א

, 24, 8, 24, 48, 6 התשובות הן, לכן יה.יהשליש של השונות) הפרמוטציותהתמורות ( מספר את

   בהתאמה. ,12

 של וקטורי הסריג את שלושת הקצוותמחבר  )111( המישור מישורים כאלה. למשל, 8ישנם   ב.

, 3.2.4(כמו בצד ימין של החלק התחתון באיור  ם החיוביים של הצירים הקרטזייםכיווניב

ם כיוונימחברים קצוות כאלה בכל הבמשפחה כל יתר המישורים  .עבור הסריג הקובי הפשוט)

 האחרים האפשריים. המבנה שנוצר הוא האוקטהדרון שמופיע בצד השמאלי של האיור להלן.

ˆ ים נמצאים בנקודותטהדרון, והקודקודית נמצאת במרכז האוקהראש ˆ ˆ, ,x y za a a  .   

(כמו  דרך שתי צלעות נגדיות של תא היחידה הקובי ועובר, z-מקביל לציר )110(המישור   ג.

מישורים  4ישנם בסך הכול  ., עבור הסריג הקובי הפשוט)3.2.4בחלק האמצעי התחתון באיור 

מישורים שמקיפים את ראשית הצירים.  12ולכן יש בסך הכול  כאלה שמקבילים לכל ציר,

פאות מרובעות, כפי שמתואר בצד הימני של  12מישורים אלה יוצרים גוף מרחבי סימטרי עם 

ץ של זיי- . הוא זהה לגוף שמתאר את תא ויגנרירומב דודקהדרוןהאיור להלן. גוף זה נקרא 

  .2(א). ראו גם הערות בנספח לפרק 2.5.5, איור FCC-סריג ה

,כאשר כל האינדקסים   ד. ,h k   תמורות שמחליפות ביניהם. לכל  6שונים זה מזה, קיימות

מישורים, שמתקבלים מהחלפת הסימן של  8תמורה כזאת עם אינדקסים ששונים מאפס יש 

   .48מישורים במשפחה הוא  כל אחד מהאינדקסים. לכן המספר המקסימלי של
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   3.6.3 תשובה

1 שהמישור עובר דרך הנקודות מאחר /a h, 2 /a k 3-ו /a , תלויים -הבלתי וריםוֶקטנובע כי ה

1 2( / / )h ka a 1- ו 3( / / )h a a , ,קל  נמצאים על המישור. שמחברים זוגות של הנקודות הללו

 ורוֶקטולכן ה מתאפסת, G ורים הללו עםוֶקטהשני כל אחד מ לבדוק כי המכפלה הסקלרית של

G .ורים וֶקטלהיטל של כל אחד מה המרחק בין הראשית למישור שווה לכן מאונך למישור

1 ,למשל המקוריים, /a h, ורוֶקטה על כיוון G. 1 הוא היטל זה( / ) / 2 /h G G a G, כאשר 

  .)3.4.5(-ו )3.4.4( ותבמשווא השתמשנו

  

  3.6.4 תשובה

1קיבלנו  3.4.5בשאלה  2 32 (0,1,1)/ , 2 (1,0,1)/ , 2 (1,1,0)/b b ba a a    ,  ולכן

(2 / )( , , )a k h h k   G   ,מכאן .h k    ,k h   , h k   חיבור שלוש .

)2המשוואות הללו נותן  )h k h k         ה"חדשים" חייב . מכאן שסכום האינדקסים

  זוגיים והשלישי זוגי.- או שכולם זוגיים או ששניים מהם אי להיות מספר זוגי:

  

  3.7.1 תשובה

מכילה את השלשות האפשריות  הטבלה להלן hk ,כך שכל שלשה מופיעה רק פעם אחת ,

h k   2, את הערך של 2 2S h k     (לא לבלבל עם שטח תא היחידה בשני ממדים!), את

)הכפילות  )p hk  ואת הזווית 3.7.1( משוואה, שמתקבלת מתוך,( 
sin [ /(2 )] /6a S S   הכפילות עבור . 00 כי יש שלושה מקומות אפשריים 6- שווה ל ,

  .1והוא יכול לקבל שני סימנים,  ,עבור האינדקס השונה מאפס 

(0 ) 12p kk כי יש שלושה מקומות למקם את האפס, וכל אחד מה ,-k- ים יכול לקבל שני

  סימנים. 

( ) 8p kkk .כי כל אחד מהאינדקסים יכול לקבל שני סימנים ,  

kעבור    ,(0 ) 24p k  כי יש שש תמורות של שלושת האינדקסים, ושני האינדקסים השונים ,

  יכולים כל אחד לקבל שני סימנים. 0- מ

k עבור   ,( ) 24p kk  כי יש שלושה מקומות עבור האינדקס , וכל אחד משלושת ,

  האינדקסים יכול לקבל שני סימנים.

, כי יש שש תמורות, 48- ושונים זה מזה, הכפילות שווה ל 0-כאשר שלושת האינדקסים שונים מ

  משלושת האינדקסים יכול לקבל שני סימנים.וכל אחד 

9,17,18Sעבור כל אחד מהערכים    .יש שתי מערכות של אינדקסים שנותנות אותה זווית פיזור

7,15Sהערכים   .אינם מופיעים, כי אין שלשות אינדקסים שלמים שנותנות אותם  

, ולכן לא 90- , בפיזור קדימה היא איננה יכולה להיות גדולה מ2מאחר שזווית הפיזור היא 

18Sיופיעו פיזורים עבור   .  
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4821421

2420420

2419331

452418411

451218330

4.432417322

4.432417410

8.41616400

6.384814321

9.362413320

3.35812222

6.332411311

8.312410310

30249221

3069300

1.28128220

1.24246211

9.21245210

5.1964200

8.1683111

6.13122110

6.961100

pSkh 

  
  

  3.7.2 תשובה

0לסריג האורתורומבי,   א. 1 2 3ˆ ˆ ˆ2 ( / / / )G x y zh a k a a    ) לכן 3.4.6[משוואה .[(

2 2 2 2
2

2 2 2
1 2 3

sin
4

h k
a a a


 

    
 


1במקרה הטטרגונלי יש להציב  . 2a a.  

  עבור אורך גל נתון, הזוויות הקטנות ביותר תתקבלנה עבור הערכים הקטנים  ב

  ,1.54Å-ו 1.39Åביותר של הביטוי בסוגריים. בדוגמה הנדונה יש שני אורכי גל, 

  ולכן זוויות הפיזור תופענה בזוגות. זוויות הפיזור הקטנות ביותר תתקבלנה עבור

2הערכים הקטנים ביותר של  2 2 2 2 2 2
1 3( / ) 4 /9h k a a h k     שיתקבלו עבור ,  

( ) (001), (100), (101), (002)hk  2, כאשר 2 24 / 9 4/9, 1, 15/9, 16/9h k   ,מכאן .

  ביותר שמתקבלות מקיימות שמונה הזוויות הקטנות
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  2sin .054, .066, .121, .148, ,174, .214, .215, .242 הזווית הרביעית של  ,. שימו לב

הגל הארוך קטנה יותר מהזווית השלישית של הגל הקצר. הזוויות עצמן הן 

13.4 , 14.9 , 20.3 , 22.6 , 24.7 , 27.56 , 27.6 , 29.4         .  

  

  3.7.3 תשובה

הפיזור  זוויתאלומה המפוזרת לא תפגע בלוח אם ה (ב),3.2.1בגיאומטריה שמתוארת באיור   א.

max- תהיה גדולה מ 45   הצבת .min 20   2 נותנת 2
max minsin / sin 4.27  ,  ולכן

2 2 2 4h k  ,{100} את המשפחות רק מאפשרהתנאי הזה  . עבור הסריג הקובי הפשוט ,

2 בפיזור הן לכן נהתקבלתש הזוויות .{200}-ו {111}, {110} 40 , 58 , 73 , 86     , 

 עוצמות הפיזור הן ,)3.7.1(ראו שאלה  בהתחשב בכפילויות בהתאמה.

0 0 0 06 , 12 , 8 , 6I I I I I ,,0 כאשר בהתאמהI מכל הפיזור עוצמת את שמכיל כפלי קבוע הוא 

  סריג. נקודת

2 עכשיו מתקיים, מהשאלה הקודמת  .ב 2 2 2 2 2
1 3sin / sin (100) ( / )h k a a      לכן זוויות .

,(010) הפיזור עבור (110),( ) (100), (200), (020)hk  ,מעגלי פיזור  ונקבל לא תשתנינה

2 הקודמות, בשלוש מהזוויות 40 , 58 , 86    . בכל אחת משלוש  הפיזורעוצמת , עם זאת

04- הללו תהיה עכשיו שווה ל הזוויות Iעל כך נקבל עכשיו  נוסף ., כי הכפילויות נמוכות יותר

  שמקיימותהתאבכות בונה מהזוויות 
  

2 2 2 2 2 2
1 3 1 3 1 3 1 3sin / sin (100) ( / ) , ( / ) , ( / ) , 42 (1 / )a a a a a a a a    ,  

  

2הנוספות  זוויותמה שנותן את ה   36 , 55 , 70 , 77      הן הפיזור בזוויות הללו. עוצמות 

0 0 0 02 , 8 , 8 , 2I I I I I ,.ארבעה. במקום מעגלים שבעה נקבל לוהכ בסך בהתאמה  

2 במקרה זה יתקיים  .ג 2 2 2 2 2 2
1 2 1 3sin / sin (100) ( / ) ( / )h k a a a a     . חלק מהזוויותלכן , 

נוסף של  פיצולגם אבל נקבל  הקודמות תקבלנה ערכים חדשים או תישארנה ללא שינוי,

,(010) שהתאימו במקור לערכיםשלושת השיאים  (011),( () 020)hk  ובסך הכול נקבל ,

1 עכשיו עשרה מעגלים. אם נניח כי 2 3a a a , םהמעגלים החדשים יתאימו לאינדקסי יאז 

(010), (100), (011), (101), (110), (111), (002),( ) (001 (020),) ( 0, 2 0)hk .  הכפילות

 תהיינה העוצמות ולכן היחידה שנותרת היא בגלל החלפת הסימנים של כל אחד מהאינדקסים,

0 0 0 0 0 0 0 0 0 02 , , , 4 , 4 , 4 , 8 , 2 , 2 ,2 22I I I I I I I I I I I, .בהתאמה  

  

  3.8.1 תשובה

)), 3.8.5ממשוואה ( )2
2 20 0

1 1 1
( ) ( ) x y

b b i G x G yi
S

f d rf e dx dy eS a b
     G rG r,  2כאשרS a 

 הוא שטח תא היחידה. האינטגרל מתפרק לשני אינטגרלים, מהצורה
/2

0
( 1)/( ) 2 sin( /2)/x x x

b iG x iG b iG b
x x xdxe e iG e G b G     ולכן התשובה היא , 

( ) /2( ) 4 sin( /2)/( )sin( /2)/( )x yi G G b
x x y yf e G b abG G b abG G 0. בגבולb   מתקיים

sin( /2)/( ) 1/2x xG b G b ,  2ולכן מתקבל( ) 1/f aG. נותנת 3.8.2משוואה ( בגבול הזה (
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2( ) (1/ ) if a e   G r
Gr,  כלומר, "עוצמה" זהה לכל הגלים המישוריים עם הפרשים של וקטורי

)גל על הסריג ההופכי. יש לציין כי בגבול הזה הפונקציה  )rf  בתוך כל תא שואפת לפונקציית

). 1-דלתא (היא מתבדרת לאינסוף בראשית, מתאפסת בכל מקום אחר, והאינטגרל עליה שווה ל

)התרומות של כל התאים, מתקבל כשמחברים את  ) ( )Rr r Rf  ,  ולכן הפונקציה דומה

  ).3.3.8( . התוצאה שקיבלנו אכן דומה למשוואה3.3למסרק דלתא שראינו בסעיף 

  

   3.9.1 תשובה

)ממדי כללי, -נתחיל באינטגרל חד  .א )
X

X
I dx f x


  אם מחליפים את משתנה האינטגרציה .  

)- ל x- מ )x מקבלים ,( ) ( ) ( )
X X

X X
I d x f x dx f x

 
      בשלב הראשון החלפנו גם את .

סימני הגבולות של האינטגרל, ובשלב השני החלפנו ביניהם תוך החלפת סימן האינטגרל. 

יה: נסתכל עכשיו על גורם המבנה, ונחליף שם את הסימן של משתנה האינטגרצ

3 3 3 *( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i
V V V

F d rn e d rn e d rn e F F            G r G r G rG r r r G G . במעבר

)האחרון השתמשנו בעובדה כי צפיפות המפזרים  )rn  היא ממשית. האינטגרל בשלב השלישי

   אבל תא זה זהה לקודמו. נעשה על תא היחידה שמתקבל משיקוף התא המקורי,

), 3.9.7ממשוואה (  .ב
1

2
0 1

( ) 2 ( ) iGrF drr n r d e  



  Gהשתמשנו בקואורדינטות  , כאשר

cosוהשתמשנו בסימון  Gבכיוון הוֶקטור  z-כדוריות, בחרנו את כיוון ציר  לכן ברור כי .

GG-התוצאה תלויה רק ב  האינטגרל הזוויתי נותן .
1

1
2sin( )/( )iGrd e Gr Gr


,  ומכאן

  התוצאה המבוקשת.

-ל במקרה זה  .ג
2 2 / 3

100( ) ( ) /( )r r Br a
Bn e a    יש סימטריה כדורית. שימוש בתוצאה של

2החלק הקודם נותן לכן  / 2 2
3 0

4
sin( ) 1/[1 ( /2) ]Br a

B
B

F drre Gr a G
Ga

    אכן גורם המבנה .

GG- דועך עבור וקטורי סריג הופכי גדולים, אבל התלות ב  נחלשת ככל ש-G בהשוואה קטן 

/1-ל Ba.  

 2Ba/באטום ההליום יש שני אלקטרונים במצב היסוד, אבל ה"רדיוס" של מסלוליהם הוא   

2z(בגלל המספר האטומי   2). לכן התוצאה היא 22/[1 ( /4) ]BF a G  האלקטרונים .

עם אורך וקטור הסריג ההופכי נמצאים קרוב יותר לגרעין, ולכן הדעיכה של גורם המבנה 

  אִטית יותר.

  

  3.9.2 תשובה

2 גורם המבנה החדש הוא 2 ( )/3( ) i i h k
A B A BF F F e F F e     G rG ולכן עוצמת הקרינה ,

 המתאימה היא
2 2 2( ) 2 cos[2 ( )/3]G A BBAF F F F F h k   .  ,עדיין נקבל שני ערכים של עוצמות

2 2( ) ( )G A BF F F   כאשרh k  ו 3הוא כפולה שלמה של -
2 2( ) ( ) 3G A B A BF F F F F   

Aאחרת. הביטוי הזה משחזר את התוצאה של גרפן, כאשר  BF F ונותן עוצמה שמתאפסת ,

hבנקודות שבהן  k  כאשר 3הוא כפולה שלמה של ,A BF F .  הסריג של שיאי במקרה האחרון

   בראג הוא סריג משושה.
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  3.9.3 תשובה

  ומוֶקטור הסריג  XYבמישור מראה סריג הקסגונלי, שבנוי מסריג משושה  2.3.3איור 

3הנוסף  ˆa zc במקרה 3.4.2. הסריג ההופכי של הסריג ההקסגונלי הפשוט ניתן בשאלה .  

  הנדון מדובר על סריג עם בסיס. תא היחידה כולל ארבעה אטומי פחמן, בראשית 

2ובנקודות  1 2( )/3r a a  ,3 3 /2r a ,4 3 22 r r r. לכן, גורם המבנה הוא 

2 ( )/3 4 ( )/3
0( ) ( )[1 (1 )]G G i h k i i h kF F e e e      ,  כאשר  הוא זוגי, מתקבל

0( ) 2 (1 cos[2 ( )/3])GF F h k   לעומת זאת כאשר . זוגי, מתקבל -הוא אי

0( ) 2 sin[2 ( )/3]GF iF h k  ולכן עוצמת הקרינה מתאפסת כאשר ,h k שלמה של  הוא כפולה

  בדומה למקרה שתואר בשאלה הקודמת. ,3

  

  3.9.4תשובה 

). שימוש בוֶקטורים אלה, 3.4.8ניתנים במשוואה ( FCCוקטורי הסריג של הסריג ההופכי של סריג 

,עם המקדמים  ,h k נותן כי וקטור הסריג ההופכי הכללי הוא , 

1 2 3 ˆ ˆ ˆ(2 / )( )h k a h k        G b b b x y z ,  כאשר השוויון הימני רשום באמצעות וקטורי

,הסריג ההופכי הקובי הפשוט וכאשר  ,h h k k h k h k               .  הצבה ישירה

מראה כי מתקיים  Gשל הביטויים האחרונים באגף ימין של 

2 , 2 , 2h h k kh k             הסכום של שני מספרים שלמים הוא זוגי רק אם שניהם .

,זוגיים. לכן, כדי לקבל התאבכות בונה, המקדמים הקוביים -זוגיים או שניהם אי ,h k    חייבים

  בדיוק כפי שקיבלנו בחישוב הקובי. זוגיים,- להיות כולם זוגיים או אי

  

  3.9.5תשובה 

,המרחק בין מישורים במשפחה שמתוארת על ידי האינדקסים  קובי בסריג  .א ,h k   הוא

2 2 2( , , ) 2 / /d h k G a h k     צפיפות הנקודות בכל מישור 3.6. כפי שציינו בסעיף ,

d/היא  V 2. לכן הצפיפות הגדולה ביותר תתקבל עבור הערך הקטן ביותר של 2 2h k   .

h, הסכום BCCבסריג  k    2חייב להיות זוגי, ולכן הערך הקטן ביותר של 2 2h k   

. במקרה זה (110)והשלישי שווה לאפס, למשל  1-יתקבל כאשר שניים מהאינדקסים שווים ל

(110)המרחק בין המישורים הוא  / 2d a 22, וצפיפות הנקודות בכל מישור היא /a 

3(כזכור,  /2V a .(  

(ראו  קובייהועובר דרך שתי צלעות נגדיות של ה z-מקביל לציר BCC-בסריג ה (110)מישור   .ב

2b- ול a-). חתך זה יוצר מלבן, שצלעותיו שוות ל3.2.4איור  a המלבן מכיל עוד נקודה .

22במרכזו, ולכן זהו סריג מלבני ממורכז. צפיפות הנקודות עליו היא  /a,  והמרחק בין

/מישורים שכנים הוא  2a.  

בתוך המישור אפשר לתאר את הקווים על ידי וקטורי סריג הופכי שניצבים אליהם. מאחר   .ג

ˆשזהו סריג מלבני ממורכז, וקטורים אלה הם  ˆ2 ( / / )G x yh a k b  2, כאשר כאמורb a .

2המרחק בין הקווים הוא  22 / / /2d G a h k   ולכן המרחק המקסימלי בין הקווים ,
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)מתקבל עבור  ) (01)hk  ,max 2d a.  הוֶקטורG מקביל לציר -y,  ולכן הקו הצפוף ביותר

המרחק בין נקודות שכנות על הקו  של הסריג הקובי המקורי. z-לציר כלומר, ,x-מקביל לציר

  . aהצפוף ביותר הוא 

זוגיים. הערך הקטן ביותר של -, כל האינדקסים חייבים להיות זוגיים או איFCCבסריג   .ד

2 2 2h k    1יתקבל לכן עבורh k  . (111), כעת / 3d a , ולכן הצפיפות במישור

)/24 היא 3)a 3 (נפח תא היחידה הוא /4V a בסריג ה (111)). מישורי-FCC  הם המישורים

שמכילים את הכדורים האדומים או את הכדורים הירוקים בשורה התחתונה של איור 

(א). כפי שהוסבר שם, המישורים הללו מכילים סריגים משולשים, שהם אכן הסריגים 2.6.3

)/24הצפופים ביותר שקיימים במישור, עם צפיפות  3)aורי . בתוך הסריג המשולש הזה, וקט

ˆהסריג ההופכי ניתנים על ידי  ˆ2 [ (2 ) / 3]/h k h a    G x y כאשר ,x̂ ו-ŷ  מגדירים את

2). לכן 3.4.2מערכת הצירים בתוך המישור (ראו איור  22 / 3/[2 ]d G a h k hk    ,

maxומכאן  3/2d a תוצאה זאת מתקבלת הן עבור .( ) (0 1)hk   הן עבור ,( ) ( 10)hk   

)והן עבור  ) (11)hk   ,(10)1. הוֶקטורים המתאימיםG b  ,2(01)G b    

1-ו 2( 1 1) ( )G b b     1, ניצבים לוֶקטוריםa, 2a1-, ו 2( )a a לכן, הקווים הצפופים .

ביותר על המישור המשולש נמצאים כולם בכיוונים שמחברים בין שכנים קרובים בסריג הזה, 

  כפי שאפשר היה לצפות בלי חשבון. 

  

  3.9.6תשובה 

2מהאיור מתקבלת התאבכות בונה עבור הזוויות    .א 27 , 31 , 46 , 54 , 56       שמתאימות ,

2לערכים  2 2 3, 4, 8, 11, 12h k   סדרה זאת אכן מתאימה לסריג .FCC  3.9.3(איור .(

הערכים הללו מאשרים גם את הזיהוי של אינדקסי מילר שמופיעים באיור. ערכים אלה 

2נותנים בקירוב  2 2 2sin /( ) 0.018h k   ) נותנת לכן 3.7.2. הצבה במשוואה (

2[ /(2 )] 0.018a ,  1.545ומכאןÅ/2/0.134 5.76Åa   מספר זה מקורב, כי קשה לקרוא .

  . 5.65Åהערך בספרות הוא  את המספרים מהאיור.

עוצמות הקרינה דועכות עם   .ב
2G 2, שמתכונתי לסכום 2 2h k  ,בקירוב ראשון .  

  נתעלם מהדעיכה הזאת ונסתכל על שתי העוצמות הראשונות. זווית הפיזור

  הזווית ולכן משמונה מישורים. ,{111}הראשונה מתקבלת ממשפחת המישורים 

  ס, ויש שישה מישורים כאלה. לכן, יח{200}השנייה מתקבלת ממשפחת המישורים 

העוצמות הוא בקירוב 
2 2

(111)/ (200) 8 (111) /(6 (200) )I I F Fמצד אחר, קיים .

(111)/ (200) ( )/( )Na Cl Na ClF F F F F F  .  ביחידות  30כשמחסירים את הרקע (בערך

(111)היחסיות שבאיור), מקבלים בערך  40, (200) 270I I .  אם מניחים כי שני היונים הם

, ואז היחס G-תלויים ב- ובלתימפזרים נקודתיים, אזי גורמי המבנה שלהם ממשיים 

/Na Clx F F  2ממשי. במקרה הזה, המשוואה 2(8/6)( 1) /( 1) 40/270x x    נותנת שני

/פתרונות,  2Na ClF F   או/ 0.5Na ClF F  מאחר שלכלור יש יותר אלקטרונים, נראה שיש .

 18אלקטרונים, בעוד ליון הכלור יש  10לבחור את הערך הקטן יותר. ליון הנתרן יש 
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/הערכה גסה הייתה נותנת  אלקטרונים. לכן, 10/18 0.55Na ClF F  ,  כך שההערכה שלנו

  סבירה מאוד.

Na/ההנחה כי היחס   .ג ClF F כי להתפלגות האלקטרונים סביב כל משי היא סבירה,מ  

  ). אם בכל זאת מניחים כי היחס3.9.1יון יש סימטריה כדורית (ראו שאלה 

מרוכב, מתקבל 
2 2 2

(111)/ (200) ( 1 2 cos )/( 1 2 cos )F F x x x x      כאשר ,

/הצבנו  i
Na ClF F x e  .לכן יש לנו שני נעלמים, ודרוש מידע נוסף כדי לפתור את הבעיה .

  ".ת הפאזהיבעיהזאת מוכרת בספרות כ" הבעיה

2הנתונות מתקבל כי  תמהצפיפויו  .ד 2 2 2( ) /[1 ( )]i i iF hk z h k     2, כאשר( / )i ia a  

5.65Åa). אם נשתמש בערך מהספרות, 3.9.1(ראו שאלה   נקבל ,
2 2 2 2( ) /[1 .279( )]Na NaF hk z h k     ,2 2 2 2( ) /[1 1.01( )]Cl ClF hk z h k    .  מהיחס

2 2(111)/ (200) 8( (111) (111)) /[6( (200) (200)) ]Na Cl Na ClI I F F F F    נקבל לבסוף את

/הפתרונות  .1, .47Na Clz z  שהוזכר לעיל, אבל לא  0.55קרוב גם הוא לערך  0.47. הפתרון

קיבלנו שיפור לעומת ההערכה הקודמת. כפי שכבר צוין בגוף הפרק, יש הרבה גורמים נוספים 

  נכללו בניתוח שלנו.והם לא  שמשפיעים על העוצמות הנמדדות,

  

  3.9.7תשובה 

1)-) מתכונתיים ל3.9.14במקרה זה הסוגריים האחרונים במשוואה ( )i ke .  ביטוי זה איננו

נציב  אםחייבים להיות זוגיים.  -ו hהוא זוגי, ולכן גם  kמתאפס רק כאשר 

22 , , 2h k kh        בביטוי עבורG4)ˆ, נקבל את התוצאה / ˆ ˆ))(G x y za h k      , 

 .2a/- פשוט עם קבוע סריג ששווה ל שנותנת בדיוק את כל וקטורי הסריג ההופכי של סריג קובי

 לראות קלי אז ,זהים אטומים ידי על (א)2.5.3 באיור אם מחליפים את שני סוגי האטומים, אכן

  כזה. פשוט קובי סריג שמתקבל מהציור

  

  3.9.8תשובה 

מבנה  מיגור יש של הסריג הקובי קובייהבמרכז המים בראשית הצירים ועבור צזיום כלורי לאטו

)גורם המבנה הוא  ולכן ,יםשונ )( )i h k
Cs ClF F e    בניגוד לסריג ה .-BCC,  נקבל כאן פיזורים

,עבור כל הערכים של  ,h k ,  בהם שת פיזור קטנה יותר עבור המקרים משרענקבל אבלh k   

  . (בהנחה ששני גורמי המבנה היוניים ממשיים ובעלי אותו סימן) זוגי-הוא אי
  

)-מתכונתי לגורם המבנה  ,עבור יהלום )/2(1 )i h ke     ה (כפול בגורם המבנה של סריג-FCC (

hאם  2בל את הערך שמק ,(נמקו!) k    1 את הערך ,4הוא כפולה שלמה של i  אם הסכום

אם זוכרים גם כי שלושת האינדקסים חייבים להיות כולם  ,אחרת. לכן 0זוגי ואת הערך -הזה אי

2הערכים ה"מותרים" של  ),FCCזוגיים (כי זהו סריג - זוגיים או אי 2 2h k    כוללים רק  )24(עד

 אם מתעלמים מהתלות של גורמי המבנה באינדקסי מילר ומהכפילויות, .24-ו 19, 16, 11, 8, 3את 

  .0-ו 2, 4הם  אזי היחסים המתאימים בין עוצמות הקרינה בשלושת סוגי הנקודות
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שונים זה מזה, ולכן גורם המבנה מתכונתי  4a/(1,1,1)ה היונים בראשית ובנקודה בלנד-עבור צינק

)-ל )/2( )i h k
Zn SF F e     התוצאה היא לכן .[ ]Zn SF F ,[ ]Zn SF F  או[ ]Zn SF iF כאשר ,

h k    בהתאמה.  זוגי,-או אי 2זוגית של - כפולה אי ,4הוא כפולה שלמה של  

  

  3.9.9תשובה 

1 נסמן  א. 3,a a a c  .ה של סריג הסריג וקטורי, 2.6.3 איור אחרי שראינו כפי-HCP  הם

1 ( ,0,0)a a ,2 ( /2, 3/2,0)a a a 3-ו (0,0, )a c כמו כן, תא היחידה מכיל בסיס של שני .

2אטומים, בראשית ובנקודה  ( /2, 3/6, /2)r a a c. ) נותן 3.4.7שימוש במשוואה (

1 2 3ˆ ˆ ˆ ˆ2 ( / 3)/ , 4 /( 3), 2 /b b bx y a y a z c      כפי שאכן קיבלנו בפתרון לשאלה ,

2. מכאן 3.4.2 2 ( )/3h k    r G  2, וגורם המבנה הוא( ) 1 iF e   G rG גורם המבנה .

)2הזה יתאפס כאשר  )/3h k  3זוגי, למשל, כאשר -הוא מספר איh k m   עםm  שלם

שאלה  זוגי. מעניין לציין שקיבלנו אותה התאפסות עבור סריג הגרפיט,-הוא אי - ו כלשהו,

3.9.3.  

]הגודל   ב. 2( )/3]i h ke     3/יכול לקבל את הערכים 2 /31, 1, ,i ie e    שעבורם ,
2

( ) 4, 3, 1, 0GF  .  

)שימוש בוֶקטורי הסריג של הסריג ההופכי נותן כי   ג. ) 2 ( ,(2 )/ 3, / )/G hk h k h a c a   ,ולכן ,

), 3.7.1ממשוואה (
22 2 2 2 2 2 2 2sin /(4 ) [( )/(3 ) /(4 )]G h hk k a c         עבור סריג .

2- האידאלי, גודל זה מתכונתי ל HCP-ה 2 2( 9 /32)h hk k    הערכים הקטנים ביותר של .

) גודל זה יתקבלו עבור ) (001), (100), (002) (101, ,) (102)hk  קל לבדוק כי הערכים .

, (112)-ו (102), וכן (111)-ו (101)נותנים אותה זווית. באופן דומה, זוגות הערכים  (110)-ו (100)

הזווית  נותנת גורם מבנה שמתאפס. לכן, (001)נותנים זוויות זהות. לפי חלק (א) השלשה 

)הקטנה ביותר תתקבל עבור  ) (100)hk   2], כלומר, (110)[או 2 2
minsin /(3 )a  ושלוש ,

)הזוויות הבאות, שמתאימות לערכים  ) ,(002) (101) (1 2), 0hk  ידי, ניתנות על 
2 2

minsin / sin 9/8, 41/32, 17/8   .  

נוסף  , תא היחידה ההקסגונלי של וורציט מכיל,2.6.3ובפתרון לשאלה  2.6.4כפי שראינו באיור   ד.

גם שני יונים נוספים של  שמייצגים, למשל, את יוני הגופרית, 2rלאטומים בראשית ובנקודה 

3אבץ, בנקודות  3(0,0,5 /8) (5/8)r ac  4-ו 1 2 3( /2, 3/6, /8) ( )/3 /8r a a aa a c    .

32לכן, גורם המבנה הוא  4( ) (1 ) ( )ii i
S ZnF F e F e e    G rG r G rG 3, עם 5 /4 r G    

4-ו /4 2 ( )/3h k    r G .  

  

  3.9.10תשובה 

)-גורם המבנה מתכונתי ל לסריג האורתורומבי ממורכז הגוף, )(1 )i h ke     בדיוק כמו ,  

  . לסריג האורתורומבי ממורכז הפאה, גורם המבנה מתכונתי BCCלסריג 

)-ל ) ( ) ( )(1 )i h k i h i ke e e         בדיוק כמו לסריגFCC לעומת זאת, לסריג האורתורומבי .
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)-ממורכז הבסיס גורם המבנה מתכונתי ל )(1 )i h ke  ,  ולכן תהיה התאבכות בונה רק כאשר

( )h k .הוא זוגי  

  

  3.9.11תשובה 

הרומבוהדרליים, ולכן  התנאים להתאבכות בונה בסריגים הטטרגונליים זהים לתנאים שבסריגים

גם לתנאים שבסריגים הקוביים. בסריג טטרגונלי ממורכז גוף תהיה התאבכות בונה רק כאשר 

( )h k   .הזוויות הגדולות מבין השמונה. 4עבור  התנאי הזה יתקיים 3.7.2בשאלה  הוא זוגי  

  

  3.10.1תשובה 

נסמן את הוֶקטור על ידי 
1

ˆu xd
i ii u


  כאשר ,x̂i הוא וקטור יחידה בכיוון ציר -i.  המקדם

ˆהמתאים הוא  cosi i iu u   u x, והזווית שבין הוֶקטור לבין הציר הזה היא i מתקיים .

22 2 2
1 1

cos
d d

iii iu u u 
 

    u u 2, ולכן
1
cos 1

d
ii 


, 2 ומכאן גם

1
cos 1

d
ii 


 .

כל האיברים בסכום הזה חייבים להיות שווים זה  מאחר שההסתברויות של כל הכיוונים זהות,

  .d/1- ולכן כל אחד מהם חייב להיות שווה ל לזה,
  

אפשר גם לחשב את הממוצעים הללו באופן מפורש בקואורדינטות כדוריות. למשל, בשלושה 

 מתקיים ממדים
1 1

2 2 2
0 0 1 1

cos sin cos / sin / 1/3d d d d
 

       
 

     .  

  

  3.10.2תשובה 

)coth בטמפרטורה אפס הארגומנט של הקוטנגנס ההיפרבולי מתבדר לאינסוף,  א. ) 1  ומכאן ,

22
2

W GM
 

Bk. בטמפרטורות גבוהות, כאשר  T   אפשר להשתמש בהתנהגות ,

)cothהגבולית  ) 1/x x,  2ואז מתקבל
2

2 Bk T
W G

M
.  

2), 3.7.1ממשוואה (  ב. 2 2 2sin /(4 )G   ולכן מתקבל הקשר שבשאלה עם ,
2 28 ( ) /3RuB ) המקדם הזה איננו תלוי בקבועי הסריג, אלא רק 3.10.5. ממשוואה ,(

  בטמפרטורה, במסת האטומים ובתדירות התנודות.

2 בטמפרטורות גבוהות קיבלנו את הקשר  ג.
2

2 Bk T
W G

M
הצבת קריטריון לינדמן נותנת .

2
22 ( )

3
L

M

c T
W aGT,  והטמפרטורה מופיעה רק ביחס בינה לבין טמפרטורת ההיתוך. לפי

1) 3.4.5משוואה ( 2 3G b b bh k   .  2)ˆעבור סריג קובי / )b xi ia  2ˆולכןb xi ia  וגם 

2 2 2 2 2( ) 4 ( )aG h k   אינם תלויים בקבוע הסריג . שני הגדלים האחרונים a.  במקרה

חסר  וקטורהוא  biaולכן  ),3.4.7היותר כללי וקטורי הסריג ההופכי ניתנים על ידי משוואה (

  שתלוי רק ביחסים בין קבועי הסריג. ממד,
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  3.10.3תשובה 

מתכונתי הפוך למסת האטום בגביש. לכן, החלפת האטום  W ), מקדם הדעיכה3.10.5ממשוואה (  א.

  באיזוטופ כבד יותר (למשל, החלפת מימן בדויטריום) תקטין את הדעיכה בגלל תנודות הגביש.

22במקרה הכללי,   ב. ( )W G G u u B G G           R R RG u כאשר ,

 האינדקסים מתייחסים למרכיבי הוֶקטורים בבסיס כלשהו. למשל, בסימטריה אורתורומבית

2יופיעו רק המקדמים האלכסוניים, ונקבל  2 22 2 2 2
11 22 331 2 32 (2 ) ( / / / )W B h a B k a B a   . 

  תתקבל דעיכה שונה עבור כל אחד מכיווני הסריג. לכן

  

  3.11.1תשובה 

קיבלנו כי היחס בין מספרי הקטעים הארוכים והקצרים בסדרת פיבונאצ'י  2.8.1בשאלה   א.

)שואף ליחס הזהב,  ) ( )/ ( )L Sx n N n N n  .  בגבול שלn ,המרחק מהראשית אל  גדול

)מכיל  n-הנקודה ה )SN n ו 1 קטעים שאורכם-( )LN n קטעים שאורכם ,באופן דומה . 

m-מתכונתי ל qהמרחק מהראשית של מרחב התנע אל הנקודה  n   ,  ולכן גם כאן היחס בין

. מכאן שהנקודות במרחב התנע -מספרי הקטעים הארוכים והקטעים הקצרים שואף ל

  שנותנות שיאים גבוהים מתנהגות כמו סדרת פיבונאצ'י.

  תכנית המתמטיקה מופיעה להלן:  .ב
m=. 
=N[(1+Sqrt[5])/2] 
NN=100 
nn=0 
A1=.99 
vec=Table[{0,0},{nn,1,NN^2}]; 
dq=Table[0,{mm,NN^2}]; 
Do[Do[qq= (n+m/)/(+1/); 
 AA=If[qq m,1,(Sin[qq- m]/(qq- m))^2]; 
 If[AA>A1,nn=nn+1;vec[[nn]]={qq,AA}];If[nn>1, 
 dq[[nn-1]]=vec[[nn,1]]-vec[[nn-1,1]]], 
 {n,1,NN}],{m,1,NN}] 
ListPlot[vec,PlotRangeAll,Ticks{{50,100,150},{.5,1}}, 
LabelStyle{Italic,FontSize25},AxesLabel{q,A}] 
DQ=Table[dq[[n]]/dq[[1]],{n,1,nn-1}] 

  

), שערכיו מוצגים באיורים להלן, שומר רק את הזוגות vecבתכנית הזאת, הוֶקטור  , )q A  שעבורם

1Aמתקיים  A 1. כאשר 0A ,  מתקבל האיור הימני להלן, שכולל את כל הנקודות בתמונת

העקיפה. כפי שרואים, יש שיאים צפופים מאוד בגבהים שונים. האיור השמאלי מראה רק את 

1הנקודות עם  0.99A A  1, שקרובות מאוד לערך המקסימליA  עבור הנקודות הללו .

 ידי שמחולקים על ים עוקבים,-q, שמכיל את ההפרשים בין DQהתכנית מחשבת גם את הוֶקטור 

  התוצאה היא: ההפרש הראשון.
  

DQ = {1., 1.61803, 1.00000, 1.61803, 1.61803, 0.99999, 
1.61803, 1.61803, 1.00000, 1.61803, 1.00000, 1.61803, 1.61803} 
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, והסדרה שלהם מתאימה לסדרת -ו 1קל לבדוק כי ההפרשים הללו מכילים רק את הערכים 

. לכן לשיאים הגבוהים בתמונת העקיפה יש סימטריה זהה SLSLLSLLSLSLLפיבונאצ'י 

  לסימטריה של הסריג המקורי.
  

            
  

  3.12.1תשובה 

והאלומה הפוגעת  ,XYנניח כי הדגם הנמדד (אוסף הנקודות בצד ימין של האיור) הוא על מישור 

)BOהיא בכיוון ציר (-z מהאיור אפשר לראות כי ההיטל של הוֶקטור .k   על מישורXY  שווה

surface- על אותו מישור, כלומר, ל qלהיטל של  1 2G b bh k , ואילו מרכיב-z ההיטל שלו  שלו)

0- ) שווה לBOעל  cos(2 )k z k  0 , כאשר 2 /k    k מצד אחר, קיים .
2 2 2

1 20 ( ) ( )b b kzk h k    לכן, זוויות הפיזור היחידות שייתנו התאבכות בונה הן הזוויות .

22שמקיימות את המשוואה  2 2 2
1 2 0( ) ( ) (2 / ) sin (2 )b b k zh k k        עם ,( , )h k  .שלמים

כיוון הקרן המפוזרת מקביל עכשיו לכיוון של וקטור היחידה 

0 1 2
ˆ ˆ/ [ /(2 )]( ) cos(2 )k h k       k k b b z אם המסך המישורי מקביל למישור .XY,  ונמצא

אזי אפשר להסתכל על המשולש שבנוי מהאלומה שפוגעת במסך  מהמישור הזה, Dבמרחק 

k. משולש זה דומה למשולש שמורכב מהוֶקטור z-על צירומההיטלים שלה על מישור המסך ו  

ומההיטלים שלו באותם כיוונים. מהדמיון בין המשולשים אפשר לכן להסיק כי היחס בין היטל 

1, לבין הוֶקטור Vהאלומה המפוזרת על המסך,  2[ /(2 )]( )b bh k   שווה ליחס בין ,D  לבין

cos(2 ),האלומה בכיוון  . מכאןk   תחתוך את המסך בנקודה שהקואורדינטות שלה על מישור

1המסך ניתנות על ידי הוֶקטור 2( )/[2 cos(2 )]V b bD h k   .   

  

  3.12.2תשובה 

surfaceGוניתן על ידי  מקביל לגביש, qבמקרה הזה רק רכיב אחד של  bh  כאשר)b  הוא וקטור

qממדי). בה בעת, הוֶקטור -הסריג ההופכי של הגביש החד q bh   מישור שלם שמאונך  מייצג

נקבל התאבכות בונה בכל פעם שאחד המישורים הללו יחתוך  ממדי. מכאן,-לסריג ההופכי החד

ולכן נקבל קווים שלמים של  חותך את הכדור על מעגל,כל מישור כזה  את הכדור של אוואלד.

  קרינה בתמונת העקיפה.
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  3.13.1תשובה 

. לכן תא היחידה המגנטי הוא טטרגונלי, עם z-מוכפל פי שניים בכיוון ציר Aתא היחידה במבנה 

,הצלעות  , 2a a a וקטור הסריג ההופכי הוא .ˆ ˆ ˆ(2 / )( /2)G x y za h k    וגורם המבנה ,

0המגנטי הוא  0( ) (1 ) [1 ( 1) ]ziG a
MF hk e       לכן, יופיעו שיאי בראג מגנטיים רק .

ים זוגיים (כמו בסריג -ואילו שיאי בראג הגרעיניים יופיעו רק עבור  זוגיים,- ים אי- עבור 

  הקובי הפשוט המקורי).
  

י הסימנים נש :2.3.1מישור הבסיס דומה לסריג המישורי של מלח בישול שהוצג באיור , C במבנה

עם , גם הוא ריבועי תא היחידה המגנטי במישור ,לכן המומנט המגנטי. כיוונישם מייצגים את שני 

2a צלע a . ירצכיוון קבוע הסריג ב ,ים המקבילים למישור הבסיס זהיםשהמישור מאחר-z 

2 עם הצלעות אבל שוב מתקבל סריג טטרגונלי, המקורי. סריגה להנשאר ז , 2 ,a a a  שימו)

וקטורי הסריג של הסריג הזה  זה קורה?). מדוע לב לנפח השווה של תאי היחידה בשני המקרים.

 וקטורי הסריג ההופכי הם לעומת הצירים המקוריים, ולכן 45°-במישור הבסיס מסובבים ב

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(2 / )[ ( )/2 ( )/2 ]G x y x y za h k     .  ,0מכאן 0( ) (1 ) [1 ( 1) ]xiG a h k
MF hk e       .

)לכן שיאי בראג המגנטיים יופיעו רק כאשר  )h k זוגי. שיאי בראג הגרעיניים יופיעו כאשר -אי

( )h k  ,זוגי, וקל לראות שהתנאי הזה משחזר את השיאים הקוביים המקוריים

ˆ ˆ ˆ(2 / )( )G x y za h k     עם , ( )/2, ( )/2h k k hh k      .  

  

  3.13.2תשובה 

2, טמפרטורות הגבוהות זוהו רק שתי זוויותב 23.8 , 46.5   . הוא סריג בהנחה שהמבנה 

FCC (111)-ל אלה מתאימות זוגיים, זוויות- אי, ומתקבלים רק אינדקסים( ) , (311)hk  כפי ,

)- שאמנם מצוין באיור של שול ושות'. השיא ב ) (111)hk   נותן

min3/(2sin ) 1.057 3/(2sin11.9 )Å 4.44Åa     השיא האחר נותן , ו

2 2sin (311)/ sin (111) 11/3   כפי שאכן מצופה מסריג ,FCC. בטמפרטורות , באופן דומה

2 הזוויות הנמוכות מופיעים שיאים עבור 11.9 , 22.7 , 3 360 ,     , מתאימות ש  

3)-ל 1 1), (33 1), (5 1 1)( ) (111),hk הסריג, קבוע את נותן הראשון . שוב, השיא 

min3/(2sin ) 1.057 3/(2sin5.9 )Å 8.85Åa      והשיאים האחרים נותנים את ,

2 היחסים 2sin ( )/ sin (111) 11/3, 19/3, 27/3hkl    שמתאימים לסריגFCC.  הנתונים כל

  הללו מאשרים את הזיהוי של שול ועמיתיו.

  

  נ3.1תשובה 

)*נ), כאשר 3.4ממשוואה (  א. )) (ff x x, מתקבל   
 

/2 /2
*

/2 /
*

2

1 1
( ) ( )( ) n nik x i

n a
k xa a

na
f dx dx fa f x e f xa e   

    .  

  
) כאשר ,באופן דומה ) ( )xf x f מתקבל ,  

 
/2 /2

/2 /2
( ) ( )

1 1
( ) n nik x ia

a
xa

n a
k

nf d x dx ff x e f x ea a


 


      ,  
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)-ל x-משתנה האינטגרציה מהחלפנו את  כאשר בשלב הראשון    )x ,בשלב השני השתמשנו ו

  .והחלפנו את סדר גבולות האינטגרציה בזוגיות הפונקציה

0נ) מתקבל 3.2מהביטויים שאחרי משוואה (  ב. 0 /2 2a f a  0. כמו כן עבורn  מתקבל 
/2

/2
( )cos( )(2/ )

a
n n n na

fa f f a d kx x x 
    , 

/2

/2
( )sin(( ) ( / ) )2

a
n n n a nb i f f a dxf x k x 
    .   

]2Re נקבל ,כאשר הפונקציה ממשית    ]n na f , 2Im[ ]n nb f  . כאשר הפונקציה זוגית, 

0nb נקבל , בלבד. (הקוסינוסים) הזוגיות הפונקציות תופענה פורייה בטור ולכן  

3sin(3מהזהות   ג. ) 3sin( ) 4sin ( )    מתקבל מיד כי    

( ) [3sin(2 / ) sin(6 / )]/4f x A x a x a  ,  
 

לשניים:  פרט מתאפסים המקדמים כל הכללי שבו ברור שזהו מקרה מיוחד של הטורולכן 

1 3 /4b A ,3 /4b A .   
  

  האינטגרל את לחשב עלינו ,לחלופין  

0
3

1 0 1 3sin ( ) sin(
2

[3 sin
2

) sin( ) ( )]sin( )n
a

n n
aA Ab dx dk x k x k x k x k xxa a   .  

נ) נותן כי 3.3שימוש במשוואה (
0

sinsin( ) ( ) ( /2)m
a

n nmk x k ax xd ,  ולכן האינטגרל נותן

  .לכן קודם שקיבלנו תוצאות אותן

2/נ) 3.4ממשוואה (  ד. /2 21
( 1 ) (1 ) /( )n n nik a i

n
k a i i n

n

k aef i e e e i nk a
           ,

2 ,כלומר /( )n nf f i n     עבורn נ) נותנת3.2הצבה במשוואה ( אחרת. 0-זוגי, ו-אי 

1
( ) 4 sin[ (2 1) ]/[(2 1) ]nf x n x n 


    להלן משווה בין הסכום של חמשת. האיור 

  המקורית. הפונקציה לבין בטור הראשונים בריםיהא

  

  

  נ3.2תשובה 

)נ), 3.9ממשוואה (  א. )(0)f dxf x



 , .באופן דומה  ואגף ימין נותן את השטח המבוקש

2נ) נותנת 3.10משוואה ( (0) ( )f dkf k



   .  

)נ) נותנת 3.9גזירה של משוואה (  ב. ) ( )
m

m m ikx
mi f k dxf x x e

k
 


 
 ולכן , 

0( )
m

m
m kmI i f k

k 



.  
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   נ) נותנת3.9משוואה (  ג.
  

0
/ /

2 20

1 1 1 1 1
( )

2 2 1/ 1/ 1
x w ikx x w ikxf k dxe dxew w w ik w ik w k

  


                .  

  ".לורנציאןהפונקציה באגף ימין נקראת "  
  

0 נ)3.9ממשוואה (  ד. 0( )
1 0( ) ( ) ( ) ( )k y x kxikx i ih k dxf x x e dyf y e e f k

    
 

      ,   

( / )
2

1
( ) ( ) ( ) ( / )/ikx i k a yh k dxf ax e dyf y e f k a aa

  
 

     ,  

  ( )
3 ( ) ( ) ( ) ( )iqx ik x i k q xh k dxe f x e dxf x e f k q

   
 

      .  

  
aנ). בגבול 3.7נתחיל ממשוואה (  ה.   מתקבל   
 

1 2 1
( )

2 2
nk xi ikx

nx e dkea


 


 
     ,  

נ) מראה כי זוהי בדיוק התמרת פורייה ההפוכה של 3.10והשוואת אגף ימין עם משוואה (   

( ) 1k .  
  

  נתחיל מאגף ימין ונציב את הביטויים להתמרות פורייה של שתי הפונקציות:  ו.
  

* * * ( )

* *

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )[2 ( )] 2 ( ) ( ) 2 ( ) | ( )

ikx iky ik x ydxf k g k dk dxf x e dyg y e dxf x dyg y dke

dxf x dyg y x y dxf x g x f x g x  

      
 

      

  

  

 
   

  

   

      

  

 

  

  

  ה'.  תוך שימוש בתוצאה של חלקבשלב הביניים החלפנו את הביטוי בסוגריים המרובעים   
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  הערכה עצמיתחזרה ולשאלות ל
  

  3.1שאלה 

 סריג קבוע עם, טריגונלי סריג הוא הטריגונלי הסריג של ההופכי הסריג כי הוכיחו

2 /[ sin sin ]b a    ועם זווית  ידי על שניתנת cos( /2) 1/[2cos( /2)]   .  

  

  3.2שאלה 

ידי אינדקסי מילר  על שמתוארים שכנים מישורים בין עבור המרחק מפורשים ביטויים שמור

, ,h k   סגונלי, מונוקליני וטריגונלי.קטריקליני, אורתורומבי, טטרגונלי, ה :אלההסריגים העבור 

  מישורים? משפחת כל של הכפילויות מהן

  

  3.3שאלה 

3 וצפיפות נפחית קבועה 0rחשבו את גורם המבנה עבור כדור בעל רדיוס   א.
0 0/(4 /3)n z r. 

)מהו הגבול של  )GF ,0 כאשרG ?   

ריבועית צפופה של  חמשת שיאי בראג הראשונים לפיזור מאריזה מהו גורם המבנה עבור  ב.

 )?2.5.1(איור  פשוט קובי סריג על כדורים של צפופה ומאריזה )2.2.4 (איורכדורים במישור 

  הניחו התפלגות מטען קבועה בתוך כל כדור. 

או "הכדור של , Buckminsterfullerene)[הבקמינסטרפולרין ( 60C של המולקולה המבנה גורם  ג.

, עם מטען ניתן לקירוב על ידי התפלגות מטען אחידה] (ב)1.2.4), ראו איור Buckyballבאקי" (

0 ל עם רדיוסכדור חלו שפתעל , z כולל 3.5År . ?מהו גורם המבנה של כל מולקולה   

14.1Åa עם קבוע סריג, FCCמולקולות הבקמינסטרפולרין יוצרות סריג   ד. . מצאו את גורם 

  .(200)-ו (111)מהמישורים  פיזור עבור המבנה

  

  3.4שאלה 

3 נתון סריג אורתורומבי, שצלעותיו הן , 4 , 5a a a עם גורם . בקודקודי התיבה נמצאים אטומים

  אורך הגל בפיזור  .2Fעם קבוע מבנה , אה הקטנה נמצא אטום נוסף. על אמצע הפ1Fמבנה 

a הוא X-קרני .   

  מהו גורם המבנה?  א.

  הזה. הסריג פיזור הראשונות עבור ה זוויות ששמצאו את    ב.

2 תנו התאבכות בונה גם כאשריהללו י אילו מהזוויות  ג. 1F F?   

2כאשר  גם בונה התאבכות תנויי הללואילו מהזוויות    ד. 1F F ?  

  

  3.5שאלה 

ממד - בדו X-קרנישל . מבצעים ניסוי פיזור aריג סממדי בעל מבנה ריבועי עם קבוע - נתון חומר דו

1.5Å אורך הגל בניסוי הוא ממדית של החומר.- מאבקה דו ביותר  הפיזור הקטנה . זווית

min2 המתקבלת היא 60  .  
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  ?aמהו קבוע הסריג   א.

  הפיזור השנייה? זוויתמהי   ב.

זווית השנייה לעוצמת אטומים נקודתיים, מהו היחס בין עוצמת הפיזור בקיום  ה שלבהנח  ג.

  הראשונה?הפיזור בזווית 

עם התפלגות מטען אחידה: lעתה מניחים כי כל אטום ניתן לתיאור כריבוע בעל צלע   ד.
2/ , /2 /2

( , )
0,

ez l x l an
oth

d
erwise

y ln x y   
 


 הפיזור בזווית יטוי ליחס העוצמות ביןמצאו ב. 

 .l/a היחס של כפונקציה הראשונההשנייה לבין הפיזור בזווית 

  

  3.6שאלה 

עם , אטומי-שהתקבלה מחישוב תאורטי של סריג ברווה חדהאיור להלן מציג תמונת עקיפה 

  .)1.54Å (אורך גל מנחושת X-קרני

  מהו קבוע הסריג? מבנה הסריג? מהו  א.

אפס ודגימה אבקתית  רטורהטמפ ה של(בהנח זווית הפיזור והגובה של השיא הבא יהיומה   ב.

  אחידה)?

  
  

  3.7שאלה 

י הכלור, יונ יו נמצאים, בנויה מטטרהדרון, שבקודקוד4CCl ,כלורי-פחמן טטרא ולקולההמ

 מניחים גם כי .1.78Åהמרחק בין כל יון כלור ליון הפחמן הוא  ובמרכזו נמצא יון הפחמן.

/ 3Cl CF F .   

שהמולקולה מונחת על ונקודתי הוא  בהנחה שכל יון מהו גורם המבנה של המולקולה הזאת,  א.

נמצאים בנקודת הסריג ויוני הכלור נמצאים  שיוני הפחמן באופן ,a סריג קובי עם קבוע סריג

   ?קובייהעל אלכסונים נגדיים של ה
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8.34Åa עם קבוע סריג ,FCCכשמקררים את החומר הזה, הוא מתמצק תחילה למבנה   ב.  

 .תא יחידה) מולקולות בכל 32קליני עם נמוכות יותר הוא עובר למבנה מונו(בטמפרטורות 

1.54Å עם אורך גל X-בפיזור קרני  מסריג ה-FCCביותר הקטנות הפיזור ויות, מהן שתי זו 

   הללו? הפיזורים של העוצמות יחס ומהו בונה, התאבכות תתקבל שבהן

  

  3.8שאלה 

מגבישים יחידים  פיזור מארבעה חומרים גבישיים. X-בניסיון מודדים את עוצמת הפיזור של קרני

קסגונלית. היא היה של שלושה מהגבישים היא קובית, והסימטריה של הרביעי ה כי הסימטרגיל

  הראשונות: העקיפה של ארבע טבעות )2( פיזור במצב אבקתי התקבלו ערכי זוויות הפיזורמ
  

  : 42.2 , 49.2 , 72.0 87.3,A    ,  : 30.0 , 31.9 , 34.1 , 44.3B    ,  

  : 42.8 , 73.2 , 89.0 , 115.0C    ,  : 28.8 , 41.0 , 50.8 , 59.6D    .  

 מה דרוש כדי להחליט סופית? –לא  אם ערכי?-חד הזיהוי האם הגבישים. ארבעת את זהו  א.

 הללו? הסריגים קבועי מהם ,1.54Å היה הגל שאורך בהנחה  ב.

  

  3.9שאלה 

חשבו את ארבע  הזכרנו מעברי פאזה בין מבנים שונים של נתרן ושל ברזל. 2.6בשאלת החזרה 

1.54Å עבור, מהמקרים אחד בכל אבקה מפיזור שתתקבלנה הפיזורזוויות  .  

  

  3.10שאלה 

סדר". למשל, -נתכים רבים של מתכות עוברים מעבר פאזה בין מצבים שנקראים "סדר" ו"אי  א.

סריג נקודת  כלש כך, BCC, יוצר סריג CuZnבטמפרטורות גבוהות הנתך של נחושת ואבץ, 

 נמוכותבטמפרטורות  או על ידי אטום אבץ. נחושתמאוכלסת באופן אקראי על ידי אטום 

אטום נחושת קובי יש  בכל תא יחידהבמבנה מטיפוס צזיום כלוריד, כך ש האטומים מסתדרים

  בכל אחת מהפאזות. חשבו את גורמי המבנה .קובייהית הצירים ואטום אבץ במרכז הבראש

ל ידי מאוכלסות אקראית ע שבו כל נקודות הסריג FCCעובר ממבנה  AuCu3 באופן דומה,  .ב

שבו אטומי  למבנה מסודר,), 3/4ום נחושת (עם סיכוי על ידי אט או) 1/4אטום זהב (עם סיכוי 

 שלו. הפאות מרכזי את מאכלסים אטומי הנחושת ואילוהקובי,  הזהב נמצאים בפינות התא

  הפאזות? בשתי המבנה גורמי מהם

  

  3.11שאלה 

ט. במעבר הזה המבנה ארואלקטרי של בריום טיטנהראה את מעבר הפאזה הפ 2.7.4איור 

/הפרובסקיטי הקובי הופך להיות טטרגונלי, עם יחס קבועי הסריג  1.0045c a   מסמנים)

1 2 3,a a a a c  יוני הטיטניום והחמצן זזים גם הם בכיוון ציר .(-z עם התזוזות ,Tiu c ,
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1Ou a 2-לחמצנים במישור הבסיס (שמכיל את יוני הבריום) וOu a  במישור האמצעי (שמכיל את

  עוצמות הפיזור בשתי הפאזות.  יוני הטיטניום). השוו בין זוויות הפיזור שנותנות שיאי בראג ובין

  

  3.12שאלה 

אילו ערכים של אינדקסי מילר נותנים התאבכות בונה עבור סריג טטרגונלי ממורכז פאה?   א.

2sinרשמו ביטוי כללי עבור   .לסריג הזה   

3איזה סריג מתקבל בגבול   ב. 1a a רשמו את שבעת הערכים הנמוכים ביותר של היחס ?

2 2
minsin / sin  .במקרה זה   

1רשמו את שבעת הערכים הנמוכים ביותר של אותו יחס, כאשר   ג. 3 2a aהערכים  . לפי

הסבירו את התוצאה גם  שהתקבלו, מהו המבנה הסריגי? מהו קבוע הסריג של המבנה הזה?

  באופן גיאומטרי ישיר.

  

  3.13שאלה 

. מהניסיון, קבועי xc-שווה ל LaO-ו CuO2(ב) המרחק בין שני מישורים שכנים של 2.5.7באיור   א.

1הסריג הטטרגונלי הם  2 33.8Å 13Å, a ca a a    חשבו את משרעות הפיזור .

מהסריג הזה, וקבלו את חמש זוויות הפיזור הראשונות שבהן יתקבלו שיאי בראג עבור 

1.5Å  .  

, בטמפרטורות נמוכות הסריג הופך להיות אורתורומבי 2.17כפי שתואר בשאלת החזרה   ב.

קורה לזוויות הפיזור  (שהוגדרה שם), מה ממורכז פאה. עבור ערכים קטנים של הזווית 

  במקרה הזה?

  

  3.14שאלה 

נמצא כי העוצמה של שיא בראג  FCCאטומי בעל מבנה - מאבקה של חומר חד X-בפיזור קרני

,200יורדת עם עליית הטמפרטורה באופן הבא: עבור  (800) 4[ ] 4 0 6, 0, 00T K   התקבלו

).8העוצמות  080 6,0) 1 3.63.14, 0, 1.57I   (ביחידות שרירותיות). מניחים שהתנודות מתוארות

   .על ידי מודל איינשטיין, כלומר, על ידי תדירות בודדת 

  לינדמן, מהי טמפרטורת ההיתוך של החומר? בקירוב של   .א

היא טמפרטורה נמוכה (ומותר להשתמש בנוסחאות לטמפרטורה אפס), מהי  4K-בהנחה ש  ב.

   התדירות של תנודות האטומים בגביש? האם ההנחה הזאת מוצדקת?

? 200Kבטמפרטורה של  (440)מהי העוצמה של שיא בראג עבור הפיזור מהמישורים   ג.

16 56.581 10 eV sec, 8.617 10 eV/KBk   .  
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  תשובות לשאלות לחזרה ולהערכה עצמית
  

  3.1תשובה 

 שוות. לכן זוויותכל הצלעות שוות וכל ה ,בסריג הטריגונלי

2
1 2 3(2 / ) (2 / ) sinb a aV V a    . סריגהתה תוצאה מתקבלת עבור שני וקטורי או 

הסריג  הסריג ההופכי של, 3.4.4 משאלה אורכיהם שווים.גם ולכן  האחרים בסריג ההופכי,

2ההופכי הוא הסריג המקורי, ולכן גם 
1 2 3(2 / ) (2 / ) sina b brec reca V V b       הכפלת .

2)3בזהות  ושימוששני הביטויים זה בזה,  )recVV  נותנים )3.4.3 (משאלה 

2 /[ sin sin ]b a   .  
  

 ,סריגשל שני וקטורי  מתקבלת מהמכפלה הסקלרית  הזווית

2 2 2 4 2
3 1 1 2 2 3cos (2 / ) [ ] [ ] (2 / ) (cos cos )b V V a            b b a a a a  אגף ימין]

]חושב מהזהות  ] [ ] ( )( ) ( )( )        u v w y u w v y u y v w .[(!בדקו)  כשמציבים את

1bb 2 , מקבליםcos cos (cos 1)/(1 cos ) cos /(1 cos )           . מציבים 

2cos 2cos ( /2) 1   בשני הצדדים ומקבלים cos( /2) 1/[2cos( /2)]    הנחנו כי שתי)

  . הזוויות הן חדות)

  

  3.2תשובה 

 שלו. נפתור תחילה את השאלה עבור הסריג הטריקליני. כל שאר הסריגים הם מקרים פרטיים

2 ),3.6.1( ממשוואה 2 22 2 2 2 2
1 2 1 3 2 31 2 3(2 / ) 2 2 2d G h b k b b hk h k          b b b b b b   .  

  

   האחרונה השורה או 2.4.1 איור, (למשל כללי טריקליני סריג עבור

מתקיים  )2.7.3באיור 
2 2 2 2

1 2 1 2 sina a a a  ,  1וכן 2 1 2 cosa a  a a . מהזהות

[ ] [ ] ( )( ) ( )( )        u v w y u w v y u y v w למשל, מתקיים הקודמת) (מהשאלה ,
2

1 2 2 3 1 32[ ] [ ] (cos cos cos )a a a       a a a a. שלתמורה  ידי על מתקבלות דומות זהויות 

הוא  הטריקליני היחידה תא נפח כי קיבלנו 2.11 החזרה לשאלת בפתרון האינדקסים.
2 2 2

1 2 3 1 cos cos cos 2cos cos cosV a a a          .   
  

  נותנת 2Gהצבה של כל הביטויים הללו בביטוי עבור 
  

2 2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2 2
1 22 3 1 3 1 2 3

2 2 2
2 3 1 31 2

1/ [ sin sin sin 2 (cos cos cos )

2 (cos cos cos ) 2 (cos cos cos )]/

d h a a k a a a a hka a a

k a a a h a a a V

     

     

    

   



 
  

  

 שלושתשל כל הסימנים כאשר נחליף את  המרחק רקהטריקליני נקבל את אותו  במקרה

) ,בבת אחת האינדקסים ) ( )hk h k . הכפילות היא לכן ,({ }) 2p hk .  
  

90לסריג האורתורומבי,      , ולכן 
2 2 2

2 2 2 2
1 2 3

1 h k
d a a a

    ,וקיים ({ }) 8p hk , 

 (החלפות סימן של כל אינדקס בלבד), 0-האינדקסים שונים מ כשכל

({0 }) ({ 0 }) ({ 0}) 4p k p h p hk   , ({ 00}) ({0 0}) ({00 }) 2p h p k p  .  
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1 לסריג הטטרגונלי יש להציב כאן 2a aת בין תמורונוספות  , ולכןh ל-k: ({ }) 16p hk , 

({ }) ({0 }) ({ 0}) 8p hh p k p hk   , ({ 0}) ({0 0}) 4p hh p k  ,({00 }) 2p .  
  

1 לסריג ההקסגונלי, 2 3a a a  90 וכן   , 60   ,ומכאן 

2 2 2

2 2 2
1 3

1 4
3

h hk k
d a a

    120 (בחלק מהספרים בוחרים  , ז צריך להחליף את הסימן וא

00})ולכן  ,60-במישור סימטריה לסיבובים ב הזה ישבמקרה ). hkשל האיבר }) 2p   החלפת)

})סימן),  0}) ({0 0}) 6p hh p h  וון בין י[יש נ( ,0,0)h, (0, ,0)h  ולבין( ,0)hh ,[

({ }) ({ 0 }) 12p hh p h   )מןהחלפת סי לרבות  ,(({ 0}) 4p hk , ({ }) 8p hk .  
  

90 לסריג המונוקליני,   ולכן , 
2 22 2

2 2 2 2 2
1 31 2 3

sin 2 cos1 1
sin

k hh
a ad a a a

 

 

    
 


 . כאן

}) קיים }) 4p hk , ({ 0 }) 2p h , ({0 0}) 2p k .   

  
90רומבוהדרלי), הלסריג הטריגונלי (או        1וכן 2 3a a a a  ולכן , 

2 2 2 2

2 2 2 3

( )sin 2( )cos (1 cos )1
(1 3cos 2cos )

h k hk h k
d a

  
 

     
 

  
}). כאן  }) 12p hk  )6 תמורות 

}) והחלפת סימן של כולם יחד), 0}) ({ 00}) ({ }) ({0 }) ({ 0}) 6p hh p h p hh p k p hk      ,

({00 }) 2p .  
  

 במקרה למשל, וונים נוספים, כפי שראינו כבר במקרה הקובי.ייצוין כי במקרים מסוימים ייתכנו נ

34) בין ווןינ יש הטטרגונלי ) 50) לבין ).   

  

  3.3תשובה 
)0ערך קבוע  3.9.1נציב בתוצאה של שאלה   א. )n r n 00, ונבצע אינטגרציה על r r : 

0 3
0 0 0 0 00

( ) (4 / ) sin( ) [3 /( ) ][sin( ) cos( )]G
r

F n G dr r Gr z Gr Gr Gr Gr  0 . בגבולG  

3 מתקבל מפיתוח טיילור
0 0 0 0sin( ) cos( ) ( ) /3Gr Gr Gr Gr ולכן , ( )GF z, שאפשר כפי 

0G מהצבת ישירות גם לקבל היה  המקורי. באינטגרל   

0נציב   ב. /2r a. 2, בסריג קובי 2 2 2 2
0( ) ( )Gr h k    ,עבור חמשת שיאי בראג ו

2 הראשונים הסכום 2 2h k    הערכים. 5-ל 1מקבל את כל הערכים השלמים בין 

) המתאימים של )GF בהתאמה,הם , ( )/ 0.304, 0.0075, 0.081, 0.076, 0.039GF z     .

,2 , חמשת הערכים הנמוכים ביותר שהסכום הזה מקבל הם0בסריג הריבועי  41, , 5, 8 ,

)לכן ו )/ 0.304, 0.0075, 0.076, 0.039, 0.0348GF z     .הפיזור  מעניין לציין כי עוצמות

 םהגלי של העוצמה בשיא בראג השני קטנה במיוחד בגלל ההתאבכות אינן מונוטוניות:

  כדור.  כל בתוך שמתפזרים

)0המטען הוא רק על השפה, ולכן מציבים   ג. ) ( )n r r r במשוואה שהתקבלה האינטגרציה , ו

0 התוצאה עם ,הזוויות על רק היא 3.9.1 בשאלה

0

sin( )
( )G

Gr
F z Gr, כאשר z מספר  הוא  
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 מתקיים אלקטרונים, 6 מכיל פחמן אטום שכלמאחר  הכדור. פני על הכללי האלקטרונים   

60 6 360z   .   

2מקיים  קובי סריג  ד. 2 2( ) (2 / )G hk a h k    0. נציב גם 3.5År  14.1-וÅa  ונקבל ,

0 0(111) 2 3 / 0.86G r r a  0 , וכן 0(200) 4 / 0.99G r r a  (200), . מכאן 0.01F z 

(111)-ו 0.16F z . הקרבה המקרית שלמכאן  נובעת (200)העוצמה הנמוכה עבור המישורים 

0(200)G r ל- , היחידה. תא בתוך של הבסיסבלי קשר לשום סימטריה מיוחדת  

  3.4תשובה 

2תא היחידה מכיל אטום בראשית ואטום בנקודה   א. 1 2( )/2r a a  גורם המבנה הוא , ולכן

( )
1 2( )i h kF F e  .   

, 3.7.2מפתרון שאלה   ב.
2 2 2 2

2
2 2 2
1 2 3

sin
4

h k
a a a

     
 


הפיזור ניתנות על ידי  , ולכן זוויות

2 2 2
2 1

sin
4 9 16 25

h k     
 


.   

)עבור  הקטנות ביותר תתקבלנה זוויותה   ) (001), (010), (011), (100), (101), (002)hk  ,

5.7 וערכיהן הם , 7.2 , 9.2 , 9.6 , 11.2 , 11.5       .   

) זה במקרה  ג. )
1( ) (1 )G i h kF F e   ,  ולכן( )h k 3.9.8שאלה (ראו גם  צריך להיות זוגי .(

  הזווית האחרונה.  עבורו הראשונה תשאיר שיאים רק עבור הזוויתהדרישה הזאת 

) כעת  ד. )
1( ) (1 )G i h kF F e   ,  ולכן( )h k שאירהדרישה הזאת ת זוגי.-אי צריך להיות 

  החמישית). עד (השנייה הנותרותזוויות ה כלשיאים עבור 
  

  3.5תשובה 

זוויות הפיזור ניתנות על ידי 
2

2 2 2
2

sin ( )
4

h k
a
   .  

)זווית הפיזור הקטנה ביותר מתקבלת עבור   א. ) (01), (10)hk  ולכן ,minsin /(2 )a  מאחר .

min-ש 30   מתקבל ,a  .  

)זווית הפיזור השנייה מתקבלת עבור   ב. ) (11)hk  2, ולכןsin /( 2 ) 1/ 2a  , ומכאן 

45  .   

   ולכן העוצמות שוות. ,G-עוצמת הפיזור איננה תלויה ב, עבור מפזרים נקודתיים  ג.

 הוא המבנה, גורם עבור הצפיפות הנתונה  ד.
/2 /2

2
/2 /2

sinsin
( ) ( / ) yx

l l yiG y xiG x
l l x y

uu
F ez l dxe dye ez

u u 
    G2/ , כאשר /x xu G l hl a  

2/ דומהובאופן  /y yu G l kl a .  לכן העוצמה הראשונה היא

2 2 2
1 (10) ( ) [sin( / )/( / )]I F ez l a l a  והעוצמה השנייה היא , 

2 2 4
2 (11) ( ) [sin( / )/( / )]I F ez l a l a  . 2, מכאן

2 1/ [sin( / )/( / )]I I l a l a . היחס שואף   

0l כאשר 1-ל , המישור, כל את ממלא החומר ומתאפס כאשר l a.  
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  3.6תשובה 
  

 ,השיאים הראשונים זוויות הפיזור עבור מהאיור ניתן לקרוא את הערכים של  א.

2 40 , 57 , 72 , 86 , 98 , 113 , 8 ,12        .  על מנת לזהות את סוג הגביש נערוך טבלה של

2 הערכים 2
minsin ( )/sin ( ) 1, 1.95, 2.95, 3.98, 4.87, 5.94, 6.91n   אם הסריג קובי, ערכים .

 אלה צריכים להיות מהצורה
2 2 2

2 2 2
min

( )

( )
nh k

h k
 
 




מתאימים  שהתקבלו מהמדידה. היחסים 

h שבו ידוע כי הסכום, BCC-לסדרה של סריג ה k    וכן זוגי

2 2 2

2 2 2
min

( )
1,2,3,4,5,6,7,8

( )
nh k

h k
 


 





סריג ל BCC-ה סריג יש לשים לב כי מה שמפריד בין .

כדי לזהות את  קובי הפשוט.ריג הסו קיים בנאינש קובי הפשוט הוא השיא השביעי בסדרה,ה

: )3.7.2(ה קבוע הסריג נציב בנוסח
2

2
min 2

sin ( ) 2
4a
   ,3.2 ולכן קבוע הסריג הואÅa  .  

2 יחסשל ה 8השיא הבא יתאים לערך   ב. 2
minsin ( )/sin ( )n  , 82ולכן 151   . כדי להעריך את

. השיאים ות של המישורים המתאימים לכל שיאויהיחסי של השיא נסתכל בכפילהגובה 

)מתאימים לערכים הבאים של  )hk :(110) ,(200) ,(211) ,(220), (310), (222), (321), (400). 

  ](400)-, והאחרון מתאים ל(110)-[הערך הראשון מימין מתאים ל בהתאמה ןת היוהכפילו

ולכן לפי  ,120הוא בקירוב  באיור אנו רואים שהשיא הראשון }.6, 48, 8, 24, 12, 24, 6, 12{

  .60שייתן  ,2השיא השמיני יהיה בגובה קטן פי  ,השיאים הללו ןהיחס בי

  

  3.7תשובה 

יוצרים טטרהדרון  אזי ארבעת וקטורי היחידה הבאים אם ממקמים את יון הפחמן בראשית,  א.

/(111) סביב הראשית: 3, (1 1 1)/ 3, ( 11 1)/ 3, ( 1 11)/ 3     . אם נסמן 

( ) (2 / )( , , )G hk a h k , 02 וכן /( 3)u r a )0r  הוא המרחק ביןC ל-Cl( ,נקבל 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )G iu h k iu h k iu h k iu h k

C ClF F F e e e e                .  

שמניחים , כפי קובייהיעים בכיוונים של אלכסוני המצב ארבעת הוֶקטורים של הסעיף הקודם  ב.

, כל האינדקסים FCCעבור סריג  בשאלה. ,h k  הפיזור  זוויות ולכן זוגיים,- זוגיים או אי

)- הקטנות ביותר מתקבלות מ ) (111), (200)hk  ,2, כלומר 2 2sin /[ /(4 )] 3, 4a   .זוויות 

2 הפיזור המתקבלות הן 18 , 21    הראשונה היא הפיזור בזווית. עוצמת 
2 2

8 (111) 367 CF F, 2 –השנייה  ובזווית 2
6 (200) 9.65 CF F,  38היחס הוא ולפיכך. 

אפשר לחשב כל אחת -(שימו לב, העוצמות הניסיוניות כוללות קבוע כפלי שרירותי, ולכן אי

העוצמות איננו תלוי בקבוע מהן בנפרד בלי לדעת את הקבוע הזה. לעומת זאת, היחס בין 

  הזה).
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  3.8תשובה 

2, )3.7.2ממשוואה ( הסריגים הקוביים. מזיהוי נתחיל  א. 2 2 2 2 2sin [ /(4 )]( )a h k    ,  ולכן
2 2 2 2

2 2 2 2
min min

sin
sin ( )

h k
h k




 
 




 ,A: 3.67 לגביש .נחשב את היחס הזה עבור ארבעת הגבישים .

, D: 3.99 ולגביש C: 5.34, 3.69, 2.67, 1 לגביש ,B: 2.12, 1.28, 1.13, 1 לגביש ,1 ,1.34 ,2.67

2.97, 1.98, 1.  
  

הסריגים  עבור כמתבקש רציונליים,שברים ד לוקרובים מא D-ו A ,C הערכים עבור הגבישים  

2 כנראה קיים A לגביש הקוביים. 2 2 2 2 2
min 4/3, 8/3, 11/( )/( ) 1, 3h k h k     , 

2והיחסים הללו מתאימים לסדרה  2 2( ) 3, 4, 8, 11h k  .  3.9.3שאלה מהדיון אחרי ,

  .)3.9.3(איור  FCCזהו סריג 
  

 קרובים לערכים שניתנים על ידי C באופן דומה, הערכים עבור גביש  

2 2 2( ) 3, 8, 11, 16h k  . יהלום. גביש זהו 3.9.8 לשאלה מהפתרון  
  

2קרובים לערכים  Dהערכים עבור הגביש    2 2( ) 1, 2, 3, 4h k   קובי לסריג , שמתאימים

2 הם מתאימים גם לערכים עם זאת פשוט. 2 2( ) 2, 4, 6, 8h k  , לסריג  שמתאימים

BCC  בין  הנתונים אינם מספיקים כדי להבחין, לכן ].3.9.3ואיור  3.9.3 שאלה[ראו דיון אחרי

2בסריג הקובי הפשוט לא מופיע הערך  עם זאת שני הסריגים הללו. 2 2 7( )h k  .  לעומת

) למשל, עבור, 14כן מופיע הערך  BCC- בסריג ה זאת ) (123)hk . שני בין לכן להבחין אפשר 

  השביעית. הפיזורזווית  עד ממשיכים אם ,הסריגים
  

 הוא, B הרביעי, גבישהעלינו להסיק כי  ,כגבישים קוביים שזיהינו שלושה מהגבישים מאחר  

נותר לבדוק  .(בשאלה נאמר כי שלושה מהסריגים הם קוביים וסריג אחד הקסגונלי) סגונליקה

הקסגונלי עבור סריג  ,3.9.9 מהפתרון לשאלהאם זהו סריג הקסגונלי פשוט או שיש לו בסיס. 

2 קייםכללי  2 22 2 2 2 2
1 1 3sin [4 /(3 )][ 3 /(4 )]a h hk k a a     , ולכן   

 
2 2 2 22 2 2 2 2 2 2 2

min min1 3 1 3sin / sin [ 3 /(4 )]/[ 3 /(4 )]h hk k a a h hk k a a         .  
  

)לסריג הקסגונלי פשוט מותרים כל הערכים של    )hk,זווית הפיזור הקטנה ביותר  . לכן

)מתקבלת עבור  ) (001)hk  2, כאשר 2 2 22 2 2
min1 3 1 3[ 3 /(4 )] 3 /(4 )h hk k a a a a   . 

)הזווית הבאה תתקבל עבור  ) (100)hk  2, כאשר 22 2
min 3 1sin / sin 4 /(3 )a a   אם .  

3, נוכל להסיק כי 1.13נשווה את הביטוי הזה לערך הניסיוני  1/ 0.92a a  ,עם זאת .  

)(להתאים אף אחד משני הערכים הניסיוניים הבאים לשום שלישייה  אפשר-אי hk .  

)השלישייה  HCP-לעומת זאת עבור סריג ה ) (001)hk   אסורה", ולכן"
2 22 2 2

min1 3[ 3 /(4 )] 1h hk k a a    כל הזוויות הניסיוניות הבאות מתאימות עכשיו .

3האידאלי, עם  HCP-לזוויות שמצופות עבור סריג ה 1/ 8/3a a  3.9.9בשאלה , כפי שפורטו :

2 2
minsin / sin 9/8 41/32 7/8, , 1  . העובדה שהפרש על ידי  מאושרת התוצאה הזאת

   .1ין היחס השני ליחס הרביעי הוא בקירוב הערכים ב
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2 עבור הסריגים הקוביים,  ב. 2 2 2 2 2
min minsin [ /(4 )]( )a h k    , באגף  והביטוי בסוגריים

או  SC-כ כאשר הוא מזוהה ,Dעבור הגביש  2-או ל 1-ול ,C-ו Aעבור הגבישים  3-ל ימין שווה

min3/(2sin בשני המקרים הראשונים מתקבל לכן, בהתאמה. BCC-כ ) 3.6Åa   . עבור 

D נקבל (SC) 3Åa  או (BCC) 4.3Åa .  במקרהB  22קיים 2
min 1sin /(3 )a ולכן , 

1 3.35Åa , 3 1 8/3 5.46Åa a .  

  

  3.9תשובה 

(BCC)עבור נתרן קיבלנו  4.23Åa  ו -(HCP) 3.77Åa עבור סריג ה . -BCC 

2 2 2sin [ /(4 )]{2, 4, 6, 8}a  2, ולכן 30 , 43 , 63 , 25     עבור סריג ה .-HCP   

2כי  3.9.9הצפוף קיבלנו בשאלה  2 2sin [ /(3 )]{1, 9/8, 41/32, 17/8}a ,  ולכן

2 27 , 29 , 31 , 40     .  
  

(BCC)עבור ברזל, קיבלנו  2.87Åa  ולכן ,(FCC) (2 2 )/(4 / 3) 3.51Åa r r  עבור סריג .

BCC ,2-ה 2 2sin [ /(4 )]{2, 4, 6, 8}a  2, ולכן 45 , 65 , 982 , 9      עבור סריג .  

FCC, 2-ה 2 2sin [ /(4 )]{3, 4, 8, 11}a   2ולכן 45 , 52 , 972 , 3     . ,הזווית  בשני המקרים

  .90- כי היא גדולה מ הרביעית לא תיתן מעגל על המסך,

  

  3.10תשובה 

גורם המבנה בכל אתר של הסריג הוא ממוצע משוקלל של גורמי המבנה  מסודרת,- בפאזה הלא  א.

) האטומיים, )/2av Cu ZnF F F . כאשר ), 3.9.12נובע ישירות ממשוואה ( הביטוי הזה

גורם המבנה שיימדד זהה לזה של סריג , לכן נקודת סריג הופכי.בת הפיזור משרעמחשבים את 

BCC ,רגיל ( ) [1 ( 1) ]h k
avF hk F      לא יופיעו שיאי בראג כאשר .h k   אי הוא-

מיוצג על ידי סריג קובי פשוט עם בסיס, כמו בצזיום מבנה המסודר זוגי. לעומת זאת, ה

)כלוריד, וגורם המבנה הוא  ) ( 1)h k
Cu ZnF hk F F    . הפיזור עבור תמשרע h k   

משרעת שונה מאפס גם עבור  אבל עכשיו תתקבל ,מסודר-של המקרה הלא זהה למשרעתזוגי 

h k   זוגי, - אי( ) Cu ZnF hk F F  .  

) מסודרת נקבל- בפאזה הלא  ב. ) [1 ( 1) ( 1) ( 1) ]h k h k
avF hk F          , עם 

( 3 )/4av Au CuF F F . רק כאשר שלושת האינדקסים  ,שיאי בראג יתקבלו  

 בפאזה המסודרת נקבל ,זוגיים. לעומת זאת-איאו  זוגייםכולם 

( ) [( 1) ( 1) ( 1) ]h k h k
Au CuF hk F F         .  

  

זוגיים או  האינדקסיםלא כל שלושת  כאשר גם ,שוב, השינוי יתבטא בהופעת שיאים חדשים  

  בישול. במלח כמו ,זוגיים-אי
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  3.11תשובה 

 מקיימות הפיזור עבור סריג טטרגונלי זוויות :3.7.2החלק הראשון של השאלה דומה לשאלה 

2 2 2 2 2 2
1 3sin / sin (100) ( / )h k a a     ,  ולכן כל שיאי בראג של הסריג הקובי שהכילו

 הפיזור עבור זוויות יתפצלו או יזוזו לעומת מקומם בסריג הקובי. למשל, תרומה מהאינדקס 

, (010), (110), (( ) 200), (020( ) )100hk  .לכך נקבל עכשיו התאבכות בונה  בנוסף לא תשתנינה

2 שמקיימות מהזוויות 2 2 2 2 2
1 3 1 3 1 3 1 3sin / sin (100) ( / ) ( / ) (, / ) ( / )1 , 2 , 4a a a a a a a a      בגלל

, עבור בראג שיאי פיצולים שלה (101), (( ) (0 111), (002)01)hk .   
  

 אמפליטודות הפיזור בפאזה הפרואלקטרית ניתנות על ידי

O
iukhiukh

Ti
iukh

Ba FeeFeFhkF OOTi ])1}()1()1{()1[()1()( 21 222    .   
  

  למשרעות אבל  תישארנה ללא שינוי, 0 בנקודות עם קרינהעוצמות ה לכן

   (100)עבור יתפצל:  (100)טן. למשל, השיא בנקודה דמיוני קחלק  יתוֹסףהאחרות י

(100) יתקבל (010)-ו (010) Ba Ti OF F F F F   , יתקבל (001) עבור אבל 

1 2Ti 2 22(001) ( 2 )O Oiu iuiu
Ba Ti OF F e F e e F    . הפיזור ובעוצמות יגדלו השינויים בזוויות, 

  . האינדקסגדל ש ככל ,גם יגדלו הם הפרואלקטרי. וותיהעיגדל ש ככל

  

  3.12תשובה 

1וקטורי הסריג ההופכי הם   א. 3ˆ ˆ ˆ(2 / )( ) (2 / )G x y za h a k   נמצאים  , ואטומי הבסיס

1בראשית ובקצות הוֶקטורים  2( )/2a a ,1 3( )/2a a 2-ו 3( )/2a a,גורם המבנה הוא  . לכן

), FCCכמו בסריג  ) ( ) ( )(1 )i h k i h i ke e e       ,  ושלושת האינדקסים של מילר צריכים

) מתקבל 3.7.2זוגיים. מהפתרון לשאלה (-להיות כולם זוגיים או אי
2 2 22 2 2 2 2
1 1 3sin [ /(4 )]( / )a h k a a     .  

31כאשר   ב. aa  זהו סריג ,FCC והזוויות הקטנות ביותר מתקבלות ,  

2- מ 2 2 , 4, 8, 11, 12, 16, 19{ 3 }h k  ,22 . לכן 2
min 1sin 3 /(4 )a  והזוויות הקטנות ,

2ביותר ניתנות על ידי  2
min , , ,sin / sin 1 4/3 8/3 11/3 4 16/3, , , 19/3   .  

22 במקרה זה מתקיים  ג. 2 2 2 2
1sin [ /(4 )]( 2 )a h k     ולכן ,

2 2 2 , 8, 12, 16, 20, 24, 22 4 8h k   22. נציב 2
min 1sin /a  ונקבל ,

2 2
min ,sin / ,sin 1 2 3, , 6,4 5 7,   ברור שזה חייב להיות סריג  3.9.3. מאיורBCC  אילו זה)

היינו מקבלים  aעם קבוע סריג  BCC). בסריג 7היה סריג קובי פשוט, לא היה מתקבל היחס 

2 2 2
minsin /(2 )a   1(בדקו!). לכן, חייב להתקיים 2a a.  האיור להלן מציג את

, a הוא. קבוע הסריג BCCההשלכה על מישור הבסיס של ארבעה תאי יחידה של סריג 

מעל מרכז הריבוע של תא היחידה הקובי.  2a/נמצאים בגובה  קובייהוהאטומים שבמרכז כל 

1- נסתכל עכשיו על הריבוע שמשורטט בקווים מקווקווים. צלע הריבוע הזה שווה ל 2a a .

מעל לריבוע הזה, אפשר לראות כי המנסרה הזאת היא תא  aאם בונים עכשיו מנסרה שגובהה 
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  יחידה של סריג טטרגונלי ממורכז פאה. האטומים שהיו קודם לכן במרכזי התאים של סריג 

  נמצאים עכשיו במרכזי הפאות הצדדיות של הסריג הטטרגונלי.  BCC-ה

  

  

  

  3.13תשובה 

, תא היחידה הטטרגונלי 2.5.7הסריג הוא טטרגונלי ממורכז גוף. כפי שראינו בפתרון לשאלה   א.

  , שאפשר לתאר אותם על ידי המיקום שלפעמיים את הנוסחה הכימית של החומרמכיל 

2יוני הנחושת: האחד בראשית והאחר במרכז התיבה,  ˆ ˆ ˆ( ) /2 /2r x y za c   אם מסמנים .

ˆ ידיאת וקטורי הסריג ההופכי על  ˆ ˆ(2 / )( ) (2 / )G x y za h k c     אזי מתקבל ,

0( ) ( )[1 ( 1) ]h kF hk F hk       0, כאשר ( )F hk מכיל את המידע על היונים  

)שיאי בראג יתקבלו רק כאשר , לכןהאחרים בבסיס.  )h k   הוא זוגי, כמו בסריג  

BCC שני נחושת בראשית, נחושת מכיל יון הבסיס שקשור עם כל יון, 2.5.7. משאלה  

,יוני לנתנום בנקודות  (0,( /2 0,(, /2, /2 )) 1 )a a x xc c  יוני חמצן בנקודות וארבעה

( /2,0,0) (0, /2,0) (0,0, ) ( /2, /2, , , , (1/2 ) )a a xc a xa c. לכן  
  

(1 2 ) ( 2 ) 2 ( (1 2 ) )
0 [ ] [ ]

2 cos[ (1 2 ) ] [( 1) ( 1) 2cos(2 )]

i x i h k x ih ik ix i h k x
Cu La O

h k
Cu La O

F F F e e F e e e e

F F x F x

     

 

           

       

   

 
  

  

)-ש בעובדה השתמשנו השנייה בשורה כאשר   )h k   .חייב להיות זוגי  

, שיאי בראג יתקבלו בזוויות שמקיימות 3.7.2כפי שראינו בפתרון לשאלה   

2 2 2 2
2

2 2 2
1 2 3

sin
4

h k
a a a

     
 


)- . מאחר ש )h k    חייב להיות זוגי, כאמור, ובהינתן

2 2( / ) (13/3.8) 11.7c a   לכן הזווית(002), הערכים הנמוכים ביותר של האינדקסים הם . 

minsinהמינימלית ניתנת על ידי  / .115c   ,כלומר ,min2 13.2   הזוויות הבאות .

,מתקבלות עבור  (004), (( ) (1 103), (110)01)hk והתוצאות הן , 

2 13.2 , 23.7 , 26.6 , 30.3 , 32.3      .   
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  בטמפרטורות נמוכות המבנה הוא אורתורומבי ממורכז פאה, ולכן יש לעבוד עם   ב.

2תא היחידה הגדול יותר, עם קבועי הסריג  3 12, , 2cos(2 )a a a c a a      ,   

תא היחידה הזה כולל ארבעה יוני נחושת, שממוקמים בראשית  .2.17ראו שאלת חזרה 

2ובנקודות  1 3ˆ ˆ( /2) ( /2)r x za a      ,3 1 2ˆ ˆ( /2) ( /2)r x ya a      ,4 2 3ˆ ˆ( /2) ( /2)r y za a      ,

1ווֶקטורי הסריג ההופכי ניתנים על ידי  2 3ˆ ˆ ˆ(2 / ) (2 / ) (2 / )G x y za h a k a              כאשר ,

ˆ x ו -ŷ  הם וקטורי יחידה בכיווני הקווים המקווקווים שמופיעים בבסיס התא באיור  

)0. לכן, 2.17שבסוף הפתרון לשאלה  ) [1 ( 1) ( 1) ( 1) ]h k h kF h k F                   

  זוגיים. -ויתקבלו שיאי בראג רק כאשר כל האינדקסים זוגיים או אי ),FCC(כמו בסריג 

עכשיו 
2 2 2 2

2
2 2 2

1 2 3

sin
4

h k
a a a

          


), והזווית המינימלית מתקבלת עבור  ) (002)h k   , 

minsin / .115c   3. מאחר שהנחנו כי 3a a c   הזווית הזאת זהה ,  

לזווית שהתקבלה בטמפרטורות הגבוהות. כמו כן, 

2 2 2 2 2 2
minsin / sin [{( ) ( ) / cos(2 )}( / ) 2( ) ]/8h k c a        לכן, הזוויות הבאות ניתנות .

,על ידי  (004), (113( ) (1 ), (200), (021 )1 0)h k    0. שיאים עםk    יישארו עם אותן

זוויות, וכל השיאים האחרים יזוזו או יתפצלו. האיור להלן מראה את שש הזוויות הראשונות 

. בפרט, שתי השלשות האחרונות נתנו שיא באותה הזווית בגבול הטטרגונלי, כפונקציה של 

ת אבל עכשיו השיא הזה מתפצל לשני שיאים, בשתי זוויות שונות. הזוויות השנייה והרביעי

  והזווית החמישית מתפצלת לשתי זוויות. האורתורומבי, גדלות מעט עם המעוות

  

  

  

0 מהאיור רואים שהזוויות שואפות אל ערכיהן בפאזה הטטרגונלית כאשר    .  

ˆ בגבול הזה מתקיים ˆ ˆ( )/ 2x x y   ו-ˆ ˆ ˆ( )/ 2y x y  ולכן , 

ˆ ˆ ˆ( / )[( ) ( ) ] (2 / )a h k k h c '        G x y z וקטורים אלה מתלכדים עם הוֶקטורים .

) שקיבלנו בפאזה הטטרגונלית, אם נזהה )/2h h k   , ( )/2k k h    ,   ,כמו כן .

h מתקיים k k      מאחר שכל האינדקסים החדשים . , ,h k   זוגיים או אי -

זוגיים, הסכום הזה זוגי תמיד, כפי שנדרש בפאזה הטטרגונלית. הצבה בביטוי לזוויות מראה 
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כי אכן שתי התשובות שהתקבלו לעיל מתלכדות זו עם זו. בנוסף לתזוזות של זוויות הפיזור, 

0 גם גורם המבנה של הבסיס, ( )F hk, שתנה בגלל התזוזות של היונים השונים בתוך תא י

  היחידה. 

  

  3.14תשובה 

2העוצמה של שיאי בראג ניתנת על ידי   א.
0( ) WI hk I e) 3.10.5. ממשוואה ,(

22 coth( /[2 ])
2 BW k T GM 


   ,2. בגבול של טמפרטורות גבוהות

2
2 Bk T
W G

M
 במקרה .

2הנדון,  2 2 2 2 2 2(2 / ) ( ) 256 /G a h k a    ולכן בגבול הזה , 
2 2

2 2

256 64
2

75
B

M

k T TW TM a
 


 , כאשר בשוויון השני השתמשנו בקריטריון לינדמן, עם 

0.1Lc  ,2 2 2 2 2/3 /300B M Lk T c M a M a  עבור סריג ה) .-FCC  המרחק בין שכנים

/קרובים הוא  2a ולכן אפשר גם להחליף ,/ 2L Lc c וכך טמפרטורת ההיתוך תקטן פי ,

)0logציור של  , אבל השינוי הזה לא ישפיע על התוצאות בהמשך.)2 / )I I  מהמספרים)

אכן נותן התנהגות לינארית עבור שלוש הנקודות האחרונות. משתי  T הנתונים) כפונקציה של

הנקודות האחרונות מקבלים את השיפוע, 
264

log(3.60/1.57)/200[ ]
75 M

s KT
  ולכן ,

2030MT K 0. מהקשרlog logI I sT   ומהעוצמה של הנקודה האחרונה נקבל עכשיו

0log log1.57 600 2.94I s  0כן , ול 18.9I .   

  בגבול של טמפרטורות נמוכות מתקיים   ב.

  2 2 2
2 2

2 ( ) 256
2 6002 B M

W G aGM k TM a
  

 
    

  . שימוש בעוצמה הנתונה 

2מעלות נותן  4-ב
02 256 log( / ) log(18.9/13.14)

600 B M
W I Ik T

   
, ולכן 

0.086 0.015B Mk T eV   13. מכאן 12.28 10 sec   4. עבור הטמפרטורה שלK 

)/מתקבל עכשיו  ) /(0.086 ) 0.023 1B Mk T T T    ולכן הקירוב של טמפרטורה נמוכה ,

  מוצדק. 

  ) נותנת3.10.5הצבת כל המידע שפורט לעיל במשוואה (  ג.

  2 2 2 22 coth 0.00566coth(0.043 / )( )
600 2

M
M

B M B M

T
W G T T h k

k T k T T
      

 

  עבור . 

2מתקבל  200K-ו (440) 0.44W ,  (440)0.44ולכן 18.9 12.2I e .  
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  4פרק 
  מנגנוני הקשר בגבישימ

  

  

הפרק הזה עוסק בכוחות השונים שגורמים לאטומים או למולקולות להעדיף בטמפרטורות 

 ואיך האנרגיה, . נסביר איך מחשבים את אנרגיית הקשרנמוכות את המצב הגבישי המחזורי

הזאת מכתיבה את סוג הסריג המועדף. השיקולים העיקריים יכללו את הכוחות 

-ובכלל זה עקרון אי, האלקטרומגנטיים בין האלקטרונים והגרעינים ואת המכניקה הקוונטית

הקשר , הקשר המולקולרי, ולנטי- הקשר הקו, הוודאות ועקרון פאולי. נלמד על הקשר היוני

 אילו אנרגיות קובעות את הסידור של המומנטים המגנטייםהמימני והקשר המתכתי. נסביר גם 

  מגנטיים. בחומרים

  

  

   רשימת מושגימ
  

 alkali atoms  ..............................................................................................  אטומים אלקליים

  halogen atoms  ...........................................................................................  אטומים הלוגניים

 valence electrons  .....................................................................................  אלקטרוני הערכיות

  electronegativity  .........................................................................................  שליליות-אלקטרו

  anti-ferromagnet  .............................................................................................  פרומגנט-אנטי

  exchange energy  ...........................................................................................  אנרגיית החילוף

 cohesive energy  .............................................................................................  ת הקשריאנרגי

 benzene  ........................................................................................................................  בנזן

  molecular crystals  ...................................................................................  גבישים מולקולריים

  noble gases  ......................................................................................................  גזים אצילים

  graphite  .....................................................................................................................  גרפיט

  graphene  ......................................................................................................................גרפן

 periodic table  ............................................................................................  הטבלה המחזורית

  hybridization  ....................................................................................................  היברידיזציה

  Wurtzite  ...................................................................................................................  וורציט

 melting temperature  .................................................................................  טמפרטורת ההיתוך
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 triplet  .....................................................................................................................  טריפלט

  diamond  ....................................................................................................................  יהלום

  van der Waals force  .......................................................................................  כוח ון דר ואלס

 Coulomb force  ......................................................................................................  כוח קולון

 Ising model  ........................................................................................................  מודל איזינג

 Heisenberg model  ...........................................................................................  מודל הייזנברג

 diatomic molecule  .................................................................................  אטומית-מולקולה דו

  polar molecules  ......................................................................................  מולקולות מקוטבות

  benzene molecule  ..........................................................................................  מולקולת הבנזן

  hydrogen molecule  .........................................................................................  מולקולת מימן

 water  ...........................................................................................................................  מים

  rock salt, halite, NaCl  ...........................................................................................  מלח בישול

  molecular orbitals  ................................................................................ מסלולים מולקולריים

  sp   .................................................................................  sp-type hybrid מצב היברידי מטיפוס

  sp2  ................................................................................  sp2-type hybrid מצב היברידי מטיפוס

  sp3  ................................................................................  sp3-type hybrid מצב היברידי מטיפוס

  sp3d  ............................................................................  sp3d-type hybrid היברידי מטיפוס מצב

  sp3d2  ..........................................................................  sp3d2-type hybrid מצב היברידי מטיפוס

  ionic states  ......................................................................................................  מצבים יוניים

  bulk modulus  ....................................................................................................  מקדם הנפח

 metal  ........................................................................................................................  מתכת

  singlet  ......................................................................................................................  סינגלט

  super-exchange  ......................................................................................................  חילוף- על

 Pauli principle  ...................................................................................................  עקרון פאולי

  Lennard-Jones potential  ........................................................................  ג'ונס-פוטנציאל לנארד

  polymorphs  ........................................................................................................  פולימורפים

  anti-bonding wave function  .................................................................. קושרת -פונקציה אנטי

  bonding wave function  .................................................................................  פונקציה קושרת 

  molecular wave function  ....................................................................  פונקציית גל מולקולרית

 ferromagnet  ............................................................................................................  פרומגנט

  snow flakes  .........................................................................................................  פתיתי שלג

  Cesium chloride, CsCl  ........................................................................................  צזיום כלורי

 Zink blende  .......................................................................................................  בלנדה- צינק

  Madelung constant   ............................................................................................  קבוע מדלונג

  Born-Oppenheimer approximation  ........................................................  אופנהיימר-קירוב בורן
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  Heitler-London approximation  ................................................................  לונדון-קירוב הייטלר

  ice  ..............................................................................................................................  קרח

  van der Waals bond  ......................................................................................  קשר ון דר ואלס

  ionic bonding  .........................................................................................................  קשר יוני

  double bond  ..........................................................................................................  קשר כפול

  hydrogen bond  ....................................................................................................  קשר מימני

  triple bond  ........................................................................................................  קשר משולש

 metallic bond  ....................................................................................................  קשר מתכתי

  co-valent bond ................................................................................................  ולנטי- קשר קו

    ........................................................................................................  sigma ()-bond -קשר

   ...............................................................................................................  pi ()-bond-קשר

  ionic radius  ..........................................................................................................  רדיוס יוני

  Evjen method  ....................................................................................................  שיטת אוויין

 Ewald sum  ......................................................................................  אוואלד הסכום של שיטת

 frustration ................................................................................................................. תסכול

 

 
  מבוא  :4.1

  

את  הזמן להבין הגיע, איך מזהים אותםאחרי שראינו איך ממיינים גבישים ו אנרגיית הקשר:

ת הקשר של גביש יאנרגי איזה מבנה גבישי יהיה לכל חומר. הכוחות הפיסיקליים שקובעים

כשהם נמצאים במרחק גדול , מוגדרת כהפרש בין האנרגיה של המרכיבים הבודדים של הגביש

יש נוצר כאשר הגב לבין האנרגיה של המרכיבים הללו כשהם נמצאים במבנה הגבישי., זה מזה

כאשר , במילים אחרות יש "רווח" אנרגטי מיצירת הגביש. כאשר, כלומר, זה הוא חיוביהפרש 

יש להשקיע אנרגיה כדי לפרק , האנרגיה הפוטנציאלית של הגביש נמוכה מהאנרגיה של מרכיביו

רת באופן דומה גם עבור קשר מוגדהת יאנרגי ומכאן נובעת יציבותו., את הגביש למרכיביו

כאשר האנרגיה הכללית שלהם קטנה יותר , ליצור מולקולותכדי חברים אטומים מת מולקולות:

 לכן בוססמ זהד. פרק וגדולה מא אפשר להסתכל על הגביש כעל מולקולה, למעשהבמצב הקשור. 

  הקשר הגבישי.  את להבין שנדרשים כדי, יההרבה מושגים מעולם הכימעל 
  

תאם למבנה האלקטרוני של כל בה, סוגים של קשרים בין אטומים כמהקיימים , כפי שנראה להלן

נראית  ן זוגות של אטומים (או של יונים)בי האנרגיה הפוטנציאלית שמתארת את הכוחות אטום.

. היא מתארת כוח דוחה במרחקים קטנים וכוח מושך במרחקים 1.1.1איכותית כמו באיור 

ת הקשר הכללית של הגביש עבור כל אחד יינחשב את אנרג, גדולים. בהינתן האנרגיה הזאת

מספר סופי של מבנים  שקיים מאחר. 2כפי שפורטו בפרק , מהמבנים הגבישיים האפשריים

כל אחד מהם ולזהות את המבנה בעל  לשנוכל להשוות בין אנרגיות הקשר , גבישיים אפשריים

והתוצאות אכן , וד שלוהנדון במצב היסת הקשר הגדולה ביותר. זהו המבנה שיהיה לחומר יאנרגי
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(וכפי שהוזכר  בהמשךכפי שנראה  .3מתאימות בדרך כלל למבנים שזוהו בניסיונות שתוארו בפרק 

של  פולימורפיםשנקראים , חומרים מסוימים יכולים להתקיים במבנים גבישיים שונים, )1בפרק 

פרטורות שאמורים לזהות את המבנה בטמ, נדון רק בשיקולים אנרגטיים זהבפרק  החומר.

אנטרופיה לאנרגיה  הטמפרטורה יכולה ליצור תחרות ביןהעלאת  במקרים מסוימים נמוכות.

בסעיף זה ניתנת סקירה  .2.7בסעיף כפי שכבר הזכרנו , ם למעברים למבנים גבישיים אחריםולגרו

איכותית של סוגי הקשר השונים בגבישים. הסעיפים הבאים כוללים ניתוחים כמותיים לכל אחד 

והחומר הדרוש כלול , מהסוגים. חלק מהניתוחים הללו דורש ידע מסוים במכניקה קוונטית

 יכולים לדלג במקומות המתאימים ולעבור אל התוצאות, בנספח. קוראים שחסר להם הידע הזה

  הסופיות של כל חשבון.
  

 שמכילה שני אטומים. אופי הקשר בין מולקולהה"גביש" הפשוט ביותר הוא הקשר היוני: 

לאטומים  .המחזורית טבלהבחזק מאוד במיקום היחסי שלהם באופן במולקולה תלוי האטומים 

) יש מספר קטן של בטבלה בטור הראשון האטומים האלקלים, (למשל טבלהבקצה השמאלי של ה

, "אלקטרוני הערכיותשנקראים ", אלה אלקטרונים אלקטרונים ב"קליפה" החיצונית שלהם.

האטום , אחרי שאלקטרוני הערכיות "משתחררים"וקל לשחרר אותם. , לאטוםחלש באופן קשורים 

עם הקליפה המלאה שיש לאטומי הגז האציל שנמצא בסוף השורה הקודמת , הופך ליון חיובי

ההלוגנים שבטור לפני , בצד הימני של המערכת (למשל באטומים, לעומת זאתבטבלה המחזורית. 

והם נוטים לקלוט אלקטרונים נוספים כדי למלא את , לאההחיצונית כמעט מ" קליפה"האחרון) ה

כאשר  .שנמצא אחריהם בטבלה המחזורית, ולקבל את המבנה היציב של הגז האציל הקליפה הזאת

הם "ירוויחו" , זה לזה המחזורית טבלהנמצאים בשני הקצוות של הששני אטומים מקרבים 

אחר אלקטרון לאטום ה תרום"י"ן) נתר, אם האטום בצד השמאלי של המערכת (למשל, אנרגיה

זה  שני היונים מושכים זה את ).Cl- ו +Naכך שייווצרו שני יונים טעונים חשמלית (, כלור), (למשל

תה עלולה לגרום לקריסה יהמשיכה הזאת הי, ללא המכניקה הקוונטית .כוח קולוןידי  על, חשמלית

שאוסר , פאולי עקרוןזאת נמנעת בגלל הקריסה ה של שני היונים למרחקים קטנים מאוד ביניהם.

שכל גרעין מוקף  מאחרעל אלקטרונים בעלי אותם מספרים קוונטיים להימצא באותו מקום. 

סביב הגרעין , לכן זה. זה לתוך "עננים"קרון הזה מונע חדירה של היהע, ב"עננים" של אלקטרונים

. ("ענן" לחדור לתוכוליון אחר קשה ו, "הרדיוס היוניעם רדיוס שנקרא ", קיים כדור יון של כל

שני היונים מתקרבים זה לזה , טוב בקירובמייצג את צפיפות ההסתברות למצוא את האלקטרונים). 

או בשורה הראשונה של  2.3.1כמו באיור , (למשל זהבזה נוגעים עד ששני הכדורים המתאימים להם 

 יים שלהם. כשהיונים נמצאיםוהמרחק בין מרכזיהם שווה לסכום הרדיוסים היונ, )4.1.3איור 

 נוצרת, ה"רווח" באנרגיה הפוטנציאלית עולה על ההפסד הכרוך בתהליך היינוןו, הזה במרחק

לתיאור על ידי כוח דחייה  נתנית התוצאה הזאת, לחלופין ).NaClבדוגמה שלנו המולקולה (

 ". קשרקשר יוני"מהיונים להתקרב זה לזה. הקשר שנוצר בין שני היונים נקרא  שמונע, אפקטיבי

וכל , מלח בישול (נתרן כלורי) שהוזכר לעיל, למשל, קיים גם בגבישים שבנויים מיונים כאלה כזה

 בכל נקודת סריג נמצא מטען נקודתי הגבישים שמורכבים מזוגות יונים שתוארו בפרק הקודם:

ה ית הדחייגילבין אנר הכללית בין האנרגיה הקולומבית והתחרות, (חיובי או שלילי לסירוגין)
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 את מבנה הסריג ואת הקבועים שלו. קובעת, שנובעת מעקרון פאולי, האפקטיבית בין יונים שכנים

מתואר על ידי  המושלםהגביש היוני , שבמצב אופטימלי היונים השכנים משיקים זה לזה מאחר

 היחס בלא, אפשר להגיע לאריזה צפופה תמיד באופן מעשי לא אריזה צפופה של שני סוגי הכדורים.

החישובים , כפי שנראה שיתקבל בפועל. המבנה הגבישי את קובע שני היונים בין הרדיוסים של

  המפורשים אכן משחזרים את המבנים שקיימים בטבע (שתוארו בשני הפרקים הקודמים).

שיוצרים את המולקולה משתייכים לטורים שני האטומים  כאשר, קשר זה נוצר ולנטי:- הקשר הקו

, חמצן, למשל, זה קורה עבור שני אטומים זהים המחזורית. במקרה קיצוני טבלהלזה בקרובים זה 

אטום "תורם" את  במקרה הזה כל ).H2או  O2 ,N2אטומיות (- שיוצרים מולקולות דו, מימן חנקן או

אטום  או שני אלקטרונים בכל אלקטרון אחד בכל אטום מימן, (למשל אלקטרוני הערכיות שלו

כפי  .ו"קושרים" אותם זה לזה, שני היונים סביבם בעת ובעונה אחת עיהאלקטרונים הללו נ. חמצן)

הסיכוי הקוונטי למצוא את האלקטרונים באזור שבין שני היונים במצב היסוד , שנסביר בהמשך

שהאלקטרונים מושכים אליהם את היונים החיוביים  מאחר. מבאזורים הרחוקים יותר גדול יותר

בין  נוצר "רווח אנרגטי" שתלוי במרחק, (הפרוטונים במקרה של מולקולת המימן)הצדדים  משני

 קשרקשר מהסוג הזה נקרא " .המרחק האופטימלי בין שני היונים שקובע את ערך מרביעם , היונים

 ו"ולנטי" מתייחס לאלקטרוני הערכיות שמשתתפים בקשר)., " ("קו" מבטא שותפותולנטי- קו

ואז , "ענן" האלקטרונים סימטרי ביחס למרכז המולקולה, שר זהיםכשהאטומים המשתתפים בק

זהים  םכאשר האטומים אינ (חסר מומנט דיפול חשמלי). מקוטבבלתי ולנטי - מדברים על קשר קו

"ענן" האלקטרונים , ראו בהמשך), או במולקולת המים CO חמצני- פחמן חד במולקולה, (למשל

, שני המצבים הללו ואז נוצרת מולקולה מקוטבת חשמלית., יוניםיכול להימצא קרוב יותר לאחד ה

  . 4.1.1 באיור מתוארים, היונית המולקולה וכן
  

אלקטרוני כמה המבנה הגבישי נקבע על ידי  זה מתקיים גם בגבישים. במקרה ולנטי-הקשר הקו

 עם אלקטרון שלולנטי - כל אחד מהאלקטרונים הללו יכול ליצור קשר קו ערכיות יש לכל אטום.

ששווה למספר , ולנטיים שבהם משתתף האטום הזה-הקשרים הקוולכן מספר , אטום שכן

[איור  יהלוםבסריג ה, למשל .שלושווה למספר אלקטרוני הערכיות , אותו גבישהקואורדינציה של 

-אלקטרון יוצר קשר קו כך שכל, ערכיות אטום פחמן "תורם" ארבעה אלקטרוניכל  (ג)]2.5.6

ארבעת הקשרים  .; מספר הקואורדינציה הוא ארבעעם אחד מארבעת הפחמנים השכנים ולנטי

. 4.1.3ולנטיים סביב כל אטום פחמן ביהלום מוצגים גם באמצע השורה העליונה של איור -הקו

ולנטי. - שבה כל זוג פחמנים שכנים קשור בקשר קו, היהלום הוא מולקולה ענקית, למעשה

ולכן יש לו שלושה , (א)] יש לכל פחמן רק שלושה שכנים במישור2.3.2ר בסריג הגרפן [איו, לחלופין

  ולנטיים עם שכניו. האלקטרון הרביעי של כל פחמן חופשי לנוע בין האטומים בגביש.-קשרים קו
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  קשר יוני ג.  מקוטבבלתי ולנטי -קשר קוב.   ולנטי מקוטב- קשר קוא. 

  
ולנטי -קשר קו(א)  אטומית עם-ההסתברות למצוא את האלקטרונים במולקולה דו "ענני" :4.1.1איור 
 . בחלק (א) יש מטען חיובייוני קשר(ג) , מקוטבבלתי  ולנטי-(ב) קשר קו, מקוטב ומטען שלילי  +   בשני

  חשמלי. דיפול מומנט ולכן יש למולקולה, המולקולה דיצִ 
  

הקשר מתארים שני קצוות של  ולנטי-הקוהיוני והקשר הקשר  שליליות:-היברידיזציה ואלקטרו

פונקציית הגל האטומית של כל אלקטרון מרוכזת סביב אחד , הראשוןבמקרה  .המולקולרי

שמשותף לשני היונים. במצב , מצב קוונטי מולקולריבהאלקטרון נמצא , היונים. במקרה האחר

ת גל יפונקצי שמשלב, תהיה במצב בינייםאלקטרון ת הגל הקוונטית של כל יתכן שפונקצייהכללי י

במקרה זה מדברים על  .לשניהםאחד היונים עם פונקציה מולקולרית שמשותפת  אטומית על

ועל החלק היחסי של הקשר היוני בתוך הקשר בין היונים. , בין שני סוגי הקשר "היברידיזציה"

שהיא מדד יחסי , שלו )electronegativity" (שליליות-אלקטרוהכימאים מגדירים לכל יון את ה"

עם , שליליות של אטום היא מספר חסר ממד-האלקטרו ח המשיכה שלו לאלקטרוני הערכיות.לכו

 ההלוגנים. עבור 3-עבור המתכות האלקליות לבין כ 0.8-ערכים אופייניים שעולים בהדרגה בין כ

שת אפשר למצוא ערכים מפורטים לכל האטומים בטבלה המחזורית בהרבה אתרים בר

, )0.5-קטן מ, קטן (למשל יונים הואשליליות של שני -כשההפרש בין ערכי האלקטרוהאינטרנט. 

 יוני. בעיקרהקשר הוא  –) 1.8-גדול מ, (למשל גדול כשההפרש ולנטי.-הקשר הוא בעיקר קו

  סוגי הקשר. שני היברידיזציה בין יש בינוניים להפרשים
  

אלקטרונים יכולים גם להימצא במצבים , ולנטי-בהכללה של הקשר הקו הקשר המתכתי:

מבוססת על טבעת , C6H6, המולקולה של בנזן, למשל יים שמשותפים ליותר משני אטומים.קוונט

 מאחר .4.1.2ראו איור , משושה שבנויה מאטומי פחמן (שלכל אחד מהם קשור גם אטום מימן)

ולנטיים -הם לקשרים קווהוא מנצל שלושה מ, שלכל אטום פחמן יש ארבעה אלקטרוני ערכיות

קטרונים "פנויים" אל שישהנשארים , (האיור השמאלי) עם שני הפחמנים השכנים ועם מימן אחד

. האיור הימני מראה את ה"ענן" של ש"משותפים" לכל ששת הפחמנים (אחד מכל פחמן)

האלקטרון הנוסף ליד כל פחמן. למעשה פונקציית הגל של כל אלקטרון כזה היא קומבינציה 

הסתברות שווה למצוא את האלקטרון על  שיש כך, ינארית של ששת המצבים האטומיים הללול

הכללה של מצב זה היא  נעים בחופשיות סביב הטבעת. כל אחד מהפחמנים. אלקטרונים אלה

וכל האלקטרונים הללו נמצאים , אלקטרוני הערכיות שלו במתכת כל יון "תורם" את :מתכתה

יש סיכוי שווה  .)4.1.3(ראו בחלק השמאלי העליון של איור  האטומיםבמצבים משותפים לכל 

  ובתנאים מסוימים האלקטרונים חופשיים , קטרון ליד כל אחד מהיונים במתכתלמצוא כל אל
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מתכת היא מולקולה גם במובן מסוים  אן המוליכות החשמלית הגבוהה שלה.ומכ –לנוע במתכת 

ולכן גורמת להגדלת , לבין היונים מורידה את האנרגיה המשיכה בין האלקטרוניםאחת גדולה. 

  . קשר המתכתיל וזהו הבסיס, אנרגיית הקשר
  

  
  

 שני מבטים על מולקולת הבנזן. יוני הפחמן נמצאים בששת הקודקודים של המשושה. :4.1.2איור 
ולנטיים -ה"עננים" מייצגים את צפיפות ההסתברות למצוא את האלקטרונים שמשתתפים בקשרים הקו

מימין; , שמשותפים לכל יוני הפחמן (מבט מהצד, משמאל) ואת האלקטרונים ה"חופשיים", (מבט מלמעלה
   הגוונים השונים מציינים סימנים שונים של פונקציות הגל).

  

ובים יחסית זה כשהם קר, עד כאן סקרנו באופן איכותי מה קורה לאטומים קשר ון דר ואלס:

הגזים האטומים של לעומת זאת  אלקטרונים שלהם.את הק לחלו כך שהם יכולים, לזה

אינם חולקים , ואין להם אלקטרוני ערכיות, שבהם "קליפות" האלקטרונים מלאות, האצילים

שבהן האלקטרונים , מולקולות ניטרליות נכון גם לגביזה מצב . אלקטרונים עם אטומים אחרים

גם הגזים האצילים , בכל זאת מולקולה אחרת.ואינם עוברים לשום נשארים בתוך כל מולקולה 

שני אטומים (או  כי קיים כוח משיכה בין כל, מוצקים גם מולקולות רבות יוצרים גבישיםו

 דר הקשר של וןוהקשר שנוצר נקרא ", ואלס דר הכוח של וןהכוח הזה הוא  מולקולות) כאלה.

שני אטומים אצילים מתקרבים זה  כאשר.) 1910- ואלס קיבל פרס נובל בפיסיקה ב דר (ון. "ואלס

מומנט דיפול חשמלי.  שנוצר כך, ענני האלקטרונים של כל אחד מהם זזים ביחס לגרעין שלו, לזה

(למטה מימין) מוצגות שתי אפשרויות ליצירת מומנט הדיפול הזה. בשני המקרים יש  4.1.3באיור 

של האנרגיות בכל האפשרויות  משיכה בין הדיפולים הללו. האנרגיה של ון דר ואלס היא הממוצע

. גם R/61כמו  R ן האטומיםבי דועכת עם המרחקהזאת האנרגיה , 4.4כפי שיוסבר בסעיף הללו. 

, במרחקים קטניםבין "ענני" האלקטרונים  כוח אפקטיבי דוחהעקרון פאולי יוצר  במקרה הזה

שגדל מהר , פוטנציאל אחר כי כל(אם  R/121תלול שמתנהג כמו  רו על ידי פוטנציאלשנהוג לתא

ייתן תוצאות דומות). החיבור של שני הפוטנציאלים הללו יוצר את , ד במרחקים קטניםומא

אנרגיות חיבור ה .)]4.4.4[ראו גם משוואה ( 1.1.1שתואר באיור , ג'ונס-הפוטנציאל של לנארד

  מראה כי בנקודת המינימום האנרגיה הכללית היא ל זוגות האטומים בגביש כ ות שלפוטנציאליה
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שלילית (ולכן אנרגיית הקשר היא חיובית) כאשר האטומים מסודרים בגביש. עבור הגזים 

  כפי שאכן רואים בניסיון., FCC האצילים המבנה בעל אנרגיית הקשר הגבוהה ביותר הוא סריג
  

ה הדוגמ .הקשר המימניהוא  שמכילות מימןקשר נוסף שקיים במערכות  הקשר המימני:

 יש אלהה למולקולות .מיםמולקולות של ה היא המשיכה ביןהחשובה ביותר של קשר מימני 

זה נובע דבר ( כי שני אטומי המימן נמצאים באותו צד של אטום החמצן, מומנט דיפול חשמלי

אחת  מים מולקולת לכן המימנים של סבר בהמשך).שיו, ולנטיים במולקולה-הקו מאופי הקשרים

 ויכול להיווצר קשר בין שתי המולקולות., ולקולה שכנהבכוח קולומבי אל החמצן של מ נמשכים

גם למבנים היפים  כמו, קרחשל  קשר זה אחראי גם לקיומן של פאזות שונות, כפי שנראה בהמשך

שבו רואים את הקשר המימני בין חמצנים , דוגמה למבנה גבישי של קרח .פתיתי שלגשל 

(הכדורים הקטנים שמייצגים  4.1.3מוצגת בחלק השמאלי התחתון של איור , ומימנים שכנים

להיווצר בכל מקרה  קשר דומה יכולמימנים נמשכים אל הכדורים הגדולים שמייצגים חמצנים). 

 ה אחרת (או אפילו באותהת במולקולמתקרבים לצד הטעון שליליבמולקולה אחת י מימן יונ שבו

קשרי המימן ממלאים , עתירי מימן ביולוגיים הם שחומרים מאחר מולקולה אורגנית גדולה).

  .DNA-הכפול ב סלילחלקי ה שני בין למשיכה הם אחראים, למשל ד בביולוגיה.ותפקיד חשוב מא
  

הקשרים את  מסכם 4.1.3 איורערכים מספריים של אנרגיות קשר ושל טמפרטורות ההיתוך: 

. בסעיפים הבאים נחשב באופן כמותי את אנרגיות הקשר לגבישים שונים ונראה שהוזכרו עד כה

איך התוצאות מכתיבות את המבנה הסריגי בכל מקרה. בדרך כלל החישובים בפרק זה מסבירים 

. כפי 3וזוהו ניסיונית בפרק  2היטב את רוב המבנים הגבישיים של חומרים שהוזכרו בפרק 

1 אנרגיות הקשר לתא יחידה הן מסדר גודל של, שנראה 15eV  עבור הקשר היוני ועבור הקשר

1, ולנטי-הקו 5eV 0.5, עבור הקשר המתכתיeV 0.01-עבור הקשר המימני ו 0.1eV  עבור

משתקפים גם , ת הקשר הגבישיתיאנרגיגודל , כלומר, הגבישי חוזק הקשרהקשר של ון דר ואלס. 

יתקיים בטמפרטורות  המוצק הגביש, יותרככל שהקשר חזק  של הגביש. טמפרטורת ההיתוךב

חנקן וניאון הן מסדר גודל של , מלח בישול, נחושת, טמפרטורות ההיתוך של יהלום גבוהות יותר.

4000K ,1400K ,800K ,63K 25-וK ,שלושת החומרים , כפי שנראה בהמשך .בהתאמה

ואילו שני האחרונים , בהתאמהקשר יוני ו קשר מתכתי, ולנטי- שונים קשורים בקשר קוהרא

  האציל).  הגזבין אטומי  או (בין מולקולות החנקן ואלס דר קשורים בקשר ון
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  הקשר המתכתי  ולנטי ביהלום-הקשר הקו  הקשר היוני

  

    
  הקשר המימני בקרח  ואלס דר ון קשר

  
ולנטי - הקשר הקו, במלח בישול), (למשל : הקשר היונילמעלהסיכום של סוגי הקשרים בגביש.  :4.1.3איור 

(שבו  הקשר המתכתיו (השטחים הכהים מייצגים את "ענני" האלקטרונים שיוצרים את הקשרים) ביהלום
קשר ון דר ואלס (שהוא הממוצע בין אנרגיות  האלקטרונים נעים בחופשיות בין היונים החיוביים). למטה:

 שמיוצגים על ידי המטענים ההפוכים, המשיכה בין הדיפולים בשתי השורות ) והקשר המימני -ו +
  בגביש הקובי של מים. 

  

  

  הקשר היוני  :4.2
  

שבנוי  פשוטה של גביש יוני היא מלח הדוגמ אנרגיית הקשר היוני למלח שמכיל שני יונים:

ואטום הלוגני מהטור  נתרן או צזיום), המחזורית (למשל טבלהמהטור הראשון ב אלקליתממתכת 

כלור). הנתרן "תורם" את האלקטרון פלואור או , המחזורית (למשל טבלהשלפני האחרון ב

החיצוני שלו ונשאר בקונפיגורציה האלקטרונית של הגז האציל ניאון (יון הצזיום נראה כמו 

מלאות של אלקטרונים. הכלור "קולט" את האלקטרון ומקבל את  "קליפות"עם , אטום הקסנון)

בשני המקרים יש להתפלגות  שגם לה קליפות מלאות., של ארגון הקונפיגורציה האלקטרונית

 אל כל יון כאל ואפשר להתייחס, סימטריה כדורית (בקירוב)של היון האלקטרונים סביב הגרעין 

ת ירק את אנרגי ת הקשר דורשיהחישוב של אנרגי, לכן נקודת מטען שנמצאת בנקודת הסריג.

ביותר של קשר  הפשוט וזהו החישוב, ים הנקודתיים שמייצגים את היוניםנקולון בין המטע

בכל תא  q הפוכיםבעלי מטענים  זוג יוניםשמכיל , סריג אינסופידוגמה של . נתחיל בגבישי

  אינסופי  סכום ידי על ניתנת הסריג של הקולומבית האנרגיה ).NaCl ,בישול במלח ,(למשל יחידה
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21, כפול
/

2C iji jU q R

    , כאשרi ו-j ו, מסמנים שני יונים כלשהם בסריג -ijR  הוא המרחק

. ) jעל ו iמופיע כאן מאחר שכל זוג יונים מופיע פעמיים בסכום הכפול (על  (1/2)ביניהם. הגורם של 

מקובל  .j-ו iידי מכפלת סימני המטענים של שני היונים  בסכום נקבע על ij הסימן של האיבר

ij/01, להחליף את המרחק בין היונים על ידי היחס חסר הממד ijp R R , 01כאשרR  הוא המרחק

המרחק הקצר ביותר בין שני יונים עם מטענים הפוכים , כלומר, בין שני היונים בתוך תא היחידה

היחס בין המרחקים בין , שמכיל רק שני סוגי יונים ורק קבוע סריג אחד, בגביש. לסריג יוני פשוט

 קבוע הסריגבולא  מבנה הסריגבתלוי רק , ijp, בין שכנים קרובים נקודות לבין המרחק כל זוג

עבור מלח בישול המרחק בין יוני נתרן וכלור קרובים , למשל שלו (שכנעו את עצמכם שזה נכון!).

01הוא  /2R a , כאשרa הוא קבוע הסריג הקובי שמתאר את סריג ה-FCC , המרחק 2.5.3איור .

02ובאמצע פאה שלה) הוא  קובייהבפינת ה, בין שני יוני נתרן קרובים (למשל / 2R a , ולכן

02היחס  02 01/ 2p R R   איננו תלוי בקבוע הסריג ומקבל אותו ערך לכל הגבישים מהטיפוס

של מלח בישול. בסך הכול מקבלים 
2

01
1/

2C iji j
qU p
R 

    , והסכום זהה לכל הגבישים

תלוי גם  ijpאזי , בסריג אורתורומבי, למשל, לסריג יש יותר מקבוע סריג אחדמאותו הסוג. אם 

  אבל לא בערכים של כל אחד מהם בנפרד., ביחסים בין קבועי הסריג
  

ולמדוד את כל המרחקים בסכום הזה , jאפשר להזיז את הראשית בסכום על , אינסופי הסריג אם

): 0(שמסומנת עכשיו על ידי  iביחס לראשית בנקודה  00
1/ 1/ij ji j i jp p

 
           .

(וזהה  i-עבור גביש עם שני יונים בעלי סימנים הפוכים הסכום בסוגריים העגולים איננו תלוי ב

היונים  ולכן התוצאה שווה לסכום הזה כפול במספר, עבור יון חיובי או יון שלילי בראשית)

. הזזת הראשית בסכום מוצדקת רק עבור הוא מספר תאי היחידה בגביש Nכאשר , 2N, בסריג

 את ולקבל Nאבל עדיין אפשר לחלק על ידי , לאינסוף Nאת  להשאיףולכן צריך , הגביש האינסופי

   ,ת הקשר הסגולית לתא יחידהיאנרגי
  

    
2 2 2 2

01 01 0 010

1 1 1 1
/

2C
ij ij jij i i j i

q q q qU N
N R N R p R p R


   

                
    

   ,  )4.2.1(  

  

  )Madelung( של מדלונג הקבוע את האחרון הגדרנו בשלבכאשר 
  

    
00

1

jj p




    
 

.  )4.2.2(  

  

עבור , ) בנפח תא היחידה תיתן את אנרגיית הקשר ליחידת נפח. כאמור4.2.1חלוקה של משוואה (

 מרחקיב ולא, מבנה הסריגיברק  תלוישני סוגי יונים ועבור קבוע סריג יחיד הקבוע של מדלונג 

 . בהמשך2-ל 1ערכו המספרי של קבוע מדלונג הוא בין  חומר כלשהו. עבורהמסויימים  הסריג

  סריגיים. מבנים כמה הזה עבור הקבוע את נחשב
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הזה  המבנה. 4.2.1איור , ממדי- הפשוטה של סריג יוני חד הדוגמבנתחיל  ממדית:-דוגמה חד

ומרחק סריג ששווה , יל שני יונים(ב): יש לו תא יחידה שמכ2.1.1שהופיע באיור  מבנהדומה ל

0 ם המרחק בין יונים שכנים. בכל מרחקילפעמי 01jR jR בצד החיובי  בדיוק שני יונים נםיש)

  ולכן, השלילי של הציר) ובצד
  

    
1

1

( 1)1 1 1
2 1 2 2log2 1.386

2 3 4

n

n n
 



         
  .  )4.2.3(  

  

השלב האחרון מבוסס על הפיתוח 
0

log(1 ) ( ) /n
nx x n


  .  

  

  
  

  (קטנים).  חיוביים ומיונים שליליים (גדולים) מיונים שבנוי, ממדי-סריג יוני חד :4.2.1איור 

  

מתנדנדים  סכומים על מספר סופי של איברים ) מתכנס לאט:4.2.3ראוי לציין כי הטור במשוואה (

טית בגלל הדעיכה וההתכנסות אִ , זוגי של איברים-זוגי ומספר איבין התוצאות עבור מספר 

) 4.2.2אה (ובממדים גבוהים יותר הסכום במשו .עם המרחק ת קולוןיטית של אינטראקציהאִ 

עודף של  כי הסכום תלוי בצורת השפה שעד אליה מסכמים. אם יש על השפה, בעייתי יותר

". התכנסות על תנאי" זה ישנה את תוצאת הסכום. מצב כזה נקרא, מטענים חיוביים או שליליים

באחת לכן מוסכם להקפיד ולסכם על דגמים סופיים שבהם המטען הכללי על השפה מתאפס. 

ים הללו נקודם על התרומות מהמטענים שבתוך כל תא יחידה (סכום המטעמסכמים  השיטות

) 4.2.3(-סכום בב, למשל עד לשפה. ואז מסכמים את התרומות הללו מכל תאי היחידה, הוא אפס)

 ואז מקבלים, של איברים עוקביםקודם זוגות  אפשר לחבר
1

1
2

2 (2 1)n n n 



 זהה. בסכום 

   ).4.2.3( ואהובמש n/1- ל בהשוואה, n/21כמו  דועכים האיברים
  

לסריג כללי עם שני יונים בעלי מטענים הפוכים מסכמים על תאי היחידה. בכל תא  ממד כללי:

בתוך אותו התא.  1rיון חיובי בראשית של התא ויון שלילי בנקודה , למשל, יחידה יש שני יונים

מהתא שבראשית הצירים יש  R קטורבוֶ  מוזזבתא ש, . לכן01Rהמרחק בין שתי הנקודות הוא 

)01שמרחקה מהראשית הוא , Rמטען חיובי בנקודה  )R p R R , 1ומטען שלילי בנקודהR r ,

1שמרחקה מהראשית הוא  01( )p RR rלמשל, השתמשנו 2 בפרק . (בדוגמה של מלח בישול ,  

1-ב 01 ˆRr y.( לרשום אפשר לכן  
  

    1 1
0

1/ ( ) [1/ ( ) 1/ ( )]p p R p


   
R

r R r,  )4.2.4(  
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)1כאשר לפי ההגדרה שניתנה לעיל  ) 1p r . התכנסות של הקיימות כמה שיטות לשיפור

הופכים את הסכום באגף ימין לאינטגרל  )Ewald( אוואלד הסכום של שיטתב הסכומים הללו.

ומשלבים סכימה במרחב הרגיל עם , שהופך לבסוף לסכום על הסריג ההופכי, במרחב התנע

אבל מוסיפים מטענים , סכימה במרחב התנע. בשיטות אחרות מסכמים על כל היונים בתוך כדור

עבור סריג קובי  )Evjen( שיטת אווייןב .על שפת הכדור כדי שהמטען הכללי בתוך הכדור יתאפס

ומחלקים את מטעני היונים כך שהמטען , מסכמים על קליפות קוביות שמקיפות את היון המרכזי

, מדגים את שיטת אוויין עבור הסריג הריבועי במישור 4.2.2הכולל בתוך כל קליפה מתאפס. איור 

בנקודה , ות קרטזיות. בקואורדינט2.3.1איור , את החתך המישורי של מלח בישול, למשל, שמייצג

( , )n m  יש מטען בסריג( 1)n m בהנחה שעל כל יון יש מטען , (ביחידות של מטען האלקטרון

(ביחידות של  2nשלהם היא  והצלע, נסתכל על ריבועים שמרכזם בראשית (מרכז האיור) ).יחיד

המטענים על כל ריבוע כך את  נחלק). 01R, ני יונים שכנים בעלי סימנים הפוכיםק בין שהמרח

ואילו , יבוע וחצי ממטענו לצדו החיצוניהרצלע יתרום חצי ממטענו לצד הפנימי של השמטען על 

סכום  מטען בפינת הריבוע יתרום רבע ממטענו לצד הפנימי ושלושה רבעים לצד החיצוני.

וסיכום התרומות לקבוע מדלונג מ"קליפות" ריבועיות (בין , המטענים בתוך כל ריבוע הוא אפס

  ). 4.2.1שאלה  המדויקת (ראו התשובה אל מהר יחסית מתכנס שני ריבועים עוקבים)

  

  
  

קבוע מדלונג החתך המישורי של מלח בישול. בשיטת אוויין מסכמים על התרומות ל :4.2.2איור 
תרומות כל מטען  ן שני הריבועים המקווקווים באיור.שבי התרומה, למשל, ת" ריבועיותמ"קליפו

  באיור. שמסומן כפי, המקווקו הקו של החיצוני החלק לבין הפנימי החלק מתחלקות בין
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  4.2.1שאלה 

   מתאפס. 4.2.2מקווקו באיור  הראו כי המטען הכולל בתוך כל ריבוע   .א

  .n-מדלונג של המטענים בצד הפנימי של הריבוע החשבו את התרומה לסכום    .ב

לבין  n-הים שנמצאים בין הריבוע נרשמו נוסחה כללית לתרומה לסכום מדלונג של המטע   .ג

)-ה הריבוע 1)n  ,וחשבו במפורש את התרומות של , הוכיחו כי כל התרומות הללו חיוביות

ת הריצו א ? [רשות:n יורדות התרומות הללו עםאיזה קצב שת הריבועים הראשונים. בש

 3דקו כמה איברים צריך לחבר כדי לקבל דיוק של וב, הנוסחה הכללית שלכם על מחשב

  ].ההנקוד ספרות אחרי

  

שכנים קרובים  6בסריג הקובי הפשוט יש לכל נקודת סריג  ממדיות עם שני יונים:-דוגמאות תלת

)nearest neighbors=nn 01ידות של (ביח 1) במרחקR( ,12  שכנים בשכבה הכדורית הבאה  

)next nearest neighbors=nnn( ,שכנים  שישה, 3שכנים במרחק  שמונה, 2-במרחק ששווה ל

 לסירוגין כל שכבה כזאת תכיל ])(א2.5.3איור [של מלח בישול  . במבנהוכן הלאה 2במרחק 

  ולכן, וחיוביים שליליים מטענים
  

 1 2 2 2( 1) 6/1 12/ 2 8/ 3 6/2 24/ 5/i j k

ijk

' i j k              , 

  

 כשהסכום הוא על כל הערכים השלמים (חיוביים ושליליים) של האינדקסים וכשהסימון 

0iאומר שהסכום איננו כולל את האיבר עם  j k   . ִטית ברור שההתכנסות של הסכום א

 הנפוצים המבנים חשבונות זהירים עבור ארבעת, בו מפסיקים לסכם. עם זאתשבמקום ותלויה 

  נותנים ממדים בשלושה יוניים גבישים של
  

  α=1.747565...  NaCl:  

 α=1.762675…  CsCl:  

 α=1.64132…  ZnS (Wurtzite):  

    α=1.63806…   ZnS (Zinc blende):  . )4.2.5(  
  

מצב  ל אבץ גופרתי קרובות מאד זו לזו.התוצאות עבור שני הפולימורפים ש, לראות אפשרכפי ש

עם בסיסים שמכילים , FCC-ו Bravais ,HCP-זה נובע מכך ששני המבנים מבוססים על סריגי ה

, 12, לשני הסריגים הללו יש מספר קואורדינציה זהה, )2.6.3(למשל איור  כזכור שני יונים.

המבנה ו, שהחומר הזה מופיע בטבע בשני המבניםלכך קטנים. זו הסיבה  וההבדלים ביניהם

אותה תחרות קיימת גם בחומרים הדומים  לפי התנאים שבהם גודל הגביש.בין היתר נקבע הסופי 

ZnO, ZnSe ו-ZnTe ,2 הם היונים שני של המטענים שבהםq  .  

  

  4.2.2שאלה 

  .  CsCl סריגל מדלונג קבוע עבור בסכומים הראשונים האיברים חמשת את רשמו
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 B-ו Aהיונים  ים שלנכשהמטע, ABעד כאן טיפלנו רק במלחים מהטיפוס  גבישים עם יותר יונים:

ואז , מטענים שונים עם, במקרה הכללי יותר החומר מכיל כמה סוגים של יונים .q- שווים ל

 במקרה לזו. זו שוות להיות האנרגיות הקולומביות של היונים השונים בתא היחידה אינן חייבות

  מקבלים הזה הכללי
  

    
2 2

i j j
C i i i

ij ijij i cell j i i cell

q q qN NU q q
R R


    

   
           
   ,  )4.2.6(  

  
  , בשני השלבים האחרונים הם על היונים בתוך תא יחידה בודד iכאשר הסכומים על 

)-ו / )i j ijj i q R


  האחרים הוא הפוטנציאל החשמלי שמופעל על כל יון כזה על ידי כל היונים 

1 כאשר, )4.2.1( לנוסחה שקולה הזאת שהנוסחה לבדוק קל בגביש. 2q q q  .  

  

  4.2.3שאלה 

, (ג) 2.1.1[כמו באיור  ABBABBABBממדי בנוי מתא יחידה שמכיל שלושה יונים: ...-גביש חד

2Aqמטעני היונים הם  זהים]. C-ו B היונים אבל כאן e ,Bq e .  קבוע הסריג (המרחק בין

הם  B-ו Aובין היונים  B-והמרחקים בתוך תא היחידה בין שני יוני ה, aעוקבים) הוא  Aיוני 

AB BAR R ax  ,(1 2 )BBR a x  , בהתאמה. מהי האנרגיה הקולומבית לתא יחידה (אחרי

, )(DiGamma functionשמסכמים על כל התאים בשרשרת)? [כדאי להשתמש בפונקציה דיגמא 

שמוגדרת על ידי 
0

( ) [1/( 1) 1/( )]E kx k k x  


      , 0.577216כאשרE   הוא

. הערכים של http://en.wikipedia.org/wiki/Digamma_function, למשל, ראו, הקבוע של אוילר

וקל לקבל , )mathematica, matlab, הפונקציה הזאת מתועדים בהרבה תוכנות חישוב (למשל

  במחשב]. רבים איברים של פשוטה על ידי סכימה גםאותם 

  

ככל , גדל )4.2.6או ( )4.2.1(הכולל הפוטנציאל הקולומבי  הדחייה בין היונים במרחקים קצרים:

להתקרב ככל  "שואפיםהללו "לכן היונים  המרחקים בין היונים ההפוכים בסימנם קטנים.ש

האלקטרונים  "ענני" אוסר על עקרון פאוליכי  4.1בסעיף הזכרנו כבר , האפשר זה לזה. עם זאת

הזאת היא לשייך לכל יון  וטה להתחשב בעובדהדרך פש. של יונים שונים לחדור אלה לתוך אלה

ולנסות להצמיד את , רות למצוא את האלקטרונים נמוכהלו צפיפות ההסתב שמעבר, יונירדיוס 

בתוך תא היחידה קרוב ככל האפשר זה לזה (כדי  יםוהשלילי יםהחיובי ניםכדורי המטען של היו

המבנה של גבישים יוניים מאשרות את מדידות של גורם , ). אכןהמרחקים ביניהםלהקטין את 

גורם המבנה הוא התמרת , (כזכור של כדורי מטען שמתקרבים זה לזה, התיאור האיכותי הזה

ולכן מדידתו נותנת מידע על הנפח סביב כל יון , פורייה של צפיפות האלקטרונים בתא היחידה

האטומים ושל  של רדיוסיאופייניים ניסיוניים מראה ערכים  4.2.3איור . שבו יש אלקטרונים)

גם מהסביבה הגבישית  מושפעיםהיונים היונים השונים בגבישים יוניים (הרדיוסים של רדיוסי 

הרדיוסים , לשער אפשרהיה ). כפי שולכן הטבלה מראה רק ערכים אופייניים שלהם, הםשל

ה"קליפות"  המחזורית (ומספר טבלהרה לשורה בככל שיורדים משו, יים גדליםיונה

. כפי ומטען הגרעין גדל, בדרך כלל הם קטנים כשמתקדמים באותה שורה .קטרוניות גדל)האל
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אבל , ן הצזיום גדול בהרבה מיון הנתרןיו, ההבדלים ברדיוסים היוניים (למשל, שנראה עכשיו

צזיום  בישול ושל מלח של הגבישיים המבנים בין ההבדל את שניהם קטנים מיון הכלור) מסבירים

  כלוריד.

  

  
  

 אתר היונים בגבישים יוניים. נלקח מאטומים ושל רדיוסי (בננומטרים) ערכים אופייניים  :4.2.3איור 
http://boomeria.org/chemlectures/textass2/table10-9.jpg 

  

נניח עכשיו שכדורי המטען של היון החיובי והיון השלילי  השוואה בין מבנים סריגיים שונים:

בעלי מטענים  נתמקד בגבישים עם שני יונים בין מבנים סריגיים שונים.ה וונשו, משיקים זה לזה

 מציג את כדורי 4.2.4איור ). 4.2.5כמו הגבישים המפורטים בטבלה שמוצגת במשוואה (, הפוכים

 פי יוני הנתרן קטנים כמעט, לראות אפשרכלורי. כפי ש המטען עבור מלח בישול ועבור צזיום

של יוני  FCC-ה מצליחים להיכנס" לתוך החללים שבתוך סריג"ולכן הם , כלורהשניים מיוני 

של יוני  ולכן נוצרת עדיפות לסידור קובי פשוט, יוני הצזיום גדולים יותר, הכלור. לעומת זאת

נבחן עכשיו את השיקול הגיאומטרי הזה  .קובייה צזיום נמצאים במרכז של כלכשיוני ה, הכלור

היון החיובי והיון  כאשר, אנרגיית הקשר הקולומבית תהיה גבוהה יותר, באופן כמותי. כאמור

01R-ל המרחק ביניהם שווה . במקרה הזהמשיקים זה לזה בתוך תא היחידההשלילי  r r   ,
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, (נתרן או צזיום). לכן הוא רדיוס היון הקטן יותר r-ו, הוא רדיוס היון הגדול יותר (כלור) r-כש

3הוא  צזיום כלורישל במבנה אורך אלכסון תא היחידה הקובי  2( )a r r   מבנה זה .

- מקיים את אי ור שכנים)מרחק הסריג (שהוא המרחק בין שני מרכזי יוני כל רק אםאפשרי 

2a השוויון r , 1ולכן / 1/( 3 1) 1.366r r    .  
  

ולכן , בתא היחידה קובייהיון הנתרן נמצא באמצע צלע של ה מלח בישולבמבנה של , לעומת זאת

)2 להיות קבוע הסריג חייב(אם הוא משיק ליון הכלור)  )a r r   , הריבוע  אורך אלכסוןאבל

2על הפאה של תא היחידה חייב לקיים  4a r. לכן חייב להתקיים 

/ 1/( 2 1) 2.414r r    . סריג ה, הלכאור-FCC  מועדף עשוי להיותשמתאים למלח בישול 

1.366 עבור / 2.414r r   ,אנרגיה  יותר יועדף הסריג הקובי שייתן כי ליחסים קטנים

הזה מובילה  הגדלה נוספת של היחס הו הסריג הקובי של צזיום כלוריד.וז, קולומבית גדולה יותר

2.414 בתחום שעשוי להיות עדיף, (א)]2.5.6 [איור )ZnS( בלנדה צינקלמבנה של  / 4.55r r   

) ידוע כי יחס הרדיוסים עבור נתרן 4.2.3ממקורות שונים (כמפורט באיור , אכן .)4.2.4(ראו שאלה 

בהתאמה עם המבנים , 1.1ואילו עבור צזיום כלורי היחס הוא בערך , 1.9כלורי הוא בערך 

את היחס בין  עשוי לשנותמעניין לציין כי לחץ גבוה הסריגיים שמזוהים עם הגבישים הללו. 

  .מעברי פאזה בין המבנים השוניםלם לעתים לגרוו, רדיוסי היונים

  

    

  (ב)  (א)
  

 הגדוליםהכדורים  ).ב(צזיום כלורי ) ושל א(מלח בישול  אריזה של כדורי המטען בסריגים שלה :4.2.4איור 
  והצזיום. הנתרן מסמנים את יוניהקטנים מסמנים את יוני הכלור. הכדורים 

  

עד כאן הפעלנו רק את השיקול הגיאומטרי. נשווה עכשיו בין האנרגיות הקולומביות במבנים 

. אם המלח מסתדר r-ו r, סריגיים שונים. עבור מלח נתון מתחילים מהרדיוסים של היונים

ם בעלי המטענים ההפוכים בתא היחידה אזי ראינו כי כאשר היוני, במבנה של צזיום כלוריד

01Rהמרחק בין מרכזי היונים מקיים , משיקים זה לזה r r   . כל עוד מתקיים , זה קורהמצב

1השוויון -אי / 1/( 3 1) 1.366r r    1.366אם מתקיים , . לעומת זאת /r r  ,יאז 

היונים הללו אינם יכולים עוד להשיק זה לזה (כי עכשיו היונים השליליים השכנים משיקים זה 

היון השלילי השכנים ניתן על ידי מחצית אלכסון בין לזה). במקרה הזה המרחק בין היון החיובי ו

01, קובייהה 3 /2 3R a r . 2- לכן האנרגיה הקולומבית שווה ל /( )CsClN q r r    
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2- בתחום הראשון ול /( 3 )CsClN q r  אם נסדר את אותם היונים, ומת זאתבתחום השני. לע 

01Rיתקיים , במבנה של מלח בישול r r    כל עוד/ 1/( 2 1) 2.414r r     .מאחר 

, מלח הבישולשל  מדלונגבהשוואה לקבוע קבוע מדלונג של מבנה הצזיום כלוריד גדול במעט ש

בתחום , ברור שהמלח הזה יעדיף את מבנה הצזיום כלוריד בתחום הראשון. לעומת זאת

1.366 / 2.414r r   2 של מבנה מלח הבישול היא האנרגיה הקולומבית /( )NaClN q r r   

כאשר של מבנה הצזיום כלוריד רק  האנרגיהוהאנרגיה הזאת נמוכה יותר מ, 

/ 1 / [( / ) 3 1] 1.3943NaCl CsClr r       (!בדקו)מבנה הצזיום כלוריד , . לפי השיקול הזה

1.366עדיין "מנצח" בטווח  / 1.3943r r   , אף על פי שהיונים בעלי המטענים ההפוכים אינם

1.3943ומבנה מלח הבישול קיים רק כאשר , משיקים שם /r r  כשהאנרגיות של שני המבנים .

כגון אינטראקציית הדחייה בין היונים , יש להוסיף לפעמים שיקולים נוספים, כל כך קרובות

במרחקים קטנים (עד כאן הנחנו שהיונים בעלי המטענים ההפוכים או היונים הגדולים יותר 

אינטראקציית ון דר , אבל הדחייה במרחקים קטנים יכולה להרחיקם זה מזה), משיקים זה לזה

אנרגיית תנודות האפס הקוונטיות של היונים (שיידונו בפרק הבא) ועוד. ברוב , הלןואלס שתידון ל

, ולנטי-אלא שילוב (היברידיזציה) של קשר יוני עם קשר קו, המלחים הקשר גם איננו יוני טהור

לא תמיד אפשר לנבא את מבנה הסריג רק משיקולים , וגם זה משפיע על התוצאה. לכן

  אושרים בניסיון.בדרך כלל השיקולים הפשוטים שתוארו לעיל מ, אתעם ז גיאומטריים פשוטים.

  

  4.2.4שאלה 

 הגבול העליון של יחס הרדיוסים שעד אליו היונים יכולים להשיק זה לזה במבנהו את חשב  .א

  בלנדה. של צינק

באיזה , אם משווים את האנרגיות הקולומביות של מבנה מלח הבישול למבנה הצינק בלנדה  .ב

  רדיוסים יתרחש המעבר בין שני המבנים?יחס 

  

  4.2.5שאלה 

  .5.42Åבלנדה של אבץ גופרתי הוא -הסריג הקובי בגביש צינק קבוע

  בין שני היונים בתא היחידה? 01R מהו המרחק  א.

משיקים זה (עם המטענים ההפוכים)  שכל היונים השכנים, כלומר, בהנחה שהאריזה צפופה  ב.

  מהם רדיוסי שני היונים?, לזה

המושלם.  HCP-עם מבנה ה, יוצרים גם את סריג הוורציט, עם אותם רדיוסים, אותם יונים  ג.

  מהם קבועי הסריג הזה?, שהיונים הללו ממשיכים להשיק זה לזה בהנחה

  בכל מקרה? ZnS של אחת מהו הנפח הסגולי ליחידה  ד.

  

, עקרון פאולי של באפקט להתחשבדרך כמותית  ציאל הדוחה האפקטיבי ואנרגיית הקשר:הפוטנ

אנרגיה  בנייה שלהיא , שאוסר על "ענני" האלקטרונים של יונים שכנים "לחדור" זה לתוך זה

ומונעת מהם  היחידה תאה בין היונים השכנים בתוך יפוטנציאלית אפקטיבית שמייצגת כוח דחי

התוצאות , הזה מספיק תלולהאפקטיבי כל עוד הפוטנציאל , כפי שכבר הזכרנו .להתקרב זה לזה
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, ייה הזהאינן רגישות לפרטים. לכן מקובל לבחור צורה פונקציונלית נוחה לפוטנציאל הדח

ולהשתמש בפוטנציאל הזה כדי לחשב את המרחק בין שכנים קרובים שנותן אנרגיה מינימלית. 

צאות החישוב הזה עם כמה גדלים מדידים מאפשרת לזהות את השוואה של תו, כפי שנראה להלן

  הן כזה שתי דוגמאות נפוצות לפוטנציאלהפרמטרים שמופיעים בביטוי לפוטנציאל הדוחה. 
  

    1 01/ m
PU C R,  012

R
PU e   /.  )4.2.7(  

  

, 2PUהפוטנציאל  א נוח לחישובים.(כפי שנראה מיד) הו אבל, אין בסיס תאורטי 1PUלפוטנציאל 

פונקציות הגל  מדמה את הדעיכה של, )Born and Mayerשנקרא לפעמים על שם בורן ומאייר (

וא למצ הסתברותשל צפיפות האת הדעיכה ולכן גם , האלקטרוניות סביב הגרעין בכל אטום

, , הדעיכה מקדםבמצב היסוד של אטום המימן). , (למשל מהגרעיןאלקטרון במרחק רדיאלי 

)הוא מסדר הגודל של  )r r   .הגביש נכתבת של הכללית האנרגיה הפוטנציאליתשנדון לעיל 

  בצורה לכן

    2
01 01 01( ) [ ( ) / ]tot PU R N zU R q R ,  )4.2.8(  

  

נכלל  מבנה הסריג חיובי (ולהיפך). יליים של כל יוןהוא מספר השכנים הקרובים השל zכאשר 

כפונקציה  totU של המינימום .PUוכן בפרמטרים של הפוטנציאל האפקטיבי , z-ו α במקדמים

 יחידה לתא הקשר תיאנרגי ) תיתן את4.2.8(- והצבתו ב, R יתן את המרחק האופטימליי 01R של

), הסריג של )/totu U R N  .  
  

2 הוא בנקודה totUהמינימום של , 1PUשל הפוטנציאל  הבדוגמ 1/( 1)[ /( )] mR mzC q  , והצבה

1)2, ית הקשר לתא יחידהיאת אנרג ) נותנת4.2.8(-ב 1/ ) /u m q R . מתקבל כי  מהניסיון

, לאנרגיה הקולומבית במרחק בין שכנים קרוביםאנרגיית הקשר של סריגים יוניים קרובה בערכה 
2 /u q R , ולכן יש לבחור את הפרמטרm  מה שמאשר כי , 1-בהרבה ביחס ל גדולכך שיהיה

 (עבור שכנים יונים יןב Rת הקשר ושל המרחק יאנרגי של ותמדיד .דוחה תלולהפוטנציאל ה

  .m- ו C הפרמטרים את לזהות ותמאפשר ידוע) סריגי מבנה
  

אזי אנרגיית הקשר נקבעת לבסוף על ידי , יש ערך זהה עבור כל המלחים m-אם מניחים כי ל

מרחק זה נקבע , כפי שראינו בין היונים השכנים בתא היחידה במצב שיווי המשקל. R המרחק

2בעיקר על ידי רדיוסי שני היונים. מהביטוי  1/( 1)[ /( )] mR mzC q   1נובע כיmzC R . לכן ,

  היונים. רדיוסי עם גדל הדוחה הפוטנציאל חוזק
  

2הקשר  /u q R  מאפשר להעריך את סדר הגודל של אנרגיית הקשר בגבישים יוניים. נוח

2, ביחידות של רדיוס בוהר Rלמדוד את  2/( ) 0.53ÅBa me  ,ביחידות  ואת אנרגיית הקשר

, שקובע את אנרגיית מצב היסוד באטום המימן, של קבוע רידברג

4 2 2
0 /(2 ) /(2 ) 13.6y BR m e e a eV   )0m מסת האלקטרון ,e  3מטען האלקטרון; ראו פרק 

/2, בקורס "פרקים בפיסיקה מודרנית"). ביחידות הללו 4ביחידה  ( / ) (2 / )y Bu R q e a R. 

qכאשר  הוא מסדר גודל של רדיוסי בוהר אחדים. R, מהניסיון e ,u  הוא מסדר גודל של קבוע
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)2 פי גדלה הזאת האנרגיה יחידה. לתא אלקטרון וולטים 10עד  5רידברג ונמצא בתחום של  / )q e 

  יותר. גדולים מטענים עם ליונים
  

כאשר הם , יוניםהבין האנרגיה של  על ידי השוואה ת הקשר חושבה לעילייש לציין כי אנרגי

ת יאנרגי את לפעמים מעדיפים להשוות סריג.תוך הלבין האנרגיה שלהם ב, זה מזה מאוד רחוקים

גיות היינון גם באנר במקרה זה יש להתחשב .(ולא היונים) הגביש לאנרגיה של האטומים הבודדים

 את אטום הנתרןכדי ליינן  5.1eVיש להשקיע  של מלח הבישול הבדוגמ של שני סוגי היונים.

 מיינון אטום הכלור 3.6eV אבל "מרוויחים", ממנו את אלקטרון הערכיות)להרחיק , (כלומר

היא בערך  שבקטע הקודםהמתקבלת מהחישוב  u האנרגיה .כשמוסיפים אליו אלקטרון), (כלומר

7.9eV ,(3.6 + 5.1 – 7.9), הגבישי ל עדיין "מרוויחים" מהסידורוולכן בסך הכeV = 6.4eV.  
  

פרמטרים שקובעים את הפוטנציאל האפקטיבי הדוחה של ה תלויהבלתי בדיקה  מקדם הנפח:

שמוגדר , )bulk modulus(נפח מקדם החישוב ומדידה של  ) כוללתm-ו C, (למשל בין יונים שכנים

) על ידי / )TB V P V    ,כאשר P הלחץ ו הוא-V = Nv הוא הנפח )v .(הוא הנפח של תא יחידה 

1/B  שנותן את השינוי היחסי של הנפח כתוצאה מהפעלת לחץ. מאחר, הדחיסות מקדםהוא 

totP/ שהלחץ נתון על ידי U V   , כאשר( )totU R Nu  מתקבל, הכללית האנרגיה היא  
  

    
2

2

u uB v vv v v
          

.  )4.2.9(  

  

3v תמיד על ידיהנפח של תא יחידה ניתן , משיקולי ממדים cR , כאשרc חסר ממד הוא מספר 

2aסריג  עם קבוע FCCשל מלח בישול יש לנו סריג  הבדוגמ .(מסדר גודל יחידה) R ועם נפח תא 

3יחידה פרימיטיבי  3/4 2v a R  ,כלומר ,c = 2. המשתנים מ החלפת-v ל-R הקשר את נותנת

01
2

01/ ( / ) /(3 )R Ru v u R cR    . נותנת נוספת גזירה  
  

    
01 01

2 2 2 2 2 2
01 01 01/ ( / ) (2/ )( / ) (3 )/R R R Ru v u R R u R cR         

 
.  )4.2.10(  

  

ווי המשקל מתקיים יבמצב ש
0101( / ) 0R Ru R    ,ולכן האיבר , כי זהו מינימום של האנרגיה

את  ) תיתן עבור מלח בישול4.2.8(-ב 1PUהצבת הפוטנציאל  .מתאפסהשני בביטוי האחרון 

   התוצאה

    2 4( 1) /(18 )B m q R .  )4.2.10(א  
  

לחשב מאפשרים לכן , הסריגוזיהוי של מבנה , קבוע הסריג ושל נפחמדידה של מקדם ה

 m -ו C אם שני הפרמטריםוכן לבדוק , m, של הפוטנציאל הדוחה את מקדם הדעיכה מהתוצאות

 .B-ו R ,uאכן נותנים תוצאות סבירות עבור שלושת הגדלים ) 4.2.7במשוואה ( 1PUבפוטנציאל 

 10-ונים קטנים) ל(לי 6בין  m נותן ערכים של חישוב זה, ישולכמו מלח ב, הלידים-אלקלי עבור

של  יותר). שגיאות קטנות בפרמטר הזה אינן משפיעות באופן ניכר על ההערכה (ליונים גדולים

בדרך  אלקטרון וולטים (לתא יחידה). 10-ל 6ערכים מסדר גודל שבין  שמקבלת, ת הקשריאנרגי

  בהמשך. אנרגיות הקשר האחרות שיידונו לעומת גדולה יוניים גבישים שלהקשר  תיאנרגי, כלל
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  4.2.6שאלה 

 ישול עם הפוטנציאלעבור מלח ב zאת מקדם הנפח ואת הפרמטר , ית הקשרחשבו את אנרגי

2PU בטאו את התוצאות באמצעות המרחק בין יונים שכנים בתא היחידה 4.2.7ואה (ובמש .(

  .ובאמצעות הפרמטר 

  

  

  ולנטי-קוהקשר ה   :4.3
  

שמכילים גרעינים ואלקטרונים. , מיונים)הגביש מורכב מאטומים (או  אופנהיימר:- קירוב בורן

תנועתם אִטית בהרבה , שהמסות של הגרעינים גדולות בהרבה ממסות האלקטרונים מאחר

ולחשב את , בהשוואה לתנועת האלקטרונים. לכן מקובל להניח תחילה כי הגרעינים קבועים במרחב

הגרעינים. הקירוב הזה  שלפונקציות הגל הקוונטיות של האלקטרונים בהינתן הפוטנציאל החשמלי 

ת יוהוא מקובל בחישובים של אנרגי, )Born and Oppenheimer( בורן ואופנהיימרנקרא על שמם של 

האלקטרונים יימצאו , עבור מיקומים נתונים של הגרעינים של מוצקים.ושל מולקולות  הקשר

ר יש סיכוי בולצמני במצב עם האנרגיה הנמוכה ביותר (לעירורים לרמות אלקטרוניות גבוהות יות

שתלויה , כי הפרשי האנרגיה גדולים ביחס לטמפרטורה). אפשר להקטין את האנרגיה הזאת, קטן

אם ממקמים את הגרעינים כך שהאנרגיה הזאת היא מינימלית. המינימיזציה , במיקומי הגרעינים

א (שיופיע הזאת נותנת את מיקומי הגרעינים במולקולה או בגביש במצב שיווי משקל. בשלב הב

  הזה. המשקל שיווי למצב ביחס הגרעינים של התנודות את בפרק הבא) מחשבים
  

במולקולות קטנות. ולנטי -נדון בקשר הקו, ולנטיים-לפני שנטפל בגבישים קומולקולת יון המימן: 

. 4.3.1כמו באיור , שבנויה משני פרוטונים ומאלקטרון אחד, ביותרנתחיל במולקולה הפשוטה 

2Hהיון איור זה מייצג את   את מולקולת המימן ש"נלקח" ממנה אלקטרון אחד), (כלומר .

, z-זה מזה על ציר R בקירוב של בורן ואפנהיימר קובעים את מיקומי שני הגרעינים (במרחק

 .eשמסומן באיור על ידי , טרוןופותרים את משוואת שרדינגר עבור האלק, באיור) B-ו Aבנקודות 

 .R של המרחק תהיה כמובן פונקציה, הזהעבור האלקטרון בחישוב  ת מצב היסוד שתתקבליאנרגי

 שמסומן על ידי, 4.3.3ביטוי מקורב עבור הפונקציה הזאת מוצג על ידי הקו התחתון באיור 

( )E Rלפונקציה יש מינימום יחיד כפונקציה של . R ,והערך של R בנקודת המינימום ,R ,הוא 

2Hביון  הגרעינים שני בין המשקל שיווי מרחק .  
  

, באמצע המרחק בין שני הגרעינים, ואם מיקום Oאם ממקמים את ראשית הצירים בנקודה 

 ההמילטוניאן), אזי 4.3.1(ראו באיור  r הוֶקטורהאלקטרון ביחס לראשית הזאת ניתן על ידי 

2H ביון האלקטרוןשמתאר את תנועת   ידי על ניתן  

    
2

2ˆ ( )
2

H Um   r ,  )4.3.1(  
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2H היון: 4.3.1איור  שני הפרוטונים קבועים בנקודות . A ו-B , כל אחד עם מטען+e ,והחלקיק השלישי 
  .B-ו A מחבר בין הגרעינים Rור וֶקטה הוא האלקטרון.) e (שמסומן על ידי

  

ואילו , )rהאיבר הראשון מייצג את האנרגיה הקינטית (הגרדיאנט מכיל נגזרות לפי מרכיביכאשר 

  (שכולל גם את האינטראקציה הקבועה בין הגרעינים) הוא החשמלי הפוטנציאל
  

    
2 2 2

( )
A B

e e eU r r R   r.  )4.3.2(  

  

, 04 יש לחלק את האיברים הקולומביים על ידי SI-. ליחידות הCGSל כתוב ביחידות ו(הכ

ם באגף ימין היא דרך הקשרי r-התלות ב .)הריקהוא הקבוע הדיאלקטרי של  0כאשר 

/2A  r R r ,/2B  r r R.  
  

ביחס לרדיוס  כאשר המרחק בין הגרעינים גדול פונקציית הגל במרחקים גדולים בין הגרעינים:

0.529ÅBR, בוהר a  , המימן ליד כל אחד  במצב היסוד של אטוםהאלקטרון יכול להימצא

אזי פונקציית הגל שלו היא , Aאם האלקטרון נמצא ליד הגרעין , מהגרעינים. למשל
/ 3

100 ( ) /A Br a
A A Br e a    1 ת מצב היסוד תהיהיואנרגי 13.6yE R eV    .

תנע זוויתי , (אנרגיה nlm, מתייחסים למספרים הקוונטיים של המצב הזה 100סים קהאינד

Brבמצב הזה  .)z-ומרכיב התנע הזוויתי בכיוון ציר R , שני האיברים האחרונים במשוואה

 .A וההמילטוניאן מתלכד בקירוב עם זה של אטום המימן סביב הגרעין, ) מקזזים זה את זה4.3.2(

100 תהיה שלו גלה תיפונקציואז , Bהגרעין  ליד האלקטרון יכול להימצא, לחלופין ( )B Br  ,

שבו האלקטרון "נמצא" רק ליד , כל אחד מהמצבים הללו מתאר מצב "יוני" אנרגיה. אותה עם

עם אותה אנרגיה. לכן גם כל קומבינציה לינארית , אחד מהגרעינים. שני המצבים הללו מנוונים

, משוואת שרדינגרשלהם (עם מקדמים מרוכבים כלשהם) היא פתרון של אותה 

100 100( ) ( ) ( )A A B Br r     r , 2כאשר 2
1A B   בגלל הנרמול (כפי שנראה בהמשך ,

, הביטוי הזה של הנרמול הוא קירוב שטוב רק במרחקים גדולים בין הגרעינים). בקירוב הזה

2, הערכים המוחלטים של המקדמים
A 2- ו

B , נותנים את הסיכויים של האלקטרון להימצא

הסיכויים הללו שווים , כאשר שני הגרעינים זהים, ליד כל אחד מהגרעינים. כפי שנראה עוד מעט

2 ומתקיים, מטעמי סימטריה 2
1/2A B  המצב . ( ) r , שבו האלקטרון "משותף" לשני

אבל , הסיכויים הללו אינם שווים, . כאשר הגרעינים שונים זה מזהולנטי-מצב קונקרא , היונים
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, היוניים המצביםולנטי יכולה להיות נמוכה יותר מהאנרגיה של -עדיין האנרגיה של המצב הקו

  שבהם האלקטרון נמצא ליד אחד מהיונים.
  

רדינגר המולקולרית נסמן את הפתרון המלא של משוואת ש הסימטריה של פונקציות הגל:

))] על ידי 4.3.2[לרבות הפוטנציאל המלא ממשוואה ( ) ( , )A B  r r r בהרבה מקרים אפשר .

וזאת עוד לפני , להסיק על הסימטריות של פונקציות הגל מתוך הסימטריות של ההמילטוניאן

יש כמה  )4.3.1(המילטוניאן שנכנסים לחלק הטכני של פתרון המשוואה הדיפרנציאלית. ל

כאשר מסובבים את מיקום האלקטרון סביב ציר , הוא איננו משתנה, סימטריות: בין היתר

) וכן תחת שיקוף R–על ידי  Rמחליפים את , כאשר מחליפים בין הגרעינים (כלומר, ABהמולקולה 

, ההמילטוניאן איננו משתנה, כמו כן .(בדקו!) Oדרך מראה שניצבת לציר המולקולה בנקודה 

(אפשר לקבל את הסימטריה האחרונה על ידי שילוב של החלפת  rכאשר הופכים את הסימן של 

, .לכןBr לבין Ar בין להחלפה הגרעינים וסיבוב סביב הציר). היפוך הסימן הזה שקול

ˆ מקיים ההמילטוניאן ˆ( ) ( )H H r r.  
  

-או אנטי חייבת להיות סימטריתהזה עצמית של ההמילטוניאן  כל פונקציהנראה עכשיו כי 

ˆ, ואת שרדינגרומשאת. כזהחלפה סימטרית ביחס ל ( ) ( ) ( )H E  r r r , יכולה גם להיכתב

ˆ צורהב ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( )H H E        r r r r r ,ולכן שתי הפונקציות ( ) r ו-( ) r פותרות 

במקרה שלפנינו קיבלנו שבגבול של מרחק . Eאותה אנרגיה עם , את שרדינגרומשו אותה את

אינסופי בין הגרעינים יש למצב היסוד שני מצבים מנוונים (עם אותה אנרגיה). במרחק סופי בין 

ם את רמת היסוד לשתי ) מפצלי4.3.2אטומי במשוואה (-הגרעינים התיקונים לפוטנציאל החד

)פונקציות השתי כך שהניוון מוסר (ראו בהמשך). בהיעדר ניוון , רמות שונות ) r ו -( ) r 

), C חייבות להיות זהות עד כדי קבוע כפלי ) ( )C   r r נובע מהאפשרות  (הקבוע הכפלי

)2לכן  .לכפול את משוואת שרדינגר בקבוע) ) ( ) ( )C C     r r r ,1 וחייב להתקייםC   ,

), כלומר ) ( )   r r; החלפת שני הגרעינים תחת זוגית- אי או זוגית הפונקציה .  
  

  ידי זוגית ניתנות על-הזוגית והפונקציה האיבגבול של מרחק גדול מאוד בין הגרעינים הפונקציה 
  

    100 100( ) [ ] [ ( ) ( )]A B A BA A r r         r,  )4.3.3(  
  

בגבול  סימטרי).- כאשר הסימן החיובי (השלילי) מייצג את הגבול של הפתרון הסימטרי (האנטי

/1הזה הנרמול של פונקציית הגל נותן  2B A A        , 2ולכן גם 2
1/2A B   ;

יש סיכוי שווה למצוא את האלקטרון ליד כל אחד מהגרעינים. ערכים של שתי הפונקציות הללו 

  .4.3.2 ושל צפיפויות ההסתברות שקשורות אִתן (למרחק כללי בין הגרעינים) מוצגים באיור
  

2H פתרון מקורב עבור האלקטרון ביון . ואת ומש לפתור את אפשרבמקרה הנדון ש אף על פי

קירוב ב כאן פתרון נציג, (על ידי מעבר לקואורדינטות אליפטיות) בדיוק )4.3.1(שרדינגר 

הקירוב הזה מוסבר בנספח. גם למקרים רבים אחרים שיידונו בהמשך.  נשתמש שבו, ווריאציהה

טית בקירוב הווריאציה "מנחשים" פונקציית גל עבור מצב היסוד ומחשבים את האנרגיה הקוונ

גם , )4.3.3הממוצעת עבור הפונקציה הזאת. בחישוב להלן ה"ניחוש" משתמש בפונקציות (
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כשהגרעינים אינם רחוקים מאוד זה מזה. האנרגיה המחושבת היא חסם עליון לאנרגיה המדויקת 

, . כפי שרואים באיור4.3.3של מצב היסוד המבוקש. תוצאות החישוב המקורב מוצגות באיור 

ולכן גם למצב היסוד ה"אמיתי" , Rיש מינימום עבור מרחק מסוים בין הגרעינים  Eלאנרגיה 

יהיה מינימום כזה. המסקנה היא ש"מרוויחים" אנרגיה כאשר מקרבים בין הגרעינים ומאפשרים 

לאלקטרון "להימצא" בעת ובעונה אחת על שני הגרעינים. ה"רווח" האנרגטי הזה (בהשוואה 

  צב שבו האלקטרון נמצא רק ליד אחד מהגרעינים) שווה לאנרגיית הקשר במולקולה הנדונה.למ
  

שבו מחשבים את ערך התוחלת (או , נדון המקרה הכללי(ראו בהמשך) בנספח  ריאציה:קירוב הוו

ובוחרים את , הערך הממוצע הקוונטי) של האנרגיה עבור "משפחה" רחבה של פונקציות גל

את ערך התוחלת הנמוך ביותר. ברוב החשבונות שנציג כאן "מנחשים" הפונקציה שנותנת 

פונקציית גל בודדת (במקום "משפחה" של פונקציות) ומשתמשים בערך התוחלת של האנרגיה 

ה"ניחוש" המקובל עבור פונקציית , שמתקבלת ממנה כקירוב עבור אנרגיית מצב היסוד. כאמור

תמש בשתי הקומבינציות של הפונקציות האטומיות הגל של האלקטרון ביון מולקולת המימן מש

ולא רק בגבול שבו הם רחוקים , בין הגרעינים מרחק כלשהו) עבור 4.3.3שמופיעות במשוואה (

מאוד זה מזה. במקרה הזה פונקציות הגל האטומיות (הממשיות) 

/ 3
100 ( ) /A Br a

A A Br e a    ו-/ 3/B Br a
B Be a  כי יש "חפיפה" , אינן ניצבות זו לזו

| הדרישה ידי עלנקבעים עכשיו  A ביניהן. לכן מקדמי הנרמול 1    ,כלומר ,  
  

     2 2 23 2 2(1 )A B A BA d r S   
     ,  )4.3.4(  

  

3כאשר 
A BS d r    האינטגרלים ) 4.3.4ואה (ומשאגף האמצעי של ב. אינטגרל החפיפההוא

 אינטגרל החפיפהכי פונקציות הגל האטומיות מנורמלות. , 1-האיברים הראשונים שווים לשל שני 

S .עם  ספוננציאליתקאחת מהפונקציות דועכת א שכל מאחר מכיל את מכפלת שתי פונקציות הגל

2גדל. אם משתמשים בזהות  R-אינטגרל זה דועך מהר כש, המרחק 22 2 cosAB Ar R r Rr    

/ ניםהסימו(תוך כדי  בקואורדינטות כדוריות Arומבצעים את האינטגרציה על  BX R a, 

/A Bx r a החלפת האינטגרציה על ו החדש באינטגרציה על המשתנה 

2 2 2 cosy X x Xx    ,עם sin /dy Xx d y ( , מקבלים  
  

  

  

2 2/ / 33 2 ( 2 cos )

0 0

2

/( ) 2 sin

(1 /3)

A B B Br a r a x X x Xx
A B

X

S d r e e a x dx d e

e X X


  


     



 

 

  
.

  )4.3.5(  

  

 סימטרית-והאנטי הסימטרית , אפשר להתייחס אל כל אחת מהפונקציותבקירוב הווריאציה 

 ,תוחלת האנרגיה של  יות מצב יסוד מקורבות של המערכת.פונקצ מועמדות להיותכ

, אנרגיה הנמוכה ביותר של מצב סימטריל חסם עליוןת הגל הראשונה מייצגת במקרה זה יפונקצי

 מצב של אנרגיה הנמוכה ביותרחסם עליון למייצגת  יהית הגל השניפונקציתוחלת האנרגיה של ו

כי , באלה אלהסימטריים אינם יכולים להתערבב -(המצבים הסימטריים והאנטי סימטרי-אנטי

מתאר  4.3.2איור  שלעליון חלק הה יים חייבים להיות בעלי סימטריה מוגדרת).המצבים העצמ
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/את הפונקציות  / 3( ) 2 (1 )/A B B Br a r a
Be e a S 

    0הפרטי  עבור המקרה  , כאשר

, /2R rA Br   .אמצעי ה החלק. הקווים המקווקווים שם מתארים את כל אחד מהמחוברים

אחת  כל עבורעל ציר המולקולה  ההסתברות למצוא את האלקטרון צפיפות את מתארבאיור 

 התוצאות לציר. שניצב מישורעל  והחלק התחתון מתאר קווים שווי הסתברות, מפונקציות הגל

 "ענני" נתאר את הפרק הציר. בהמשך סביב הזה המישור את כשמסובבים משתנות אינן

  כאלה. קווים ידי על האלקטרון את למצוא ההסתברות
  

  
  

  
  

    
  

0עבור , )באמצעוצפיפות ההסתברות המתאימה להן (, )למעלהפונקציות הגל ( :4.3.2איור   
/-(כשהאלקטרון נמצא על ציר המולקולה) ו 4BX R a  .עליוניםם באיורים הקוויום המקוקוויה 

מישור הסתברות על  ם שוויקוויכל גרעין. החלק התחתון מתאר  האטומיות על הפונקציות מתארים את
  יותר).שניצב לציר המולקולה (אזור בהיר יותר מתאר הסתברות גבוהה 

2H ןהיסוד של האלקטרון ביו ת מצביבשיטת הווריאציה אנרגי   מקורבת על ידי ערך התוחלת של

  : בנספח נ)4.1ואה (ובמש) 4.3.3של פונקציות ה"ניחוש" ( הצבהשמחושב על ידי , האנרגיה
  

    
1

1

ˆ ˆ ˆ(2 2 ) 2

ˆ ˆ(1 )

A A B B A B

A A A B

E S H H H

S H H

     

   






     

   ,

  )4.3.6(  
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 שימוש בהמילטוניאן ו בסימטריה להחלפת שני הגרעינים.כאשר בשוויון השני השתמשנ

   עכשיו ןנות )4.3.2(-ו )4.3.1( ואותומשמ
  

    
2 2 2

2 /
1 1

ˆ 1 BR a
A A A A

B B

e e e RH E E eR r R a           
 

.  )4.3.7(  

  
 של אטום המימן מצב היסודהיא  Aת הגל יהאיבר הראשון באגף ימין נובע מהעובדה שפונקצי

ולכן מתקיים , A ליד היון
2 2

2
12

 A A
A

e Em r       

מפורשת מאינטגרציה . האיבר השני נובע ,

22 2 3
100/ ( ) /A B A A A Be r e d r r r   . דומה באופן ,  

  

    
2 2 2 2

/
1 1

ˆ 1 BR a
A B A B

B B B

e e e e RH E S E S eR r R a a                         
.  )4.3.8(  

  

 כששני הגרעינים נמצאים במרחק אינסופי זה מזה אלקטרוןמצב היסוד של האנרגיית ש מאחר

 שר בין שני חלקי היון שווה להפרשהאנרגיה הנוספת בגלל הק, 1E היא 1E E . הפרש זה ,

עבור שתי  4.3.3מוצג באיור , )4.3.6ואה (ושל כל התוצאות הללו במששמתקבל אחרי הצבה 

איננה נותנת רווח  סימטרית - . מהציור ברור כי הפונקציה האנטי-ו פונקציות הגל 

, )anti-bonding( "קושרת-אנטי" זאת נקראתהפונקציה הבקירוב הנוכחי). לכן  אנרגטי (לפחות

 הפונקציה הסימטרית , לעומת זאת .למצב היסוד של המולקולהוהיא איננה מועמדת טובה 

/ נותנת אנרגיה שלילית עבור טווח גדול של ערכי BX R a ," קושרתולכן היא נקראת פונקציה" 

)bonding.(  במצב הסימטרי יש לאלקטרון  :4.3.2הזה נראית באיור הסיבה האיכותית להבדל

"מרוויחים" ו, הוא קרוב יותר לשני הגרעיניםואז , שני הגרעינים ביןסיכוי גדול יותר להימצא 

שהאנרגיה שחושבה לעיל היא חסם עליון  מאחר .שניהםבינו לבין הקולומבית מהמשיכה אנרגיה 

דאי תיצור גם וובו, עוד יותרשלילית האחרונה תהיה ברור ש, ודאמיתית של מצב היסלאנרגיה ה

 1.32Åנותן מרחק אופטימלי של  שהוצג לעילהחישוב  שני חלקי המולקולה. היא קשר בין

הקירוב יכול  .2.79eV-ו 1.06Å בהשוואה לערכים המדויקים, 1.76eV ת קשר שליואנרגי

לכל אחת מהפונקציות אפשר להוסיף , למשלמשופרים.  "ניחושים"שימוש ב על ידיר להשתפ

לחישוב הווריאציוני  [בדומה יותר גבוהותאטומיות  פונקציות גל של רמות B-ו Aהאטומיות 

קיים  כי מוכיח ו הוא שהחישוב הווריאציונימה שחשוב לצרכים שלנ נ) בנספח].4.3של משוואה (

. (זכרו: אנרגיית הקשר היא ההפרש בין האנרגיה במצב שבו ת קשר חיוביתיעם אנרגי, מצב קשור

שלילית במצב הקשור שני הגרעינים רחוקים לבין האנרגיה במצב הקשור. לכן אנרגיה מינימלית 

   חיובית.) קשר לאנרגיית זהה

  

  4.3.1שאלה 

  .)4.3.8(- ) ו4.3.7, ()4.3.5(ות התוצא את הוכיחו
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זה מזה)  וביחס לאנרגיות כשהגרעינים רחוקים מאוד, yR(ביחידות של האנרגיות הממוצעות  :4.3.3איור 
של כפונקציות, (קו מקווקו) סימטרית -(קו מלא) והאנטי  עבור פונקציות הגל הסימטרית

/ BX R a.  

  

, אינם זהים ולנטי-אם שני האטומים המשתתפים בקשר הקו ולנטי בין אטומים שונים:-קשר קו

) 4.3.3ואה (וולכן יש להחליף את מש, ת הסימטריה להחלפת שני הגרעיניםאזי לא מתקיימ

מקדמים שייקבעו עם , הממשיות ארית כללית של שתי הפונקציות האטומיותבקומבינציה לינ

]: בשיטת הווריאציה ( ) ( )]r rA A B BA       בהנחה ש .- דרישת, וחיוביים ממשיים 

  נותנת הנרמול
  

     2 2 22 23 2 1 2A B A BA d r S       
         ,  )4.3.9(  

  

  נותנת יותתוגונללאור והדרישה
  

    
2 23 ( ) 1 ( ) 0A B A Bd r S                  

         .  )4.3.10(  
  

1לכן הבחירה     ) אבל עכשיו היא איננה , ) עדיין אפשרית4.3.3שנעשתה במשוואה

ואיננה נותנת בהכרח את האנרגיה הנמוכה ביותר. במקום זה אפשר , מחויבת על ידי סימטריה

כאל פרמטר וריאציוני ולבחור אותו כך שהאנרגיה המחושבת תהיה  להתייחס אל המקדם 

1) ). המקדם השני ייקבע על ידי4.3.2מינימלית (ראו שאלה  )/( )S S       האנרגיה .

 במרחק גדול בין היונים,ולכן היא מייצגת מצב קושר. , גדול) R(עבור  יוצאת שליליתהמינימלית 
2  הוא היחס בין ההסתברות למצוא את האלקטרון ליד היוןB  לבין ההסתברות למצוא אותו

  במצב הקושר. Aליד היון 

  

  4.3.2שאלה 

 - ו  המקדמים שאינם זהים ומצאו את) לקשר בין מצבים 4.3.6הכלילו את משוואה (

 דרישת סימלית. בדקו כי הערכים שקיבלתם מקיימים אתקת קשר מישנותנים אנרגי

  . הפונקציות של ותתונורמליהאור

  

(אם בקירוב  לעיל נדונהת הגל הקושרת שישפונקצי מאחר :2H מסלולים מולקולריים והמולקולה

2H עבור הווריאציוני ואם בחישוב המדויק)   שבהם מסלולי סימטריים מתארת מצבים
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, ")ביחד"סביב שני הגרעינים " נעים"האלקטרונים , כלומר( משותפים לשני האטומיםהאלקטרונים 

נעבור . מולקולריים מסלוליםת גל שמתארת יאו פונקצי, "ת גל מולקולריתיפונקצי"היא נקראת 

המולקולה הזאת מתקבלת כאשר . שמכילה שני גרעינים ושני אלקטרונים, 2H עכשיו אל המולקולה

2Hמוסיפים אלקטרון שני ליון 
 מותר לאכלס כל מצב מולקולרי על , עקרון פאולילפי . שטופל לעיל

ם זה דומה למצב היסוד של אטו. יהיו הפוכים זה לזה ובלבד שהספינים שלהם, ידי שני אלקטרונים

 4ראו פרק ( 100הנמוך ביותר  מסלוליבמצב האלקטרוני ה שבו יש שני אלקטרונים, ההליום

אם מתעלמים מהדחייה החשמלית בין שני  ").פרקים בפיסיקה מודרנית"בקורס  8ביחידה 

ל של שני ואז פונקציית הג, אזי כל אחד מהם יהיה במצב היסוד הקושר שחושב לעיל, האלקטרונים

2 האלקטרונים תהיה 1 2 1 2( , ) ( ) ( )r r r r     ,1 כאשרr 2- וr של שני  הן הקואורדינטות

ת הקשר בגלל שני האלקטרונים תהיה בקירוב כפולה פי שניים יאנרגיבמקרה הזה . האלקטרונים

2Hשל היון  אנרגיית הקשרמ
. בשלב הבא יש להוסיף את הדחייה הקולומבית בין האלקטרונים .

2אם משתמשים בפונקציה  1 2( , )r r אזי התיקון לאנרגיית המצב היסוד , כפונקציה וריאציונית

2, הוא ערך התוחלת של הדחייה הזאת
2 12 2/e r  . מקטין את אנרגיית הקשרתיקון חיובי זה ,

2Hהיון  של מאנרגיית הקשר וגדולה חיובית אבל היא עדיין נותרת
.  

  

 בביטוי )4.3.3(הצבת משוואה  :ולנטי עם שני אלקטרונים-לונדון לקשר קו-קירוב הייטלר

2 1 2 1 2( , ) ( ) ( )r r r r     נותנת  

 
2 1 2

2
1 2 1 2 1 2 2 1

( , )

( ) (   ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A A A A B B B B A A B B A A B BA r r r r r r r r       



   

r r
  )4.3.11( 

 
1כאשר הרדיוסים  1 2 2, , ,r r r rA B A B  מייצגים את המרחקים בין כל אחד מהאלקטרונים לבין

שני האיברים הראשונים באגף ימין מייצגים מצבים שבהם שני . כל אחד מהגרעינים

שבו אלקטרון עבר , "יוני"ולכן כל אחד מהם מתאר מצב , האלקטרונים נמצאים ליד אותו גרעין

שני האיברים האחרונים מייצגים מצבים שבהם כל אלקטרון , לעומת זאת. ום אחד למשנהומאט

בשלב הבא יש להוסיף לאנרגיה הכללית את הממוצע של אנרגיית הדחייה . נמצא ליד גרעין אחר

בדרך כלל האנרגיה הזאת גדולה יותר כששני האלקטרונים נמצאים על . בין שני האלקטרונים

קרה הכללי יותר סביר לבצע חישוב וריאציוני עם מקדם אחד לשני האיברים במ, לכן. אותו יון

ככל ששני ". מולקולריים"ה, ועם מקדם אחר לשני האיברים האחרונים, "יוניים"ה, הראשונים

קירוב ב. יותריהיה גדול " מולקולריים"המשקל של האיברים ה, האטומים דומים יותר זה לזה

  בפונקציה ומשתמשים, "יוניות"ה מהפונקציות מרימתעלמים לג של הייטלר ולונדון
  

     1 2 1 2 2 12 ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )r rHL
A A B B A A B BA r r r r     ,  )4.3.12(  

  

כשכל אינטגרל הוא עכשיו על ) (4.3.6(פונקציית הגל הזאת נותנת ביטויים דומים למשוואה 

באופן דומה לאנרגיות שמופיעות  R-ואנרגיות שתלויות ב) הקואורדינטות של שני האלקטרונים

בסופו של חשבון הביטוי של הייטלר ולונדון נותן קירוב ). עם מספרים אחרים( 4.3.3באיור 

 פונקציות וריאציוני טוב יותר לאנרגיית מצב היסוד בהשוואה לקירוב שמבוסס על מכפלה של
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2, המולקולריים שהזכרנו קודם לכן המסלולים עם הגל 1 2 1 2( , ) ( ) ( )r r r r    .  שילוב

, ) עם האיברים היוניים4.3.12הפונקציה ( של וריאציוני

 1 2 1 22 ( ) ( ) ( ) ( )ion
A A A A B B B BB r r r r      ,משפר את הקירוב. שילוב , עם מקדמים שונים

  ולנטי.-של קשר יוני וקשר קו היברידיזציהנקרא , 4.1שהוזכר כבר בסעיף , זה
  

ההמילטוניאן האלקטרוני של  אנרגיית החילוף והקשר בין סימטריית החילוף לבין הספין:

אלקטרוניים (עבור כל אחד משני -מכיל סכום של ההמילוניאנים החד 2Hמולקולת המימן 

2, ושל האינטראקציה בין שני האלקטרונים, )4.3.1משוואה (, האלקטרונים)
12/e r ההמילטוניאן .

ת הגל של שני ולכן אפשר להראות כי פונקציי, הזה סימטרי לחילוף בין שני האלקטרונים

סימטרית לחילוף כזה. ההוכחה דומה להוכחה - האלקטרונים היא תמיד סימטרית או אנטי

2Hשהיצגנו עבור הסימטריה לחילוף בין שני הגרעינים במולקולה  בכל המקרים הדו, . אכן -

 ,לחילוף ביניהםפונקציית הגל של שני האלקטרונים סימטרית , אלקטרוניים שתוארו לעיל

2 1 2 2 2 1( , ) ( , )r r r r  סימטרי- . חישוב של אנרגיית הווריאציה עם מצב אנטי ,  

, ) עם סימן שלילי בין שני האיברים4.3.12למשל משוואה (

 1 2 1 2 2 12 ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )r rHL
A A B B A A B BA r r r r      ,.התוצאה  אכן נותן אנרגיה גבוהה יותר

1כי פונקציית הגל הזאת מתאפסת כאשר , הזאת מתקבלת 2r r ,על המישור שחוצה את , כלומר

הקטע שמחבר בין שני הגרעינים. במצב הסימטרי יש סיכוי גבוה יותר למצוא את שני 

  ואז "מרוויחים" אנרגיה מהמשיכה החשמלית , האלקטרונים בין שני הגרעינים

  בין כל אחד מהגרעינים לבין "ענן" האלקטרונים שנמצאים ביניהם. בדומה 

  סימטרי לבין המצב הסימטרי -ההפרש באנרגיות בין המצב האנטי, )4.3.6למשוואה (

1מכיל את האנרגיה  2 2 1
ˆ( ) ( ) ( ) ( )A A B B A A B Br r H r r     ואת אינטגרל החפיפה

1 2 2 1( ) ( )| ( ) ( )A A B B A A B Br r r r   קטרונים בפונקציות הגל . בשני המקרים מחליפים בין האל

ת החילוף" י"אנרגיולכן ההפרש הזה באנרגיות נקרא , בשני הצדדים של הביטויים הללו

)exchange( .  
  

, עד כאן תיארנו את המצב הקוונטי של האלקטרונים באמצעות פונקציית הגל המרחבית שלהם

חב. כפי שכבר שממנה מחשבים את צפיפות הסיכויים למצוא את האלקטרון במקום כלשהו במר

שמתואר על ידי אופרטור וקטורי , לאלקטרון יש גם ספין, הוזכר
ˆS

.  ריבוע אורך הוֶקטור הזה

ˆ2הוא 
( 1)S s s 


1/2s עם,   ,ומרכיב-z של הוֶקטור הזה יכול לקבל שני ערכים ,Ŝz s  

בפיסיקה מודרנית"). מרחב הילברט של מצבי הספין מורכב  פרקים" קורסב 8 ביחידה 3(ראו פרק 

עקרון פאולי קובע שאם , . כשיש שני אלקטרוניםsשמסומנים על ידי , לכן משני וקטורי בסיס

אזי מצב הספינים , המצב המרחבי שלהם סימטרי לחילוף ביניהם (כמו המצבים שנדונו לעיל)

- כך שהמצב הכללי של המערכת אנטי, סימטרי לחילוף שני הספינים-שלהם חייב להיות אנטי

סימטרי לחילוף בין שני האלקטרונים. מצב הספין הכללי שמתקבל הוא לכן 

1 2 2 1

1 1 1 1 1
2 2 2 22

s
      

. הספין הכללי של שני האלקטרונים מוגדר על ידי 
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12 1 2
ˆ ˆ ˆS S S 
  

. הפעלת האופרטור  212
ˆS


של הספין  z-נותנת אפס. גם מרכיב sעל המצב  

לכן מצב היסוד של מולקולת  ."סינגלט"שנקרא , ולכן יש רק מצב אחד כזה, הכללי הוא אפס

  המימן הוא סינגלט. 
 

1למשל , סימטרי- האנטיבדוגמה של מולקולת המימן קיים גם המצב המרחבי  22 ( , )r rHL
 ,

   שהמצב מאחרשהאנרגיה שלו גבוהה יותר מהאנרגיה של המצב הסימטרי. מכל מקום 

  עקרון פאולי "דורש" שהמצב , סימטרי לחילוף שני האלקטרונים- המרחבי הזה הוא אנטי

1וזה מתקבל עבור שלוש האפשרויות , הספיני יהיה סימטרי
1 2

1 1
2 2T

    
 ,

0
1 2 2 1

1 1 1 1 1
2 2 2 22

T
      

1- ו 
1 2

1 1
2 2T

     
, שיש שלוש אפשרויות מאחר. 

 בדיקה מראה כי המצבים הללו הם מצבים עצמיים של ."טריפלט"המצב הזה נקרא  212
ˆS


עם , 

ושל , 2הערך העצמי  12Ŝ z , 1עם הערכים העצמיים, 0, 1  .(כפי שהסימון של כל מצב מראה)

. ישנם מקרים שבהם מצב 1-ל לכן מצבי הטריפלט מתארים מצבים עם תנע זוויתי ספיני ששווה

  היסוד הוא טריפלטי.
  

, בין שני אטומים נוצר ולנטי- החישוב שהוצג לעיל הראה כי קשר קו יותר: כבדים לאטומים הכללה

שבנוי מקומבינציה לינארית של , כאשר שני אלקטרונים "מאכלסים" את אותו מסלול מולקולרי

ת ימפני שלפונקצי, היה פשוט יחסית הזההחישוב פונקציות גל אטומיות על כל אחד מהאטומים. 

100, הגל האטומית במצב היסוד של מימן ( )r ,ומפני שמצב היסוד האטומי , כדורית יש סימטריה

ולנטי - שמשתתפים בקשר הקו אלקטרוני הערכיותכאשר , מסתבךהמצב  .המסלולי לא היה מנוון

ולנטיים יותר - ואז כל אטום יכול לתרום לקשרים הקו, אלקטרונית גבוהה יותר "קליפה"נמצאים ב

(של התנע  ספר הקוונטימקובל לסמן את המצבים האלקטרוניים באטום עם הממאלקטרון אחד. 

0l הזוויתי המסלולי)  על ידי האות s ,1עם המספר הקוונטי  המצבים אתl   על ידי האותp ,

2lאת המצבים עם   על ידי האות d פרקים בפיסיקה  קורסב 4ביחידה  4(ראו פרק  וכן הלאה"

הבורון , הבריליום, הליתיום, ההליום, של אטומי המימן הקונפיגורציות האלקטרוניות .מודרנית")

2 ידי והפחמן מסומנות על 2 2 2 2 2 2 2 21 2 2 ,1 2 2 ,1 2 ,1 2 ,1 ,1s s p s s p s s s s s s ,כאשר , בהתאמה

ואילו המספרים הקטנים , nמציינים את המספר הקוונטי בצד שמאל  "גדולים"המספרים ה

מצב עם התנע הזוויתי המסלולי המתאים (ראו גם נים את מספר האלקטרונים במציי(ב"חזקה") 

" קליפה"למימן יש רק אלקטרון אחד ב, למשל .בטבלה המחזורית על הכריכה הפנימית של הספר)

,1עם  0n l  , אלקטרונים  וגם ארבעה הראשונה הזאת "קליפה"אלקטרונים ב 2ואילו לפחמן יש

2n( היהשני "קליפה"ב ( ,0ים מהם עם ישנl   1ושניים עםl  .כל אחד , כפי שנראה

2n מאלקטרוני הערכיות בקליפה עם  ולנטי עם אלקטרון ש"בא" - של פחמן יכול ליצור קשר קו

  מאטום אחר.
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נסקור עכשיו כמה דוגמאות. לאטום ההליום יש "קליפה" מלאה עם שני אלקטרונים בעלי 

1, 0n l  ,ולנטיים. האטום הבא בטבלה -ולכן עקרון פאולי מונע ממנו ליצור קשרים קו

,2עם אלקטרון ערכיות אחד במצב עם , המחזורית הוא ליתיום 0n l בדרך כלל  . ליתיום

השנייה  "תורם" את האלקטרון הזה ויוצר קשר יוני. נמשיך עכשיו אל האטומים הבאים בשורה

  של הטבלה המחזורית.
  

אלקטרוני  שני, של בריליום במצב האטומי הנמוך ביותר ולנטיים של בריליום:- קשרים קו

קשר כימי) נמצאים "פנויים" לעשויים להיות ש, החיצונית "קליפה"הערכיות שלו (האלקטרונים ב

 ההפרשש מאחר, זאת עם אלקטרון בגלל עקרון פאולי.עוד  אפשר להוסיף-שאליו אי, 2s במצב

מקרים "כדאי" לאחד  בהרבה, הוא קטן יחסית 2sלבין המצב  2pהאנרגטי בין המצב 

אטום  שלהאלקטרונית  כך שהקונפיגורציה, 2p מצבה לא 2sמהמצב האלקטרונים לעבור 

21הופכת להיות  הבריליום 2 2s s p. 2בקליפה  עכשיו שני אלקטרוני הערכיותn   יכולים לחבור

0lעם  הפונקציות, ולנטיים. כזכור-קו קשרים שניוליצור , לאלקטרונים מאטומים אחרים   הן

, ללמש, כדוריתבעלות סימטריה 
3/2

/ (2 )
200

2
1

2 24
Bzr a

B B

z zr ea a


       
   

הוא  z כאשר, 

 ובגלל האלקטרונים ה בגלל הגרעיןיהשני "קליפה"האלקטרונים ב ש"רואים" המטען האפקטיבי

1l הפונקציות עם, לעומת זאת הראשונה. "קליפה"ב  כי הן תלויות , אינן סימטריות

) הפונקציות ההרמוניות הכדוריותדרך  -ו בקואורדינטות הזוויתיות  , )mY   :

21 21 1( ) ( ) ( , )rm mR r Y   ,1 כאשר, 0, 1m   וכן 
3/2

/ (2 )
21

1
( )

23
Bzr a

B B

z zrR r ea a
       

   
 

אין לבלבל בין הפונקציות הרדיאליות  ".מודרנית פרקים בפיסיקה" קורסב 8ביחידה  1(ראו פרק 

 הפונקציות שלוש במקום .שסומנו על ידי אותיות דומות), כאן לבין המרחקים בין נקודות בסריג

  , שלהןממשיות  לינאריות קומבינציות לבחור אפשר הללו
  

 210 21 10 21( ) ( ) 3/(4 ) cosz R r Y R r       , 

 211 21 1 21( ) / 2 ( ) 3/(4 ) sin cosx i R r         , 

    21 1 211 21( )/ 2 ( ) 3/(4 ) sin siny R r         .  )4.3.13(  
  

המופיעים חלקים הזוויתיים תיים של שלוש הפונקציות הללו זהים להחלקים הזווי

z :sin-ו x ,yבקואורדינטות  cos , sin sin , cosx r y r z r       .האזורים שבהם , לכן

(עבור מרחק  מרוכזים סביב כל אחד מהצירים האלקטרונים למצוא אתגבוהה  סתברותה יש

 4.3.4. איור המוחלט של כל פונקציית גל מקסימלי בכיוון אחד הצירים)הערך , רדיאלי נתון

(נקודות צפופות יותר באיור מציינות  x ת הגלין" ההסתברות שמתאים לפונקציאת "ענ מתאר

 עתה שני אלקטרוני הערכיות של בריליום יכולים .הסתברות גבוהה יותר למצוא את האלקטרון)

  ).4.3.13( משלושת המצבים בכל אחד או 200 במצב להיות
  

 קשר גדולה תיולנטי ייתן אנרגי- קשר קו, מהשיקולים שהובאו לעיל :sp היברידיזציה מטיפוס

באזור האטומים המשתתפים בקשר  של שני האלקטרוניםיגדל הסיכוי למצוא את ככל ש, יותר
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. x-ולנטי נמצאים על ציר-עכשיו ששני האטומים שמשתתפים בקשר הקונניח שני הגרעינים.  ןביש

זה , x-על ציר הגרעין צד של תברות זהה למצוא את האלקטרון בכלהס יש xבמצב ש מאחר

אם , בצד אחד של הגרעין נקבל צפיפות הסתברות שמרוכזת זה במקום ו המצב האידאלי.נאינ

)200 נשתמש בפונקציות )/ 2x   . יםהיברידי יםמצב" פונקציות כאלה מתארות 

0lקומבינציות לינאריות של מצבים עם , כלומר( "sp מהטיפוס  1 ועםl (. של מאחר-x יש 

יותר  תוצאה גדולה ייתן עבור  200החיבור עם , x-צירשל  בשני הצדדיםסימנים הפוכים 

המצבים  שני .ולהיפך עבור , תוצאה קטנה יותר בצד השלילי של הצירו x-צירשל בצד החיובי 

הסתברות ש"ענני" ה וברור, 4.3.5איור צד ימין של שני הסימנים מתוארים ב המתקבלים עבור

אם  בהיברידיזציה. לסימן בהתאם, x-ציראו השלילי של  בצד החיובי שלהם מרוכזים

ת יגם אנרגי יאז, הללו ברידייםבכל אחד מהמצבים ההישל בריליום אלקטרון  "מאכלסים"

כי הם , אחד מהמצבים המקורייםקטנה יותר מבכל ם יה הממוצעת בין שני האלקטרונייהדח

  מזה.  זה יותר רחוקים, כלומר, הגרעין צדי משני בעיקר אים""נמצ
  

אם , אחרים. למשל לשני אטומיםולנטיים -בקשרים קו לחבר את אטום הבריליום כעת אפשר

הגרעינים ובמולקולה הזאת , 2BeH תקוויהמולקולה התיווצר , י אטומי מימןנחבר אותו עם שנ

אלקטרון המימן הימני נמצא במצב  משני צדי הבריליום. x-צירשני אטומי המימן יימצאו על של 

 והשמאלי נמצא במצב מולקולרי עם המצב , של הבריליום מולקולרי עם המצב 

ראו , (המקדמים של פונקציות הגל של הבריליום ושל המימן בכל מצב מולקולרי כזה אינם שווים

H). באופן ציורי מסמנים זאת על ידי 4.3.3שאלה  Be H  ,ולנטי -כשכל מקף מתאר קשר קו

(עם  אחד מכל אטום. האטומים במולקולה הזאת נשארים על קו ישר, שמכיל שני אלקטרונים

, קולומבית קולה יעלה הרבה אנרגיה"כיפוף" של המול כלכי , בין שני הקשרים) 180זווית של 

  מפני שהוא יגרום להתקרבות של "ענני" האלקטרונים משני צדי הבריליום.
  

משני  ולנטיים עם שני אטומי בריליום-כל אטום בריליום יכול ליצור קשרים קו, באופן דומה

Be תהמולקולה האינסופית הקוויוכך נוצרת , צדיו Be Be Be Be     הדוגמה . זאת 

. כדי להעריך ולנטיים-קו קשרים עם מאטומים שבנוי ממדי מחזורי-חד סריג של ביותר הפשוטה

את קבוע הסריג ואת אנרגיית הקשר יש לחשב את האנרגיה הממוצעת עבור פונקציית הגל 

)המולקולרית (הסימטרית) של שני האלקטרונים בין כל שני שכנים [שמבוססת על  )Ar 

)באטום השמאלי ועל  )Br [המינימום שלה כפונקציה של המרחק את ולמצוא, באטום הימני 

בין השכנים. החישוב הזה כולל כמה אינטגרלים שדומים לאינטגרלים שחישבנו עבור יון 

 אבל לא נציג אותו כאן., מולקולת המימן
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 צפיפות הנקודות מתארת את צפיפות ההסתברות למצוא את האלקטרון במצב המתואר על: 4.3.4איור 
  האיור מראה רק נקודות עם הסתברות שגבוהה מערך סף נתון.. xידי 

  

  

   200מצב    xמצב   היברידיים  מצבים  

 המצבים המתוארים בצד ימין מייצגים את שתי הפונקציות .sp היברידיזציה מהטיפוס :4.3.5איור 
  (למטה). -ו (למעלה)  ההיברידיות

  

5z(האטום הבא  :2spהיברידיזציה מטיפוס , ולנטיים של בורון-קשרים קו ( טבלהב 

מהקונפיגורציה  לעבור הערכיות לשלושת אלקטרוני"כדאי"  גם כאן .המחזורית הוא בורון

22 2s p 22 קונפיגורציהה לא 2s p , אם נניח  ולנטיים.-יוכלו להשתתף בקשרים קוכדי ששלושתם

היברידיים  אזי גם כאן יועדפו מצבים, y-ו x נמצאים במצבים p-ה ני אלקטרוניכי ש

 הדחייהכדי להקטין את האנרגיה הממוצעת של , זה מזה האלקטרוניםי עננאת  ים"רחיקש"מ

  הם, 2sp מהטיפוס היברידיזציה מצבי שנקראים, אלה מצבים .ביניהם החשמלית
  

 1 200( 2 )/ 3x     , 

 2 200( 2[ 3 ]/2)/ 3x y       , 

    3 200( 2[ 3 ]/2)/ 3x y       .  )4.3.14(  
  

של הבחירה שלושת המצבים הללו יאוכלסו על ידי שלושת האלקטרונים של אטום הבורון. 

"אורתוגונליות" להיות ת שלוש פונקציות הגל צריכו, ראשית המקדמים מושפעת משני שיקולים:

3, כלומר, במובן הקוונטי לזו (ניצבות) זו *|i j i j ijd r       ) השתמשו באורתונורמליות

ענני , שנית ).4.3.3ות המקוריות כדי להראות שזה אכן מתקיים! ראו גם שאלה של הפונקצי

להעדיף אלקטרון אחד  כי אין סיבה, יראות זהים (פרט לסיבוב)ההסתברות הנוצרים צריכים לה

, 4.3.6שמוצגים באיור , הללו ענני ההסתברות של שלושת המצביםקל לראות כי  על משנהו.

ות בין כל זוויושה, XY במישור שכולם, כיווניםמקבלים את הערכים הגדולים ביותר בשלושה 
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אנרגיית הדחייה הממוצעת במצב , העננים רחוקים יחסית זה מזהש מאחר. 120שניים מהם הן 

   קוונטי שבו יש אלקטרון אחד בכל אחד מהמצבים הללו היא קטנה יחסית.
  

 ואז נוצרת, ולנטי עם אלקטרון של אטום מימן-ור קשר קוכל אלקטרון כזה יכול עכשיו ליצ

גרעין  סביב 3עם סימטריה לסיבוב מסדר , מישוריתהיא . המולקולה הזאת 3BHהמולקולה 

(הכוונה היא שגרעיני היונים נמצאים כולם במישור. "ענני" האלקטרונים נמצאים גם  בורוןה

בורון יכולים גם  אטומי, ם בורון יש שלושה קשרים מהסוג הזהאטו לכלש מאחרמחוץ למישור). 

 -קו קשרים אטום יש שלושה כך שלכל, )2.3.2כמו של גרפן (איור , אינסופי סריג משושה ליצור

 הוא התהליך שתואר כאן .120 בת היא שכנים קשרים בין והזווית, שכנים שלושה עם ולנטיים

  בטבע. משושים סריגים הרבה של לקיומם הסיבה
  

  
  s-מצב ה   p-מצבי ה  יםהמצבים ההיברידי  

 
 ואהואחר במש בציור הימני מייצג מצב אלקטרוני [כל "ענן" 2sp מצבים היברידיים מטיפוס :4.3.6איור 

)4.3.14.[(  

  

המחזורית הוא  טבלההאטום הבא ב :3spהיברידיזציה מטיפוס , ולנטיים של פחמן-קשרים קו

כל הפונקציות  מולקולות האורגניות שממלאות אתכי הוא הבסיס ל, דוא חשוב מאוהו, פחמן

, ולנטיים-יוכלו להשתתף בקשרים קואלקטרוני הערכיות של פחמן כדי שכל ארבעת  הביולוגיות.

32 לקונפיגורציה האלקטרונים הללו עוברים תחילה 2s p .מצבי היברידיזציה  בשלב הבא נוצרים

, מצבים אלה האפשר זה מזה. כך ש"ענני" ההסתברויות שלהם רחוקים ככל, בין המצבים הללו

  הם  ,3spמהטיפוס מצבי ההיברידיזציה שנקראים 
  

 111 200( )/2x y z         , 

 2001 1 1 ( )/2x y z         , 

 2001 11 ( )/2x y z         , 

    20011 1 ( )/2x y z         .  )4.3.15(  
  

מייצג  1-כש, באגף ימין p-הסימונים של כל פונקציה מייצגים את הסימנים של שלוש פונקציות ה

כי ארבעת "ענני" ההסתברות של ארבעת המצבים הללו מצביעים  . אפשר להראות1את 

 4.3.7איור הקווים העבים ב ).4.3.3ון (ראו שאלה דרהים של טטרקודקודארבעה  כיוונים שלב

(בדקו שזו הזווית  109.5ת בין הצירים של כל שני עננים היא זוויהמתארים את הטטרהדרון הזה. 

, (א)]4.3.8איור , 4CH ,methane[ מתן, הפשוטה ביותר האורגניתבמולקולה , . אכןבטטרהדרון!)



 פי�יקה של מצב מוצק  270

 

משתתף בקשר מהם  כל אחדהאלקטרון של כש, כזה וןדרהאטומי המימן נמצאים בפינות של טטר

נציין כי אותו מבנה קיים גם  ).4.3.15המצבים (ארבעת אחד מאלקטרון פחמני בעם  ולנטי-קו

NH)4עבור היון  ) ,כלומר יש אותו מבנה אלקטרוני כמו לאטום הפחמן שבו ליון החנקן) ,

שבה כל  (ב)]4.3.8איור , C2H6 ,ethane[ אתן במולקולה לעומת זאת .ארבעה אלקטרוני ערכיות)

 שקוליםבעת הקשרים סביב כל פחמן אינם אר, פחמן קשור אל שלושה מימנים ואל הפחמן השני

 כן הזוויות ביןול, שני הפחמנים לבין הקשר שבין בין פחמן למימן בגלל ההבדל בין הקשר זהזה ל

וני שבו אלה יתקבלו בחשבון וריאציות זווי .שונות במעט(וגם האורכים שלהם) הקשרים 

  .)4.3.4 שאלה (ראו )4.3.15( ואהובמש לאיברים שונים מקדמים מאפשרים
  

  
  

 עבור, )קובייה(שנמצא במרכז ה "ענני" ההסתברות של ארבעת אלקטרוני הערכיות של פחמן :4.3.7איור 
של  הקודקודים אל קובייהה ממרכז). "ענני" ההסתברות "מצביעים" 4.3.15אה (והגל במשו פונקציות
ההסתברות מצביעים בכיווני קודקודים  "ענני", לחלופין. באיור העבים הקוויםשמוצג על ידי , טטרהדרון

 האחרים הקודקודים ושני, : שני קודקודים נמצאים בקצות אלכסון אחד של פאהקובייהנגדיים של 
  .קובייהה של הנגדית הפאה על לו שניצב האלכסון בקצות נמצאים

  

  

  

  (ב)  (א)
  

המרחקים בין הגרעינים נמדדים בפיקומטרים (מאיות  ).ב) ואתן (אהמולקולות מתן ( :4.3.8איור 
  האנגסטרום).

  

  4.3.3שאלה 

1,2 נרשמות בצורה 2p עם המצבים 2s שתי היברידיזציות של המצב 200 1,2ˆ[ ]A    n  ,

שלישיית הפונקציות מייצג את  קטור הם שני וקטורי יחידה במרחב וכאשר הוֶ  1,2n̂ כאשר

( , , )x y z  .  

  .1n̂ר וֶקטומרוכזת ליד הכיוון של ה 1הראו כי ההסתברות למצוא את האלקטרון במצב   .א
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 כדי להראות כי) 4.3.13(הבסיס המקוריות  השתמשו באורתוגונליות של פונקציות  ב.
2 2 ˆ ˆ| (1 )i j i iA     n n.   

כאשר המצבים ההיברידיים מנורמלים , ואת  Aכדי לקבל את (ב) השתמשו בתוצאה   ג.

  .-וכאשר הזווית בין שני וקטורי היחידה שווה ל, וניצבים זה לזה

, 1n̂, במישורעם שלושה וקטורי יחידה , מתארת שלושה מצבים 2spההיברידיזציה מטיפוס   .ד

2n̂ 3-וn̂. וקבלו את  הסבירו מדוע הזוויות בין כל שני וקטורים כאלה צריכות להיות שוות

  ).4.3.14משוואה (

  ).4.3.15קבלו באופן דומה את משוואה (  ה.

בין שני הקשרים  הזווית הקשרים אינם לגמרי סימטריים: BH2Fבמולקולה מישורית כמו   .ו

לבין  BHושתי הזוויות האחרות (בין כל קשר ,  של הבורון עם כל אחד מהמימנים היא

2/- ) שוות לBFהקשר    .  מהן הפונקציות ההיברידיות שמתארות את הגיאומטריה

  הזאת?

111.17 בהינתן הזווית  .ז    בין הקשרCC  לקשרCH  מהי , (ב)]4.3.8במולקולה אתן [איור

? מה אפשר להסיק לגבי המקדמים בפונקציות ההיברידיות CHבין שני קשרי   הזווית

  המתאימות?

  

איור , C2H4 ,ethene[ אתיןמולקולה על ה נסתכל עכשיו: קשרים כפולים ומשולשים, -קשרי

שלושת הקשרים , עקרונית סביב כל פחמן ישנם שני מימנים וכן קשר אל הפחמן השני. .])(ב4.3.9

ולכן שלושת הקשרים הללו , )4.3.14ואה (והללו מתוארים על ידי פונקציות הגל המישוריות ממש

שלוש הזוויות שבין הקשרים , בגלל ההבדל בין הפחמן למימן, עם זאת .נמצאים במישור אחד

) משתנים במעט [ראו חלק (ז) בשאלה 4.3.14והמקדמים במשוואה (, לזו אינן בדיוק שוות זו

ולכן נשאר בכל אטום פחמן אלקטרון , חמן ישנם ארבעה אלקטרוני ערכיותלכל פ]. כמו כן 4.3.3

  עם ענני מטען שניצבים למישור. היברידיזציה של פונקציות הגל הללו , zשנמצא במצב , נוסף

)z( על שני הפחמנים ,[ ( ) ( )]zA A zB BA   r r ,איור בכמתואר , ביניהםנוסף  קשר יוצרת

(שמרוכזות למישור כי החפיפה בין פונקציות הגל הניצבות , קשר זה חלש יותר מקודמו .(א)4.3.9

קשר ה .אותו ציר כזות עלבין פונקציות גל שמרומהחפיפה  יותר קטנהעל צירים מקבילים שונים) 

קו המחבר בין ה לעים רוכזשבו ענני האלקטרונים מ, בעוד קודמו, "-קשרזה נקרא "הנוסף ה

אטומי  " ביןקשר כפולשנקרא " קשרקיים לכן  C2H4במולקולה  ".- קשרנקרא ", הגרעינים

, מהקשר היחידחזק יותר , =באיור על ידי שמסומן , קשר זה .שמכיל קשר אחד מכל סוג, הפחמן

התוצאה מתוארת באופן  .שניים מכל אטום, כי משתתפים בו בסך הכול ארבעה אלקטרונים

היה , פונקציות הגל ה"ניצבות" למישור בין, יש לציין כי ללא הקשר הנוסף (ב).4.3.9סכמטי באיור 

כך ששני , ים הקשורים אליופחמן עם שני המימנ כיליםלסובב את אחד מהמישורים שמאפשר 

ל הפחמן ש מהמימניםמימנים הללו ולהרחיק עוד יותר את ה, המישורים יהיו ניצבים זה לזה

סיבוב כזה יקטין את החפיפה בין המצבים האלקטרוניים הניצבים ויבטל את , עם זאת השני.

באופן  ימנים באתין נמצאים באותו מישור.בין שני הפחמנים. זהו ההסבר לכך שכל המ -קשר ה

, בין שני הפחמנים קשר משולש) קיים C2H2 ,acetylene( אצטילןת קוויבמולקולה ה, דומה
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)200ות אחד (בין הפונקציות הקווי -שמורכב מקשר )/ 2x   ומשני קשרי (- 

הכימית בספרות  זאת מסומנתהמולקולה ה). z-ו y, (שמורכבים מהפונקציות הניצבות לקו

Hבצורה  C C H  .  
  

    

  (ב)  (א)
  

. העננים מימין הם הקשר כיווןשבהם ענני ההסתברות ניצבים ל pבין שני מצבי  - קשר(א)  :4.3.9איור 
 של סכמטיתיאור (ב) . שמוצגות בנפרד משמאל, תוצאה של חיבור שתי הפונקציות האטומיות מטיפוס 

  הפחמנים. בין הכפול הקשר עם, C2H4 ,אתין המישורית המולקולה

הפחמן  שבה אטומי, C6H6, ןבנזהזכרנו כבר את מולקולת ה 4.1בסעיף  מתכתי: קשר, בנזן

). גם כאן 4.1.2ולכל אחד מהם מחובר אטום מימן (איור , נמצאים על הקודקודים של משושה

במישור של המשושה ומתוארים על ידי פונקציות גל שדומות שלושה מאלקטרוני הפחמן נמצאים 

ולנטי - עם זוויות שונות בין שני סוגי הקשר. אלקטרון אחד משתתף בקשר קו, )4.3.14למשוואה (

עם אטומי הפחמן השכנים. האלקטרון  -ושני אלקטרונים משתתפים בקשרי, עם אטום המימן

שבו ענני ההסתברות ניצבים למישור המשושה. כדי לקבל אנרגיה , z הרביעי נמצא במצב

הוודאות של הייזנברג "מעדיף" פריסה מרחבית גדולה ככל - עקרון אי, קינטית נמוכה יותר

האפשר של מיקום כל אחד מששת האלקטרונים שענני ההסתברות שלהם ניצבים למישור. 

, הוודאות בתנע. אם ממוצע התנע מתאפס-הוודאות במיקום מאפשרת להקטין את אי-(הגדלת אי

, ולכן הוא מתכונתי לאנרגיה הקינטית, אזי ריבוע סטיית התקן של התנע שווה לריבוע התנע

הוודאות במיקום -שאותה יש להקטין ככל האפשר כדי להגדיל את אנרגיית הקשר.) אי

י פונקציית גל האלקטרונים הללו היא מרבית כאשר כל אחד מהאלקטרונים הללו מתואר על יד

  :)4.3.3( משוואה של בהכללה, הפחמן שפרוסה על כל אטומי
  

    
6

1

( )a 


   r  


,  )4.3.16(  

  

, י- -הוא המרחק של האלקטרון מגרעין אטום הפחמן ה r כאשר  היא פונקציית הגל z  של

והמקדמים נבחרים כך שהפונקציה הכוללת תהיה מנורמלת. במקרה הנדון , אטום הפחמן הזה

}(עם מקדמים שונים  אפשר לבחור שש פונקציות  }a( ,(במובן הקוונטי) וכל , שניצבות זו לזו

שיקולי סימטריה , אלקטרון אחד. כמו במקרה של מולקולת יון המימןאחת מהן מאכלסת 

ולכן , קובעים כי ההסתברויות למצוא את האלקטרון על כל אחד מהפחמנים שוות זו לזו
2 2a A אינו תלוי ב-סף שלהם. דיון נו ; המקדמים המרוכבים שונים זה מזה רק בפאזות
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ולנטיים בין המצבים -הקשרים הקו, )4.3.9. כמו באתין (איור 6במקדמים הללו יבוא בפרק 

ולכן יתר , כשענני ההסתברות של כל המצבים הללו מקבילים זה לזה, הניצבים אפקטיביים יותר

שיש סיכוי שווה  מאחר. 4.1.2כפי שרואים באיור , הקשרים סביב כל פחמן נמצאים באותו מישור

האלקטרונים הללו חופשיים לנוע סביב הטבעת , את האלקטרון על כל אטום בטבעתלמצוא 

שדה מגנטי עם מרכיב ניצב לטבעת יגרום לאלקטרונים לנוע על , בהשפעת שדות חיצוניים. למשל

) תורמות לאנרגיית 4.3.16הטבעת וליצור מומנט מגנטי מושרה שניצב למישור. גם פונקציות הגל (

, כי גם לאלקטרונים במתכת יש הסתברות שווה להימצא ליד כל יון בגביש נראה 6הקשר. בפרק 

מולקולת , 4.1) הן הבסיס לקשר המתכתי. כפי שכבר צוין בסעיף 4.3.16(- ופונקציות גל דומות ל

  הבנזן היא דוגמה פשוטה ל"גביש" מתכתי.
  

2nב"קליפה" עם המספר הקוונטי , בסך הכול חמצן ופלואור:, ולנטיים של חנקן- קשרים קו  

. לפי הצורך אפשר לבחור pאחד ושלושה מצבי  sמצב , ישנם ארבעה מצבים מסלוליים

ולנטיים. -היברידיזציות שונות של ארבעת המצבים הללו כדי להשתמש בהן ליצירת קשרים קו

רון אחד לשמונה אלקטרונים. עד לאטומים בשורה השנייה של הטבלה המחזורית יש בין אלקט

וכל אלקטרון כזה , לאכלסו כלל) הפחמן אפשר לאכלס כל מצב כזה על ידי אלקטרון יחיד (או לא

ויש , חנקןהאטום הבא במערכת המחזורית הוא , ולנטי. לעומת זאת-יכול לכן להשתתף בקשר קו

יים מהאלקטרונים שנ, שיש רק ארבעה מצבים מאחרלו חמישה אלקטרונים ב"קליפה" הזאת. 

ולנטיים (עקרון פאולי אוסר על הוספת -ולכן לא ישתתפו בקשרים קו, מצב מסלולי אותויהיו ב

שיכולים להימצא בכל , אלקטרון נוסף למצב הזה.) לחנקן נותרים לכן שלושה אלקטרונים פנויים

ם על ידי יהיו שני מצבים שמאוכלסי חמצןב, אחת מההיברידיזציות שנסקרו לעיל. באופן דומה

יהיו שלושה  פלואורואילו ב, ויישארו שני אלקטרונים "פנויים" לקשר, שני אלקטרונים כל אחד

ורק אלקטרון אחד "פנוי" לקשר. "ענני" , מצבים שמאוכלסים על ידי שני אלקטרונים כל אחד

  .4.3.10מתוארים באיור  האלקטרונים בכל אחד מהאטומים הללו
  

  

"ענני" ההסתברות למצוא את האקטרונים ב"קליפה" השנייה באטומים של  –משמאל לימין  :4.3.10איור 
חמצן ופלואור. ה"עננים" הגדולים יותר מכילים שני אלקטרונים כל אחד. ה"עננים" הקטנים , חנקן, פחמן
   ולנטי.-קו קשר ליצור ש"פנוי" יחיד אלקטרון מכילים יותר

  

, כידוע .מים: דוחס לעוד מולקולה חשובה מאינתי, המוצקלפני שנחזור למצב  מולקולת המים:

ב"קליפה" , כפי שהזכרנו זה עתה .H2O, זאת בנויה מאטום חמצן ומשני אטומי מימןהמולקולה ה

ונותרים , השנייה של חמצן יש שני מצבים מסלוליים שמאוכלסים על ידי שני אלקטרונים כל אחד
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מארבעת המצבים שני אלקטרונים "פנויים" לקשר. כדי לבנות את מולקולת המים עדיף להתחיל 

(ורחוקים ככל האפשר זה שיוצרים "עננים" נפרדים , )4.3.15ואה (והאלקטרוניים שמופיעים במש

 מאכלסים אותם איננה כל כך גדולה.בין האלקטרונים ש כך שהאינטראקציה הקולומביתמזה) 

ושני האחרים נקשרים , )4.3.10ם הללו מכילים שני אלקטרונים כל אחד (ראו איור שניים מהמצבי

, 104.5היא  עם המימניםת בין הקשרים זוויה. 4.3.11לאטומי המימן. התוצאה מוצגת באיור 

 .)4.3.4(ראו שאלה  4.3.7במקרה הסימטרי באיור בטטרהדרון שמופיעה  הזוויתקטנה במעט מ

לבין האלקטרונים  עם המימנים בין האלקטרונים המשתתפים בקשרים היזה נובע מהדחי שינוי

באופן טכני השינוי הזה דו השני של האטום הזה. שמתרכזים בצִ , אטום החמצן שלהאחרים 

שינוי דומה ראינו גם ). 4.3.15מתבטא בשינויים קלים במקדמים של פונקציות הבסיס במשוואה (

  חשמלי. מומנט דיפול המים יש יא שלמולקולתה התוצאה .4.3.8איור , האתןבמולקולת 

  

  
  

 את שני מייצגים גדולים יותר (עם שתי נקודות בתוך כל ענן)ה"עננים" ה מולקולת המים. :4.3.11איור 
  .104.5 בת היא OH הזווית בין שני הקשרים שמכילים שני אלקטרונים כל אחד., מצבי החמצן

  

  4.3.4שאלה 

 לאילו ?N2 ,O2 ,F2 ,NH3 ,FHמהי הגיאומטריה של "ענני" האלקטרונים במולקולות 

  חשמלי? דיפול מומנט יש הללו מהמולקולות

  

(יהלום  ממדיים של פחמן- לפני שנעבור למבנים הגבישיים התלת :פחמן של גדולות מולקולות

בשנים האחרונות , 1.2 נסקור כאן מבנים בעלי ממדים נמוכים יותר. כפי שצוין בסעיף, וגרפיט)

, הכדור של באקי[ C60למשל , ק במולקולות גדולות מאוד של פחמןהתפתח ענף מחקר שלם שעוס

 מאחר (א)].1.2.4[איור  פחמן מטריים שבנויים מאטומים שלנו"צינורות" נו (ב)]1.2.4איור 

, עם זאת .ממד אפסעלי מבנים בחסים אליהן כאל מתיי, המולקולות הללו סופיות בכל כיווןש

(בעלי  ממדיים- סריגים חדלואז הם מהווים דוגמה , צינורות הננו יכולים להיות ארוכים מאוד

לכל פחמן במולקולות הללו יש , יורלראות בא אפשרכפי שעובי סופי בכיוונים הניצבים לסריג). 

 . עם זאת הם2spמהטיפוס בקירוב הקשרים בין פחמנים שכנים הם ולכן , שלושה שכנים

. סטייה זאת מחייבת להוסיף לכל ה של הכדור או הגליל ממישוריותימעוותים מעט בגלל הסטי
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כך ש"ענני" , z) גם תרומה מפונקציית הגל הניצבת לגליל 4.3.14אחת מהפונקציות במשוואה (

פונקציות הגל של , ). כמו כן4.3.4ור (ראו גם שאלה האלקטרונים אינם בדיוק באותו מיש

כמו במשוואה , האלקטרונים העודפים בכל פחמן עשויות להיות פרוסות על כל המולקולה

)4.3.16.(  
  

ל לעימהדיון  .למצב המוצקנחזור  מולקולריתהכימיה האחרי סקירה קצרה זאת של  קרביין:

יכולים להימצא בכל אחד מסוגי המצבים  ברור כי ארבעת אלקטרוני הערכיות של פחמן

 ולנטיים.-בהתאם למבנה הגיאומטרי שבו הם יוצרים את הקשרים הקו, ההיברידיים שנמנו לעיל

שמתקיימים בממדים מרחביים שונים. כפי שנראה , הזכרנו אלוטרופים רבים של פחמן 1בפרק 

פוס שונה על אטומי כל סריג של פחמן מחייב מצבים אלקטרוניים היברידיים מטי, בהמשך

 היא ממדי של פחמן-סריג חד הדוגמה הפשוטה ביותר של, 1כפי שהוזכר כבר בפרק  .הפחמן

בשתי  יכולות להופיעשרשרות כאלה  ).carbyne( קרבייןשנקראת , ת של אטומי פחמןקווישרשרת 

cumulene( ,C( צורות: הקומולין C C C C     , עם קשר כפול בין כל שני פחמנים

polyyne( ,C( והפוליין, שכנים C C C C     , אחד יחיד בצדלכל פחמן קשר שבו יש 

בין פחמנים שכנים  -קשרי ה, בצד האחר. כפי שכבר הוסבר בהקשר של בריליום וקשר משולש

  גורמים לכך שכל הקשרים בין הפחמנים נמצאים על אותו קו ישר.
  

 או איור 1.2.1איור , של גרפן הסריג המישורי המשושההפחמנים יוצרים את  בשני ממדים גרפן:

שלושה מהאלקטרונים של כל פחמן , . כפי שכבר הוזכר בהקשר של סריג אטומי הבורון2.3.2

  הללו יוצר). כל אחד מהאלקטרונים 4.3.14משוואה (, 2spנמצאים בהיברידיזציה מטיפוס 

 וכל הקשרים הללו נמצאים באותו מישור. כמו במקרה של מולקולת, עם פחמן שכן -קשר

- . עקרון איz, שנמצא במצב ש"ניצב" למישור, לכל אטום פחמן יש אלקטרון נוסף, הבנזן

יה הקינטית האנרג ולכן גם, הוודאות של הייזנברג קובע כי התנע הממוצע של כל אלקטרון

, ככל שהפריסה המרחבית שלו גדולה יותר. הפריסה המרחבית גדולה, קטנים, הממוצעת שלו

ולכן האלקטרונים , כאשר יש הסתברות שווה למצוא את האלקטרון ליד כל אחד מהגרעינים

כמו , אטומי הפחמן בסריג כלעל  zהמצבים  הללו נמצאים בקומבינציות לינאריות של

2עם , )4.3.16במשוואה ( 2a Aמצבי ה .-  המוכללים הללו תורמים גם הם לאנרגיית הקשר

של הגרפן. הם אחראים גם להתנהגות המתכתית ולמוליכות החשמלית הגבוהה של החומר הזה. 

חראית" לכך שסריג הגרפן הוא העובדה שענני המטען של כל המצבים הללו מקבילים זה לזה "א

  .6 בפרק נחזור לטפל באלקטרונים הללומישורי. 
  

 בורוןלמשל , הסריג המשושה של גרפן קיים גם עבור חומרים אחריםסיליצן וגרמנן: , בורון חנקני

, ). בחומר הזה יוני הבורון והחנקן ממלאים לסירוגין את האתרים של הסריג המשושה(BN חנקני

. הקונפיגורציות האלקטרוניות הראשוניות 2.3.2כמו הנקודות הגדולות והנקודות הקטנות באיור 

2של אטומי הבורון והחנקן הן  12 2s p 2-ו 32 2s p ,אבל במצב המוצק עובר אלקטרון , בהתאמה

1רציה ואז שני היונים עוברים לקונפיגו, אחד מהחנקן אל הבורון 32 2s p , כמו בפחמן. כך נוצרים

שמשותפים לכל היונים בגביש. מאחר  zעם אלקטרוני , כמו בגרפן 2sp קשרים מהטיפוס
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שר והק, יש עודפי מטען על היונים הללו, שאלקטרון אחד עבר מכל אטום חנקן אל אטום בורון

ולנטי. טיפול חישובי משתמש בהיברידיזציה של שני סוגי - הסופי כולל הן קשר יוני והן קשר קו

). דוגמאות אחרות של סריג משושה כוללות 4.3.12כמו זה שתואר אחרי משוואה (, פונקציות הגל

- תת גם בחומרים הללו יש הבדל בין שני, . כמו בבורון חנקני2.3.5איור , גרמנןואת ה סיליצןאת ה

פונקציות הגל של האלקטרונים  2.3.5שנמצאים על מישורים שונים. במבנה באיור , הסריגים

). 4.3.14בנוסף לפונקציות ממשוואה (, zסביב כל יון כוללות גם מרכיב של פונקציות הגל 

  ).5פרק העיוות הזה של הסריג המישורי מייצב אותו באופן מכני (כפי שיוזכר גם ב
  

הגרפיט בנוי משכבות , (א)2.3.3. כפי שראינו באיור לשלושה ממדיםנעבור עכשיו  גרפיט:

, ואלס דר פיט נובעת מהאינטראקציה של וןרוב המשיכה בין המישורים בגר של גרפן. מישוריות

 (ראו בהמשך). מאחר כל האלקטרונים בכל פחמןשל למומנטי הדיפול המתנדנדים  שקשורה

לכן  שמשמש, פיט"קל" לקלף שכבות מישוריות מהגר, שהאינטראקציה הזאת חלשה יחסית

שכבות  בללגיים ולנובוסלוב לק פשרצלוטייפ) אִ , קילוף כזה (באמצעות סרט הדבקה בעפרונות.

חזק (כמו גם בגרפן) פיט מישור בגר בין האטומים בתוך כלולנטי -הקוהקשר  .ןגרפשל בודדות 

המועדפת ממדית -התלתא הפאזה והגרפיט ה בין הפחמנים ביהלום. לכן מהקשר אפילו יותר

הוא , כשמקררים פחמן נוזלי בלחץ אטמוספרי ויהלום נוצר רק בתנאי לחץ גבוה., בתנאים רגילים

מעלות. רק אם מקררים את הנוזל בלחץ של כחצי מיליון  4,000-הופך לגרפיט מתחת לכ

לתלות של אנרגיות הקשר במרחק בין גרעיני  נוצר היהלום. הסיבה קשורה, אטמוספרות

ובקרבה מסוימת האנרגיה של היהלום , הפחמנים בגביש. הלחץ מאלץ את הגרעינים להתקרב

 יורדת אל מתחת לזו של הגרפיט. זו הסיבה לכך שיהלומים נמצאים בטבע רק במקומות

ולכן גם למחירם , גיאולוגיים שעמדו בלחצים גבוהים. זהו גם ההסבר לנדירותם של היהלומים

  הגבוה.
  

 4.3.7שמופיעים באיור של "ענני" ההסתברות נים כיווקל לראות כי ארבעת ה גביש היהלום:

 קובייהה. יהלוםשל האטומים השכנים לכל אטום פחמן בסריג  ןשבי כיווני הקשריםל זהים

בסריג , אכן ).2.5.6שמינית של תא היחידה של יהלום (ראו איור שמופיעה באיור הזה זהה ל

, ולנטיים-ים ל"טובת" ארבעה קשרים קו"תורם" ארבעה אלקטרונ פחמן ום כל אטוםהיהל

 מארבעת שכניו. שבנוי וןדרהוכל אטום נמצא במרכז של טטר, עם ארבעת שכניו, 3spמהטיפוס 

 "ענני" אתלקרב  מחייב עיוותכי כל , וקשה לעוות אותו, דומא הוא חזקם יהלו המבנה הזה שלגם 

  הוא גבוה. והמחיר הקולומבי, שונים אלקטרונים על קשריםה
  

שמופיעים באותו טור של , גם לצורן וגם לגרמניום דוגמאות למבנים של יהלום ושל צינק בלנדה:

ממדי דומה קיים גם עבור - יש מבנה גבישי של יהלום. מבנה תלת, הטבלה המחזורית כמו פחמן

לגליום ארסניד ולאינדיום , בירו!). מעניין לציין כי גם לאלומיניום ארסנידבורון חנקני (הס

). הקונפיגורציה 2.5.6שדומה ליהלום (איור , בלנדה-) יש מבנה צינקAlAs, GaAs, InAsארסניד (

2בגליום ובאינדיום היא , של אלקטרוני הערכיות באלומיניום 1ns np )3,4,5n  עבור Al, Ga, In( ,

2ואילו בארסן היא  34 4s p , אבל במצב המוצק עובר אלקטרון אחד מהארסן אל האטום השני
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1ואז שני היונים עוברים לקונפיגורציה , בתרכובת 3ns np  3שיוצרת קשרים מהטיפוסsp גם כאן .

רבים  ולנטי. לגליום ארסניד יש שימושים-הסופי כולל הן קשר יוני והן קשר קוהקשר 

  באלקטרוניקה.
  

התמונה הגיאומטרית הפשוטה של ההיברידיזציות השונות של ארבעת אלקטרוני  סיכום ביניים:

) של חומרים מהטור הרביעי של 3- ו 2מסבירה את כל המבנים המוכרים מהניסיון (פרקים  p-ה

  וכן של חומרים שמשלבים אטומים מהטור השלישי ומהטור החמישי בטבלה. , הטבלה המחזורית
  

משתי , קלים התרכזנו בגבישים שבנויים מאטומים עד כאן :dולנטיים עם אלקטרוני - קשרים קו

יכולים לאכלס גם  ומטה אלקטרוניםשורה השלישית מההמחזורית.  טבלהב שורות הראשונותה

2l שבה יש לאלקטרונים תנע זוויתי, nd את הקליפה . הגל  פונקציות של תייםזוויה החלקים

  הפונקציות לחמשמתכונתיים  אלה אלקטרונים שמתארות
  

  322 32 2( )/ 2xy xy       ,2
2 2

320 3z z r     ,  

  321 32 1( )/ 2zx zx     ,  321 32 1( )/ 2yz yz       ,  

    2 2
2 2

322 32 2( )/ 2x y x y         .  )4.3.17(  

  

קל לבדוק כי "ענני" ההסתברות של כל אחד מהמצבים הללו מקבלים צפיפות מקסימלית 

צפיפות ההסתברות שקשורה , [למשל זה עם זה 180 או של 90בכיוונים אשר יוצרים זוויות של 

2-מתכונתית ל xyעם הפונקציה  2 2( ) (sin cos sin )xy    , ולכן היא מקסימלית כאשר

/2  4/-ו, 3 /4     ,כאשר הוֶקטור, כלומר sin sin , cos )(sin cos ,r   r 

, לכן ].z-מרוכזת ליד ציר 2zואילו זו שקשורה עם , XY-מצביע בכיווני האלכסונים במישור

קשרים שמבוססים על פונקציות כאלה יכולים לבנות מולקולות עם זוויות ישרות בין הקשרים או 

   להלן). סריגים עם וקטורי סריג שניצבים זה לזה (ראו
  

3sp קשר מהטיפוסולנטיים ייצרו בדרך כלל -בחמישה קשרים קויונים שמשתתפים  d , שבו

יוצר חמש  אחת. השילוב הזה dועם פונקציית  pאחת מתחברת עם שלוש פונקציות  sפונקציית 

בכיוונים , פירמידה טריגונלית- פונקציות שהשיאים שלהן "מצביעים" אל הקודקודים של בי

(א)]. 4.3.12במישור (כמו בגרפן) או בכיוון שניצב למישור [איור  120שיוצרים זוויות של 

2הקונפיגורציה , PF5במולקולה  33 3s p 1 של אטום הזרחן הופכת להיות 3 13 3 3s p d , כך שכל אחד

פונקציות הגל שנוצרות יש סימטריה מחמשת המצבים יכול להכיל שני אלקטרונים. לחמש 

הזה  קשרים מהטיפוס, לכן .180 או 120 ,90כשהזוויות בין "ענני" ההסתברות הן , טריגונלית

  לבנות סריגים הקסגונליים. , למשל, יכולים
  

3 קשר מהטיפוסולנטיים ייצרו -יונים שמשתתפים בשישה קשרים קו, באופן דומה 2sp d ,

שש הפונקציות שנוצרות כעת "מצביעות" בכיווני הקודקודים של  .d משלב שתי פונקציותש

שבה הקונפיגורציה , SF6במולקולה , למשל, (ב). קשר כזה מתקיים4.3.12כמו באיור , אוקטהדרון

2 43 3s p  1של אטום הגופרית הפכה להיות 3 23 3 3s p d , כך שכל אחד מהמצבים יכול להכיל שני
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ולכן , ולנטי. למצבים הללו יש סימטריה אוקטהדרית-להשתתף בקשר קו יכולאלקטרונים ולכן 

   כזאת. סימטריה עם סריגים ליצור יכולים הם
  

  
  

  (ב)  (א)
  

3sp מהטיפוס יםעם הקשר, PF5מולקולה (א) חמשת יוני הפלואור ב: 4.3.12איור  d . יון הזרחן נמצא
3 מהטיפוסים עם הקשר, SF6מולקולה במרכז המשולש במישור. (ב) ששת יוני הפלואור ב 2sp d.  יון

  הגופרית נמצא במרכז הריבוע במישור.
  

  4.3.5שאלה 

שיכולות לתאר את פונקציות הגל של  2zושל  zהציעו שתי קומבינציות לינאריות של   א.

ולנטיים שניצבים למישור בשני החלקים של איור -האלקטרונים שמשתתפים בקשרים קו

4.3.12 .  

3sp מטיפוסהציעו חמש פונקציות גל לתיאור האלקטרונים שמשתתפים בקשרים   ב. d  באיור

  (א).4.3.12

הראו כי אפשר לבנות את פונקציות הגל של ארבעת , בנוסף לפונקציות שמצאתם בחלק (א)  ג.

מקומבינציות לינאריות עם , (ב)4.3.12באיור , האלקטרונים שמשתתפים בקשרים במישור

]200הצורה  ]x x y y xy xyA          .  הציעו ערכים עבור המקדמים בביטוי

  הזה. 

  

גבישים רבים  יש גם, ף למצבים המסובכים יחסית שתוארו כאןבנוס גבישים עם מתכות המעבר:

עבור , למשל, . מצב זה נכוןdשבהם האלקטרונים המשתתפים בקשר נמצאים רק ב"קליפה" 

שבהן , נחושת ואבץ, ניקל, קובלט, ברזל, מנגן, כגון כרום, מתכות המעברגבישים שמכילים את 

יש ליוני  2.5.7קופראט שהוזכר באיור בגביש של לנתנום , מתמלאת הקליפה הזאת. למשל

השכנים. איור  עם היונים ואחד מהם משתתף בקשרים, 3d הנחושת תשעה אלקטרונים בקליפה

מתאר דוגמה של ענני המטען של אלקטרונים ביוני הטיטניום וביוני החמצן בגביש  4.3.13

והאיור , 3dד בקליפה ליון הטיטניום יש אלקטרון ערכיות אח, . בגביש הזהLaTiO3הפרובסקיטי 

)]. אלקטרוני החמצן 4.3.17[משוואה ( xyמראה מצב שבו פונקציית הגל של האלקטרון הזה היא 

באיור יכולה להיווצר כמתואר באיור. במצב המתואר , z או x ,yנמצאים במצבים 

, ובין יון החמצן שנמצא על הקשר שביניהם XY היברידיזציה בין שני יוני טיטניום שכנים במישור

וההיברידיזציה הזאת יכולה לייצב את המבנה הריבועי של המישור הזה. הקשרים בין המישורים 

  .yzאו  xz של פונקציות הגל בכיוון שניצב למישור הזה מיוצבים על ידי היברידיזציה
  



 279   מנגנוני הקשר בגבישימ :4פרק   

 

  
  

 של הגביש הפרובסקיטי XY-) והחמצן במישוריxyפונקציות הגל של יוני הטיטניום (: 4.3.13איור 
LaTiO3 .בהתאמה., האזורים הכהים והבהירים בענני המטען מציינים פונקציות גל חיוביות ושליליות 
  מהמאמר נלקח

A. B. Harris, T. Yildirim, A. Aharony, O. Entin-Wohlman and I. Ya. Korenblit, "Unusual symmetries in the 

Kugel-Khomskii Hamiltonian", Phys. Rev. Lett. 91, 087206 (2003). 

ולנטי בקירוב -שר הקונזכיר שוב כי הקשר היוני והק ולנטי:-היברידיזציה בין קשר יוני לקשר קו

שילוב בין  לונדון הם שני קצוות של הקשר האפשרי בין שני יונים. בדרך כלל יהיה-של הייטלר

בלנדה ושל - השניים. נמחיש זאת על ידי דוגמה: בסעיף הקודם התייחסנו אל הגבישים של צינק

, מיון האבץ יון הגופרית "קיבל" שני אלקטרונים, וורציט כאל גבישים יוניים. בתיאור הזה

נזכור כי , אלקטרונים. בתיאור קיצוני נגדי 2–או  2+ונקודות הסריג מכילות לסירוגין מטענים של 

ולכן הגופרית יכולה להשתתף , המבנה האלקטרוני של גופרית דומה למבנה האלקטרוני של פחמן

כשכל יון , ולנטיים. הקואורדינציה של יון הגופרית בשני הסריגים הנדונים-בארבעה קשרים קו

רומזת שהקשרים הללו צריכים , כזה מוקף על ידי ארבעה יוני אבץ בקודקודים של טטרהדרונים

נראה שגם האבץ , שגם לכל יון אבץ יש ארבעה יוני גופרית שכנים מאחר. 3spלהיות מהטיפוס 

זורית מראה כי ולנטיים מאותו הסוג. הסתכלות בטבלה המח-מקיים ארבעה קשרים קו

10קונפיגורציית היסוד של האבץ כוללת  23 4d sאל הקונפיגורציה , . עירור של שלושה אלקטרונים

8 1 33 4 4d s p , 3מאפשר גם ליון הזה ליצור קשריspכשכל , . התוצאה היא סריג דומה ליהלום

ולנטיים בין יוני האבץ והגופרית. כדי לקבוע את -מפוזרים על הקשרים הקואלקטרוני הערכיות 

ולנטי אפשר לעשות חשבון וריאציוני שכולל -השילוב הנכון בין התיאור היוני לבין התיאור הקו

או חשבון נומרי מקיף יותר לפתרון משוואת שרדינגר עבור כל האלקטרונים. גם , את שניהם

יש שילוב בין קשרים , )2.5.7ון הפרובסקיטים או הקופראטים (איור כג, בגבישים מורכבים יותר

כמו במשוואה , d-ולנטיים. בהרבה מהמקרים הקשרים כוללים גם מצבי-יוניים לבין קשרים קו

  הללו. מה שמחזק את הסימטריה הריבועית או הטטרגונלית של הגבישים, )4.3.17(
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  ואל� דר קשר ונ -גבישימ מולקולריימ   :4.4
  

מטענים  כל הקשרים שנדונו עד כה נבעו מהמשיכה החשמלית בין זוגות של דיפולים מושרים:

 של בין אטומים, למשל, בין יחידות שאין להן מטען חשמליקשרים "משניים" מתקיימים הפוכים. 

החלק הראשון של סעיף זה כולל כמה חישובים  .מולקולות ניטרליותבין או  הגזים האצילים

 אצילים הקשר בין שני אטומים, 4.1כפי שהוזכר בסעיף . כוח המשיכה של ון דר ואלסשנותנים את 

כך שלכל אטום , ענני האלקטרונים בכל אטום זזים ביחס לגרעין נוצר בגלל קיטוב הדדי שלהם;

1 ל אטום אחד הואשהדיפול  אם מומנט .רגעי נוצר מומנט דיפול חשמלי 1Qp r כש) -Q  מטען הוא

ממנו נוצר שדה  Rאזי במרחק , )המטען החיובי והמטען השלילי הוא המרחק בין מרכזי 1r- הגרעין ו

3, חשמלי דיפולי
1 1

ˆ ˆ[( ) ]/R  E p R R p  כאשר)ˆ /RR R  הוא וקטור יחידה בכיווןR , סעיף ראו

וגורם להם לזוז , שדה זה פועל על האלקטרונים של האטום השני ").ומגנטיות בקורס "חשמל 10.3

2, דיפול מושרה וליצור מומנט p E ,כאשר     .גודלו של מומנט זה הוא מקדם הקיטוב

3- מתכונתי ל
2 1 /p p R .עם אנרגיה אלקטרוסטטית , בין שני הדיפולים הללו פועל עכשיו כוח

3- ית למתכונתש
1 2 /p p R 2. הצבתp 2- ית למתכונתאנרגיה ש נותנת לכן 6

1 /p R. שהממוצע  מאחר

2של 
1p  1(אף על פי שהממוצע של  שונה מאפסבדרך כללp (רווח" אנרגטימתקבל , מתאפס" 

  ון דר ואלס בין שני האטומים. רווח זה מייצג את הפוטנציאל המושך של .R/61- י למתכונתש

  4.4.1שאלה 

לקבל את  אפשר) לעומת כל האנרגיות בבעיה בטמפרטורות גבוהות, (כלומר באופן קלאסי

שני דיפולים  האינטראקציה ביןואלס על ידי מיצוע תרמודינמי של  דר האינטראקציה של ון

 שיכולים להצביע בכל כיוון במרחב. האנרגיה של האינטראקציה היא, קלאסיים
3 5

1 2 1 2( ) ( )/ 3( )( )/U R R    R p p p R p R המיצוע נעשה עם המשקל הבולצמני .Ue  ,

)/1 כאשר )Bk T  ,1, כלומר 2 1 2( ) ( ) /U UU d d U e d d e       R R , והאינטגרלים

הראו כי במרחקים גדולים מתקייםשני מומנטי הדיפול.  נים האפשריים שלכיוועל כל ה הם
2 2 6
1 2( ) 4 /(3 )U p p R R.   

  

נתבונן בשני  בחישוב קוונטי תופעת הקיטובכדי להדגים את  חישוב קוונטי של כוח ון דר ואלס:

שיכול ליצור  שלו אלקטרון ל אטוםלכ יש, נו גז אצילנשמימן אי אף על פי של מימן. אטומים

. מתאר את הקואורדינטות של שני הפרוטונים ושל שני האלקטרונים 4.4.1דיפול. איור  מומנט

. 4.3שנדונה כבר בסעיף , H2יכולה להיווצר המולקולה , כאשר שני הגרעינים מתקרבים זה לזה

שמתאר כל  בוהרלעומת הרדיוס של  גדול Rהגרעינים  מניחים כי המרחק ביןלצורך הדיון הזה 

וכל אלקטרון נשאר ליד הגרעין , "ענני" האלקטרונים חפיפה שלכמעט כך שאין , חד מהאטומיםא

ונחשב רק את האנרגיה של שני  קירוב בורן ואופנהיימר נניח שוב את, 4.3כמו בסעיף  ."שלו"

 האנרגיה יחס אלהבא אפשר להתי בשלבהאטומים עבור מרחק קבוע בין הגרעינים שלהם. 

  .גרעיניםה שני בין הפועל האפקטיבי הפוטנציאל כאלשהתקבלה 

  



 281   מנגנוני הקשר בגבישימ :4פרק   

 

  
  

  .b-ו aוהאלקטרונים נמצאים בנקודות , B-ו Aהגרעינים נמצאים בנקודות  שני אטומי מימן. :4.4.1איור 

  

ידי על ניתן האלקטרונים של ההמילטוניאן, הגרעינים שני של המיקום את שקובעים אחרי

ˆ ˆH H  ,כאשר  
  

    

2 2 2 2
2 2

2

ˆ
2 2

1 1 1 1ˆ

BA
A B

B A B A

e eH m r m r

H e
R

   

          R r r R r R r

  ,

.

  )4.4.1(  

  

(בכל מקום יש לחלק את האיברים הקולומביים  SI-. ליחידות הCGSל כתוב ביחידות והכ, שוב[

Ĥואילו , מתאר את שני אטומי המימן המבודדים Ĥההמילטוניאן  ].04 על ידי) 2eשמופיע   

מים הללו. האינטראקציה הזאת מייצג את האינטראקציה הקולומבית בין המטענים בשני האטו

אם נתעלם  אפשר להתייחס אליה כאל הפרעה קטנה.ולכן במרחקים גדולים , Rעם המרחק  קטנה

 במצב היסוד היא Ĥת הגל האלקטרונית העצמית של יפונקצי, מהאיבר הזה

0 100 100( , ) ( ) ( )A B A B  r r r r , 12עם האנרגיה 2 27.2yE R eV    ,כאשר ( )nlm r היא 

 האנרגיה ועם m-ו n ,lעם המספרים הקוונטיים , ת הגל העצמית של אטום המימןינקציפו

2

13.6
nE eV

n
  פרקים בפיסיקה מודרנית").  קורסב 8ביחידה  3בפרק , למשל, (ראו"  

  

נרגיה הא ונפתח את z-ציר כיווןמצביע ב R קטורנניח כי הוֶ , כדי לטפל באיבר הנוסף

  היא התוצאה מובילה בסדר .Br- וב Ar- ב חזקות בטור החשמלית הפוטנציאלית
  

    
2

3
ˆ [ 3 ]A B A B

eH z z
R

    r r ,  )4.4.2(  

  

. במכנה Rשמכילים חזקות גבוהות יותר של , כאשר שלוש הנקודות מייצגות את האיברים הבאים

את  אןכקל לזהות , י הדיפול החשמלי של שני האטומיםהם מומנט Ber- ו Aer- ש מאחר

ו"מנחשים" , אם משתמשים בשיטת הווריאציה אקציה החשמלית בין שני הדיפולים.האינטר

0- שפונקציית הגל במצב היסוד ממשיכה להיות שווה ל 100 100( , ) ( ) ( )A B A B  r r r r , אזי

Ĥהתוספת לאנרגיה של מצב היסוד היא ערך התוחלת של    .שני האיבר ה, למשלבמצב הזה  

100) יצריך את החישוב של 4.4.2(-ב 100Az . מימן  של מצב היסוד של ת הגלישפונקצי מאחר

 .ראשוןעל האיבר ה גם חלול שיקקל לראות שהאינטגרל הזה מתאפס. אותו , סימטרית לשיקוף
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אין תוספת למצב היסוד. כדי לקבל תוספת כזאת אפשר להוסיף ל"ניחוש" של  הזה במצבלכן 

0 "ננחש", פונקציית הגל מצבים מעוררים של כל אטום. למשל 1( , ) ( )A B A c    r r ,כאשר

1 210 210( ) ( )A B   r r  והמקדם המרוכבc התוחלת של האנרגיה ונפתח את ערך , הוא קטן

 מהנרמול נקבל .c-במצב הזה בטור חזקות ב
2 2

| (1 )A c    , 2ולכן 2
1A c .  לכן

  ערך התוחלת של האנרגיה במצב הזה הוא
  

    * *
1 0 1 1 0 2 1

ˆ ˆ2 2 ( )E E c H c H c c E E           ,  )4.4.3(  
  

  וכאשר איברים אחרים מתאפסים , cכאשר הנקודות מייצגות חזקות גבוהות יותר של 

  ונגזור לפיהם , כאל שני משתנים בלתי תלויים c*ואל  c). נתייחס אל 4.4.3(שאלה 

* מתקבלות המשוואות כדי לקבל מינימום של ערך התוחלת.
2 1 0 1

ˆ2 ( ) 0c E E H        

2-ו 1 1 0
ˆ2 ( ) 0c E E H      לכן .c 3-מתכונתי לR ,6-והתיקון לאנרגיה מתכונתי לR .

  האנרגיה הווריאציונית המינימלית שמתקבלת היא
  

2 4 64 21 0 100 210
1 1 16

2 1 2 1

ˆ 4 ( ) ( )
2 2 2

2( ) 2 ( )
B

B

H e z aeE E E EE E a RR E E


      
         

r r
,  )4.4.4( 

  

של בפונקציות הגל ובאנרגיות  תלוי רקו 1הוא מסדר גודל של   חסר הממדים הגודלכאשר 

הן עבור פונקציית ה"ניחוש" שהוצעה לעיל והן  4.4.2הגודל הזה מחושב בשאלה  אטום המימן.

כך שאכן פונקציית , ) הוא שלילי4.4.4עבור פונקציות "ניחוש" כלליות יותר. התיקון במשוואה (

ה"ניחוש" שלנו מורידה את אנרגיית מצב היסוד. התיקון הזה מייצג את האנרגיה הפוטנציאלית 

  ואלס בין שני האטומים. המושכת של ון דר 

  

  4.4.2שאלה 

  ).4.4.3הוכיחו את משוואה (  .א

  ).4.4.4במשוואה (  חשבו את המקדם  ב.

הכלילו את החשבון דלעיל על ידי תוספת מצבים מעוררים אחרים לפונקציית הווריאציה של   ג.

  ? מהו הערך הכללי יותר של מצב היסוד.

  

  4.4.3שאלה 

, גבוהים יותר לסדריםהזה אם ממשיכים את הפיתוח  ).4.4.2(הוכיחו את הפיתוח במשוואה 

  )?4.4.4ואה (ולאנרגיה במש מהו סדר הגודל של התיקון להמילטוניאן? מהו התיקון הבא

  

יש להדגיש כי הטיעון שהוצג עד כאן (הן לגבי האיבר המוביל והן לגבי התיקון שנדון בשאלה 

של כל אטום יש סימטריה כדורית. אף על פי  רק כל עוד לפונקציות מצב היסוד, ) תקף4.4.2

היא איננה נכונה לגבי מולקולות , שבהם נדון עכשיו, שסימטריה זאת נכונה עבור הגזים האצילים

  הסעיף. בסוף הללו במולקולות . נחזור לדון4.3כפי שהוסבר בסעיף , רבות
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של איבר המשיכה שהוצג החישוב , כפי שהוסבר ג'ונס:-לנארד של פאולי ופוטנציאל כוח הדחייה

אפשר -אי, קטן R בחישוב דלעיל). כאשר Ba( גדול לעומת הרדיוס האטומי R לעיל תקף רק כאשר

Ĥויש לבצע חישוב מלא עם , )4.4.2להשתמש בפיתוח ממשוואה (  ) חישוב כזה 4.4.1ממשוואה .(

קרון יהעשאפשר לפרש אותה כפוטנציאל דוחה שנובע מ, ייתן אנרגיה חיובית במרחקים הקטנים

, במקום לבצע את החישוב המלא הזה שני האטומים להתקרב יותר מדי. שאוסר על, של פאולי

 מתארת אתסיף לאנרגיה האפקטיבית שלהומקובל , 4.2ובדומה לטיפול בקשר היוני בסעיף 

 סיון מתבררימהנ קטן. R-שגדל מהר כש, אפקטיבי היהאינטראקציה בין שני האטומים איבר דחי

בגלל נוחיות החשבון . )4.2(ראו דוגמאות בסעיף  שהצורה המפורשת של איבר זה איננה חשובה

12mעם , )4.2.7ואה (וממש 1PUלהשתמש בפוטנציאל  מקובל .  חיבור של פוטנציאל זה עם

   ידי על שניתן, ג'ונס-הפוטנציאל האפקטיבי של לנארדאת הפוטנציאל של ון דר ואלס נותן 
  

       12 6

( ) 4U R R R
 

 
  

 
.  )4.4.5( 

  

 12R של [ששקולים למקדמים המקוריים -ו  כשהפרמטרים, 1.1.1זה מוצג באיור פוטנציאל 

 האנרגיה ושל האורך. הפרמטרים)] קובעים את היחידות של 4.4.4(-) ו4.2.7במשוואות ( 6Rושל 

R ם נבחרו כך שהאנרגיה מתאפסת עבורהחדשי  פרמטרים אלה ניתנים לזיהוי ניסיוני .

מתוך משוואת , (למשל התרמודינמיות של הפאזות הגזיות של החומרים הנדוניםמתוך התכונות 

הערכים הניסיוניים , וניאון ארגון, קריפטון, עבור הגזים האצילים קסנון המצב של ון דר ואלס).

,0.0031הם  0.0104, 0.0140, 0.0200eV  2.74- ו, 3.40, 3.65, 3.98Å  ,.בהתאמה 

 המוצקה. אזהבפ מעט להשתנות עשויים אלה מספרים
  

   דומים ת הקשר הכללית של הגביש תתקבל עתה מסכומיםיאנרגיאנרגיית הקשר של הגביש: 

  ):4.2.1(-ל

    
12 6

12 6
01 01

1
( ) 2

2tot ij
i j

U U R N A AR R
 



               
,  )4.4.6( 

  

  , והמקדמים ניתנים על ידי הסכומים הסריגיים, הוא המרחק בין שכנים קרובים 01R כאשר
  

    
0 0

1
n n

j j
A

p
 ,  )4.4.7( 

  

0כאשר  0 01j jR p R. הם הראשונים האיברים העיקריים הקוביים הסריגים עבור  
  

  
/2

/2 /2

12 6/2 12/2

8 6(3/4) 12(3/8)

FCC n n
n
BCC n n
n

A

A

   

   




 

    /2 /2 /26 12/2 8/3 6/2 24/5SC n n n n
nA      ,  )4.4.8( 

  

מספיק גדול הם נשלטים כמעט לגמרי על  n. עבור (בדקו!) והסכומים האלה מתכנסים יחסית מהר

0 שנובע מהשכנים הקרובים (שעבורם, ידי האיבר הראשון בסכום 1jp ( ,בגלל  עם תיקון קטן
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/02 בגבול הזה מקבלים .השכנים הבאים n
n nn nnnA z z p  , כאשרnnz ו-nnnz הם   

02וכאשר  מספרי הקואורדינציה המתאימים 01p R  הוא המרחק של השכנים השניים  

)nnn=next nearest neighbor(. ביותר סיכום על הרבה איברים בכל סכום עבור הסריגים הנפוצים 

  נותן

  
12 6

12 6

12 6

12.13188 14.45392

12.13229 14.45489

9.11418 12.25330

FCC FCC

HCP HCP

BCC BCC

A A

A A

A A

 

 

 

  

    12 66.20 8.40SC SCA A   .  )4.4.9(  
  

1/6) מתקבל עבור 4.4.6במשוואה ( totUהמינימום של 
12 6/ (2 / )R A A .   

  ) המינימום מתקבל 4.4.9הסריגים בטבלה שמוצגת במשוואה ( עבור ארבעת

/ עבור 1.090, 1.090, 1.068, 1.067R   ,ואנרגיות הקשר המתאימות הן 

2
126/ ( )/( ) /(2 ) 8.610, 8.611, 8.237, 5.69totu U R N A A     .  

  

מספר  נשלטים על ידי) 4.4.8במשואה (שהסכומים  מאחר הסריג של הגזים האצילים:מבנה 

. HCP- וה FCC- שהתקבלה אנרגיית קשר מקסימלית עבור סריגי האין זה מפתיע , השכנים הקרובים

שנובעים מהשכבה שכנים קרובים. האיברים  12 עם, ביותר אריזה צפופהלשני הסריגים יש 

ומתקבל , הסריגים שונים עבור שני) 2.6.3(איור  הללובסכומים  הצפופההשלישית ומעלה באריזה 

הגזים האצילים מסתדרים בדרך כלל , . למרות זאתHCP- לטובת מבנה ה 0.01%של  הבדל זעום

שנוספים לשיקולים , . נראה כי המבנה הסופי רגיש לתיקונים שונים באנרגיית הקשרFCC- במבנה ה

אבל בטמפרטורה סופית יש להתחשב גם , רק את האנרגיהחישבנו , הפשוטים דלעיל. למשל

במספר המצבים השונים שנותנים אותה אנרגיה ובמשקלות הבולצמניים של , באנטרופיה (כלומר

וכנראה האנרגיה החופשית (שכוללת גם אנרגיה וגם , מצבים מעוררים בטמפרטורות סופיות)

החשבונות עד כאן התעלמנו מהאנרגיה בכל , נמוכה יותר. כמו כן FCC- אנטרופיה) של מבנה ה

של  במינימום נייחים הגרעיניםהשתמשנו בקירוב של בורן ואופנהימר והנחנו כי , כלומר, הקינטית

סביב המינימום הזה.  גרעיניםהכללית. בפרק הבא נדון בתנודות של ה האנרגיה הפוטנציאלית

 ילטור הרמוני.צהאפס של אוסתנודות בדומה ל, גם במצב היסוד הקוונטי תנודות אלה קיימות

אבל היא כנראה מספיקה , תנודת האפס הזו קטנה יחסית, בארבעת הגזים האצילים שהוזכרו לעיל

  .(הסבר מלא מתקבל רק אחרי חישוב מדויק) HCP- על פני מבנה ה FCC- כדי להעדיף את מבנה ה
  

תנודת האפס להיות ת ילאנרגיההליום גורמת  המסה הקטנה של אטום המצב שונה עבור הליום.

 הקריטריון של הזכרנו את 3.10. בסעיף יציבות קוונטית של סריג ההליום-וגורמת לאי, גדולה

, בטמפרטורות נמוכות של תנודת האפס לבין קבוע הסריג. שמשווה בין המרחק הממוצע, לינדמן

קיים יציבות של הגביש כאשר מת- הקריטריון הזה נותן אי, 3.10ובקירובים שנדונו בסעיף 

2 2( ) 3 / (2 ) ( )LM c a Ru  , 0.1עםLc  , .בתנאי לחץ רגילים וזה המצב עבור הליום

שקשורים עם העובדה שאטומי הליום , אפקטים קוונטיים ההליום נשאר נוזל גם באפס המוחלט.

 נוזל-עלל הנוזל הזה הופכים את, איינשטיין-שמצייתים לסטטיסטיקה של בוז, הם בוזונים 4
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מייצבים פאזה  אטמוספרות) 25-(מעל כ לחצים גבוהיםנמוכות.  בטמפרטורות חסר צמיגות) (נוזל

ואז הוא מסתדר דווקא , (קלוין) מסדר גודל של מעלה אחת מוצקה של הליום בטמפרטורות

 קטן אטמוספרות) קיים טווח טמפרטורות 1000הרבה יותר (מעל גבוהים . בלחצים HCPבסריג 

   .FCC סריגי של מבנהיש  להליוםגם שבו  ההתכה) טמפרטורתל (מתחת
  

   לבין מבנה, ...ABABAשנוצר משכבות של סריג משולש בסידור , HCP-ההבדלים בין מבנה ה

עדיין מהווים נושא , )2.6.3... של שכבות כאלה (איור ABCABCABCשנוצר מסידור , FCC-ה

של  המחברים מצאו כי ההעדפה, )4.4.2באיור (שמצוטט  2012- במאמר מ, למחקר עכשווי. למשל

צפופה של  נובעת מאופן הגידול של האריזה הצפופה. הם התחילו משכבה מישורית FCC-מבנה ה

הדינמיקה של ספיחת כדורים נוספים. בשכבה השנייה הכדורים  אחריכדורים ועקבו במחשב 

בשני הסריגים הנדונים.  כמו שצפוי, מסתדרים מעל ל"שקעים" שבין הכדורים בשכבה הקודמת

מראה פירמידות שנוצרות מהוספת כדורים בשכבה השלישית ובשכבה הרביעית עבור  4.4.2איור 

, כל אחד מהסריגים. המחברים מצאו כי הפירמידה הימנית יציבה פחות מהפירמידה השמאלית

בשכבה והוספת הכדור העליון בפירמידה הזאת גורמת לעתים קרובות ל"בריחה" של הכדורים 

בכיוון החץ העבה באיור. מצב זה לא קורה בפירמידה השמאלית (החץ שם מראה את , שתחתיו

יציב יותר. הדיון הזה בא להדגים כי אף על פי  FCC-ולכן מבנה ה, הכיוון שבו קשה יותר "לברוח")

שנחקרות , עדיין קיימות הרבה שאלות פתוחות, שהתחום של מצב מוצק קיים יותר ממאה שנים

  היום. דוגמאות רבות אחרות נזכרות במקומות אחרים בספר. עד
  

  
  

נלקח  שתי פירמידות שנוצרות בשלבים של גידול דינמי של אריזות צפופות של כדורים במרחב. :4.4.2איור 
  מהמאמר

S. Heitkam, W. Drenckhan, and J. Fröhlich, "Packing Spheres Tightly: Influence of Mechanical Stability on 

Close-Packed Sphere Structures", Phys. Rev. Lett. 108, 148302 (2012). 

  

1.09Rהתוצאות הן שעבורו , FCC- רוב הגזים האצילים מסתדרים במבנה ה, כפי שצוין    

8.6u-ו . 0.03 של גודל מסדר, נמוכות יחסיתאנרגיות קשר מוש בערכים שצוטטו לעיל נותן שי 

  . יחידה לתא וולט אלקטרון 0.17 עד

  

  4.4.4שאלה 

   .שנשלט על ידי אינטראקציית ון דר ואלס FCC-מבנה השל  נפחחשבו את מקדם ה

  

 גם תקף כאן עד שהוצג הדיוןהאצילים.  הגזים על כאן עד של מולקולות: ואלס דר ון סריגי

 לרוב המולקולות בטבע אין סימטריה, כדורית. כפי שכבר צוין סימטריה בעלות למולקולות
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עם התפלגות מטען שדומה , היא קווית, 4.3שנדונה בהרחבה בסעיף , H2המולקולה , כזאת. למשל

שם). למולקולות קוויות כאלה יש סימטריה לסיבוב סביב ציר  2( 4.3.2לזו שמוצגת באיור 

הגיאומטריה  .(ב)4.1.1כמו באיור , ואפשר לתארן באופן סכמטי על ידי אליפסואיד, המולקולה

ראינו כי עבור , האליפטית הזאת גוררת שני שינויים עיקריים לעומת הדיון הקודם. ראשית

למשל , מולקולות כדוריות האינטראקציה של ון דר ואלס מעדיפה אריזה צפופה של הכדורים

, ל אליפסואידים איננה בהכרח זהה לאריזה צפופה של כדורים. שנית. אריזה צפופה שFCCבסריג 

2 לממוצע המרחבי של מתכונתיש, מומנט קוודרופולילכל מולקולה יש עכשיו  2ˆ[3( ) ]r r n ,

 ). לכן תיתוֹסף עכשיו4.4.5הוא וקטור יחידה בכיוון ציר המולקולה (ראו שאלה  n̂ כאשר

שאפשר לראות מהדיון בשאלה  קוודרופול בין כל שתי מולקולות. כפי- האינטראקציה קוודרופול

 ותלויה, R/51האנרגיה של האינטראקציה הזו דועכת כמו , (או מהקורס "חשמל ומגנטיות") 4.4.5

  המולקולות ובין הקו שמחבר ביניהן.  שתי צירי שבין בזוויות

  

  4.4.5שאלה 

הוא  z-סביב ציר טנזור מומנט הקוודרופול של מולקולה עם סימטריה לסיבוביםהוכיחו כי   א.

2עם המרכיבים , אלכסוני 2/2 3 /2xx yy zz i i iiQ Q Q q r z     , כאשר הסכום הוא

המשולשים מציינים וכאשר הסוגריים , irשממוקמים בנקודות , iqעל המטענים במולקולה 

  מיצוע קוונטי.

  הממוצע מתאפס. הראו גם כי במולקולת המימן מומנט הדיפול החשמלי  ב.

  

הסידורים הסריגיים של מולקולות קוויות (שיכולות להיות מתוארות על ידי אליפסואידים צרים 

דים מראה ארבעה סידורים אפשריים של אליפסואי 4.4.3מאוד) יכולים להיות מסובכים. איור 

ובשורה השנייה הם נמצאים , במישור. בשורה הראשונה צירי האליפסואידים ניצבים למישור

במישור או נוטים כלפיו בזווית שאיננה ישרה. קיימים בטבע גבישים מולקולריים בעלי כל אחד 

  ממדי המישורים העוקבים יכולים להיות זהים או שונים.-ובסידור התלת, מהמבנים הללו
  

  
  

  מהמאמר נלקח במישור. אליפסואידים של שונים סריגים :4.4.3איור 
B. Donnio, S. Buathong, I. Bury and D. Guillon, Liquid crystalline dendrimers, Chem. Soc. Rev. 36, 1495 (2007). 
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מתברר שהאינטראקציה של ון דר ואלס "מעדיפה" , כמו עבור מולקולות עם סימטריה כדורית

צירי המולקולות בסריג הזה אינם מקבילים , גם עבור אליפסואידים. עם זאת FCCבדרך כלל סידור 

מראה את אחד המבנים של  4.4.4איור , ויש להם נטייה שונה בנקודות שונות בסריג. למשל, זה לזה

. האריזה של FCCזה היה סריג , ת היו נקודתיות. אילו המולקולוCO2הגביש שבנוי מהמולקולות 

 XYהאליפסואידים והאינטראקציה בין מומנטי הקוודרופול גורמים למולקולות בכל מישור 

המולקולות , כשציריהן נטויים בזווית סופית כלפי המישור. לעומת זאת, להסתדר במקביל זו לזו

ולכן המבנה הסופי הוא טטרגונלי , שנמצאות במישורים שכנים מסתדרות כמעט בניצב אלה לאלה

ואפילו עבור מולקולות , F2ולפעמים אורתורומבי. מבנים דומים קיימים עבור מולקולות כמו 

  .DNAכמו  ביולוגיות אורגניות ארוכות כמו המולקולות שיוצרות גבישים נוזליים ועבור מולקולות

  

  
  

  מהאתר . נלקחCO2 הגבישיים של אחד המבנים :4.4.4איור 
http://www.webelements.com/compounds/carbon/carbon_dioxide.html 

  

הוא עדיין נושא למחקר עכשווי. איור , H2, הגביש שבנוי ממולקולות המימן של הסריגי המבנה

מראה ארבע אפשרויות של , איור)בכיתוב ל(המקור מצוין  2012-שנלקח ממאמר שפורסם ב, 4.4.5

קיימת אפשרות שתחת לחץ מספיק גבוה היונים יתקרבו , סידור המולקולות במישור. עם זאת

, ויתקבל סריג של יונים, ואז ייתכן שהמולקולות תתפרקנה לאטומים בודדים, מאוד זה לזה

  מתכת., כלומר –בסריג  היונים לכל משותפים כשהאלקטרונים
  

(א), וכפי 4.1.1כמו באיור חשמלי,  מומנט דיפולהמצב מסתבך עוד יותר, אם למולקולות יש 

)], ולכן 4.4.2[משוואה ( R/31. האינטראקציה בין הדיפולים דועכת כמו 4.3שראינו בדיונים בסעיף 

עכשיו יש לסדר לא רק את המיקומים של המולקולות ואת כיווני הצירים שלהן, אלא גם את 

  הכיוונים הוֶקטוריים של מומנטי הדיפול שלהן. סכומים דיפוליים, מהטיפוס
  

  
3

1 ˆ ˆ3( )( )i j i ij j ij
ij ijR 

      p p p R p R,  )4.4.10( 

  



 פי�יקה של מצב מוצק  288

 

  
  

הסריגים  C2/c-במישור. במקרה המסומן ב המימןים אפשריים של מולקולות ידורס :4.4.5איור 
 סתדריםבכל המקרים האחרים הם מ. ABCDA המשולשים שמופיעים באיור מסתדרים במרחב בסידור

  נלקח מהמאמר .ABAבסידור 
V. Labet, P. Gonzalez-Morelos, R. Hoffmann, and N. W. Ashcroft, "A fresh look at dense hydrogen under 

pressure. I. An introduction to the problem, and an index probing equalization of H–H distances", J. Chem. Phys. 
136, 074501 (2012). 

  

שנדונו , מתכנסים גם הם על תנאי (כמו הסכומים על האינטראקציות בין מטענים נקודתיים

הדגם שעליו מחשבים. האינטראקציה ותוצאות הסכום תלויות בצורת השפות של , )4.2בסעיף 

ˆ הזאת מסובכת: אם המומנטים הדיפוליים של שתי מולקולות מקבילים לוֶקטור
ijR  שמחבר

32מתקבלת האנרגיה , ביניהן /i j ijp p R , ולכן "מרוויחים" אנרגיה כאשר שני הדיפולים מקבילים

ˆ המומנטים הדיפוליים ניצבים לוֶקטור אם שני, זה לזה. לעומת זאת
ijR , מתקבלת האנרגיה

3/i j ijp p R ,חישובים  מקבילים זה לזה.-ולכן "מרוויחים" אנרגיה כאשר שני הדיפולים אנטי

של מציג תוצאות אופייניות  4.4.6איור , כאלה הם מחוץ להיקף של קורס זה. רק לצורך הדגמה

מינימיזציה נומרית של האנרגיה הדיפולית עבור סריג מישורי כללי. החִצים מייצגים את 

  דיפולים. ותא היחידה מכיל שמונה, ההיטלים של מומנטי הדיפול על המישור

  

  
  

 ,/http://loto.sourceforge.net/loto נלקח מהאתר במישור. דיפולים סריג תוצאת חישוב נומרי של :4.4.6איור 
  .Takeshi Nishimatsu של ברשותו
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  הקשר המימני  :4.5
  

החיובי  שבו המטען, להרבה מולקולות יש מבנה דיפולי, 4.3כפי שראינו בסעיף  הקשר המימני:

בסעיף הקודם (א)]. 4.1.1ני צדדים נגדיים של המולקולה [למשל איור והשלילי מרוכזים בש

המצב  .שיש להן מומנטי דיפול התוצאות האפשריות של האינטראקציה בין מולקולות הזכרנו את

כשהמולקולות הדיפוליות מכילות מימן. מפני שלמימן יש רק אלקטרון ערכיות , מורכב יותר

גרעין המימן , ולנטי בתוך המולקולה-על הקשר הקווהאלקטרון הזה "נמצא" בעיקר , אחד

הפרוטון יכול , (כלומר הפרוטון) נשאר כמעט חשוף בצִדה החיצוני של המולקולה. מהסיבה הזאת

וכך נוצר , להגיע למרחקים קטנים מאוד מענני האלקטרונים בצד השלילי של מולקולות שכנות

ר המתאימה גבוהה יחסית לאנרגיה של "רווח" גדול של אנרגיה אלקטרוסטטית. אנרגיית הקש

והוא שולט על המבנה של הרבה חומרים בטבע , "קשר מימניקשר ון דר ואלס. הקשר הזה נקרא "

  מימן). שמכילות תמיד הרבה יוני, בגבישים של מולקולות אורגניות או ביולוגיות, (למשל

  

ביותר היא  ת הפשוטותאחת המולקולות המקוטבו קשר מימן בין מולקולות של מימן פלואורי:

מיקומי האלקטרונים , 4.3.5ובשאלה  4.3.10. כפי שראינו באיור HF, המולקולה של מימן פלואורי

פירמידה , סביב גרעין הפלואור מכוונים אל הקודקודים של טטרהדרון קצת מעוות (כלומר

של  ששלוש פינות הבסיס שלו "מאוכלסות" על ידי מצבים זהים, משולשת שוות שוקיים)

אל  שקשור, והקודקוד הרביעי מכיל את יון המימן, הפלואור שמכילים שני אלקטרונים כל אחד

ולנטי. הגרעין החיובי של המימן חשוף לכן כלפי חוץ ויכול להתקרב מאוד -יון הפלואור בקשר הקו

יון המימן של , למטענים שליליים על מולקולה שכנה. אם שתי מולקולות כאלה מתקרבות זו לזו

, ולקולה אחת "יעדיף" להתקרב אל אחד מ"ענני" המטען השלילי של המצבים ה"כפולים"מ

כך שבצד אחד , על ציר שמחבר בין שני גרעיני הפלואור, וייווצר קשר מימני בין שתי המולקולות

נמצא יון המימן של מולקולה אחת ובצד האחר נמצא אחד משלושת המצבים שמאוכלסים על ידי 

(א). מולקולות נוספות יכולות עכשיו 4.5.1כמו באיור , מולקולה השנייהשני אלקטרונים ב

להתקרב וליצור קשרי מימן נוספים עם שתי המולקולות הללו. בדוגמה של מימן פלואורי מוצק 

(ב). על הקו שמחבר שני אטומי 4.5.1שמתוארת סכמטית באיור , ממדית- זג חד-נוצרת שרשרת זיג

ולנטי -ש תמיד יון מימן יחיד. המימן הזה קשור בקשר קופלואור שכנים בשרשרת הזאת י

ובקשר מימני אל ענני המטען השלילי של הפלואור שבצדו האחר. כפי , לפלואור בצדו האחד

בשרשרת  משני צידי הפלואור ולנטי לבין הקשר המימני-הזווית בין הקשר הקו, שמסומן באיור

אחת משתתפת בקשר , ונקציות היברידיות: עכשיו כל פלואור מוקף בשלושה סוגי פ116היא 

אחת (עם אִכלוס כפול) "פונה" אל הקשר המימני ושתיים נוספות מכילות את , ולנטי-הקו

המצבים הנותרים עם האִכלוס הכפול. חישוב מלא צריך לעשות אופטימיזציה של כל הזוויות 

אחרים שראינו  3spי אבל הערך שנמדד דומה לערכים של הזוויות בין קשר, שבין הקשרים הללו

. שימו לב שלשרשרת יש שני מצבים אפשריים: אפשר להחליף בבת אחת את הקשר 4.3בסעיף 

להזיז את כל המימנים , כלומר, ולנטי עם הקשר המימני בין כל זוג של פלואורים שכנים-הקו

וקשר מימני עם הפלואור  ולנטי עם הפלואור שמימינו-ימינה כך שלכל מימן יהיה קשר קו
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במקרים אחרים הניוון הזה יכול , והאנרגיה הכללית לא תשתנה. כפי שנראה עוד מעט, שמשמאלו

  להיות גדול הרבה יותר.
  

    
  (ב)  )א(

  
הכדורים , הפלואור יוניהגדולים מתארים את  הכדוריםשל מולקולות מימן פלואורי.  זוג(א)  :4.5.1 איור

והכדורים הקטנים , את ענני המטען של המצבים של פלואור שמאוכלסים פעמייםהבינוניים מתארים 
הקו הישר בין שני יוני הפלואור מתאר את הקשר המימני בין יון המימן שקשור  מתארים את יוני המימן.

 שרשרת של מולקולות כאלה.(ב)  לפלואור הימני לבין אחד מענני המצבים הכפולים של הפלואור השמאלי.
 קשרי מתארים והקווים הארוכים המקווקווים, ולנטיים-ם הקצרים המלאים מתארים קשרים קוהקווי
  בפיקומטרים). ניתנים הגרעינים בין (המרחקים מימן

  

החומר אל  בטמפרטורת החדר מימן פלואורי הוא גז. כשמקררים את מימן פלואורי: של הסריג

 לראות אפשרכפי ששבנוי מהשרשרות שתוארו לעיל. , הוא הופך לגביש מוצק, 190K-מתחת ל

שני יש אותה לאורך השרשרת יש מחזוריות של שתי מולקולות: לכל פלואור , (ב)4.5.1באיור 

השרשרות הללו מסתדרות במקביל זו , ממדיים שקיימים-אחד המבנים התלתמסתבר שבסביבה. 

, קציה הדיפולית בין המולקולותהאינטרא, זאת עם אחד הצירים של סריג אורתורומבי. לזו על

, והאפשרות ליצור יותר מקשר מימן אחד סביב כל פלואור, ואלס דר יחד עם האינטראקציה של ון

  .היום גם שממשיך להיחקר, פאזות רבות ושונות של החומר הזה ותמאפשר

  

יבי ן כי הקשר המימני אפקטנציי, לפני שנעבור לחומרים אחרים ולנטי:-הקשר המימני כקשר קו

, כמו חנקן, במיוחד עבור קשרים בין מימן לבין יונים מהחלק הימני העליון של הטבלה המחזורית

ולכן יון , חמצן או פלואור. יונים אלה מכילים רק את שתי ה"קליפות" האלקטרוניות הראשונות

המימן יכול להתקרב מאוד אל הגרעינים שלהם. עד כאן תיארנו את הקשר המימני כמשיכה 

קולומבית פשוטה ו"קלאסית" בין המטען על המימן ובין המטען על היון השלילי במולקולה 

קיים גם הסבר קוונטי לקשר הזה. כמו בדוגמה של המימן , כמו בקשר היוני. עם זאת, השכנה

הקשר המימני נוצר תמיד מההתקרבות של המימן אל מצב שמאוכלס על ידי שני , הפלואורי

של המימן  100המצב , הפלואור). ללא היון השלילי הזה, שלילי (למשלאלקטרונים על היון ה

שאִתו יש לו קשר בתוך , F1ולנטי מולקולרי עם אחד המצבים של היון - משתתף בקשר קו

1 למשל, המולקולה המקורית
111
F ,ס על ידי מאוכל, שקראנו לו "המצב הקושר", ומצב משותף זה

 קושר" בדיון לעיל) איננו מאוכלס. אם-שני אלקטרונים. המצב השני של שני היונים (ה"אנטי

2למשל , מצרפים את המצב המאוכלס פעמיים של היון השלילי
111
F , אפשר עכשיו ליצור
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טי המקורי ולנ- שני המצבים שמשתתפים בקשר הקו, קומבינציות לינאריות של שלושת המצבים

 וכך נוצרים שלושה מצבים חדשים שמשותפים למימן ולשני שכניו:, והמצב של היון השלילי
1 2

100 111 1 1 1
( )F F

i i iA        כל אחד מהמצבים הללו כולל סכום של שלושת המצבים .

המקוריים הללו עם מקדמים מספריים שונים. מצבים אלה צריכים עכשיו להתאכלס על ידי 

ושניים מהמצב , אחד מהפלואור שאליו הוא קשור במקור, אחד מהמימן, ארבעה אלקטרונים

המאוכלס פעמיים של הפלואור השני. ארבעת האלקטרונים יכולים לאכלס את שני המצבים 

כמו , והמצב השלישי יישאר ריק, שהם בעלי האנרגיות היותר נמוכות, החדשים (מתוך השלושה)

ם רבים האנרגיה הכללית של המצבים החדשים קושר" במקרה הקודם. במקרי-המצב ה"אנטי

ולנטי המקורי ובפלואור השני. במצב -נמוכה יותר מהאנרגיה של המצבים הנפרדים בקשר הקו

הזה כל ארבעת האלקטרונים נמצאים במצבים מולקולריים שמשותפים לשלושת הגרעינים. עבור 

, צבים הללו יהיו סימטרייםהמ, שבו משני הצדדים של המימן נמצא אותו היון, F-H ---Fהקשר 

שמבוסס על מדידות , 4.5.1ונצפה למצוא את המימן במחצית המרחק בין גרעיני הפלואור. איור 

 הוא האמיתי ממקם את המימן קרוב יותר לאחד מיוני הפלואור ומלמד אותנו שהקשר, נסיוניות

  שילוב של שני סוגי הקשרים. 
  

השונות  בפאזות, כלומר, מיםמופיעה בגבישים של הדוגמה החשובה ביותר של קשרי מימן  קרח:

ולנטיים -הקו הקשרים בין שני 104.5 במולקולת המים יש זווית של, כפי שהסברנו לעיל. קרחשל 

עוד שני זוגות של  לכל אטום חמצן יש, כמו כן ).4.3.11(איור בין החמצן לשני המימנים 

אל שני הקודקודים האחרים של  שמאכלסים מצבים היברידיים ש"מצביעים", אלקטרונים

כששתי מולקולות מים מתקרבות זו , כמו במקרה של מימן פלואורי הטטרהדרון המעוות מעט.

שחשוף כלפי הצד , עודף חיובי בעל מטען שהואהמימן ( יוןתהיה משיכה קולומבית בין , לזו

צן במולקולה אטום החמאחד מענני המטען הכפול של ל אחת מהן אל ש) החיצוני של המולקולה

 מאחר. (א)4.5.2איור כפי שמודגם ב, בין המימן והחמצן הללו מימניולכן ייווצר קשר , היהשני

כל אחת משתי מולקולות מים מימן מ יוןהוא ימשוך , כאלה יםשלכל חמצן יש שני "עננים" שלילי

, םחמצן יהיה מוקף על ידי ארבעה אטומי חמצן אחריאטום כל  כך שבסופו של דבר, אחרות

ולנטיים עם -קום" יהיו קשרים ידריהנים ה"טטרכיוום מהיבשני .וןדרהבמבנה שדומה לטטר

 נים האחרים יהיו קשרים מימנייםכיווואילו בשני ה, שמחוברים אל אותו חמצןאטומי המימן 

ין זה מפליא שאטומי החמצן א, כיווניםאם ממשיכים את המבנה הזה בכל ה למולקולות שכנות.

, הפאזה הקובית של קרח . פאזה כזאת אכן קיימת בטבע: זוהידמוי יהלוםסריג יוצרים 

ומופיעה רק בטמפרטורות נמוכות. , זאת אינה נפוצה כל כךהפאזה ה .(ב)4.5.2איור ב תמתוארש

(שגם  קרח סגונלית שלקהפאזה ההמקבלים בדרך כלל את , כשמקפיאים מים בתנאים רגילים

זאת דומה הפאזה (ג)] ה4.5.2רציט). במבט מלמעלה [איור בדומה לוו, היא בנויה מטטרהדרונים

הקשרים  שבין תזוויוה גרפיטי מתעוות כדי לאפשר אתאלא שכאן כל מישור במבנה ה, לגרפיט

  במולקולות המים.
  

   



 פי�יקה של מצב מוצק  292

 

  

  

  
  (ב)  (א)

    

  
  (ג)

  
כל יון חמצן מוקף על ידי ארבעה  מולקולות שכנות.ים בין מולקולת מים לבין ארבע הקשר(א)  :4.5.2איור 

המבנה הקובי (ב)  ולנטי ושניים שקשורים אליו בקשר מימני.-שניים שקשורים אליו בקשר קו, יוני מימן
  .סגונלי של קרחקהמבנה הה(ג) של קרח. (דמוי יהלום) 

  

כמו , המבנה ההקסגונלי של הקרח "אחראי" גם לצורות היפות של פתיתי שלג פתיתי שלג:

שקופא באטמוספרה. , . פתית שלג "צומח" בדרך כלל מגביש קטן של קרח4.5.3בדוגמאות באיור 

עם זוויות , בעלת שש פאות שניצבות לבסיס, לגבישון ההתחלתי הזה יש צורה של מנסרה משושה

, מים נוספות אבל מולקולות, הגביש ממשיך לגדול על כל פאה ).3.6.1(ראו איור  ביניהן 120של 

 .ולא יגיעו פנימה יתנגשו בענפים הללו, שמנסות לנוע אל הרווח בין הענפים שצומחים מכל פאה

  המשושה. תוך כדי שמירה על הסימטריה, התוצאה היא פיצולים חוזרים של הענפים

  

 קשרי מימן

 קשר מימן
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  נלקחו מהמאמר שלג.י של פתיתאות דוגמ :4.5.3איור 
K. G. Libbrecht, "The physics of snow crystals", Rep. Prog. Phys. 68, 855 (2005). 

  

ידועות עד  16( הסיבה העיקרית לקיומן של פאזות כה רבות של קרח כללי הקרח והאנטרופיה:

מוקף כל חמצן  הגדולה של כל אחד מהמבנים הגבישיים שתוארו לעיל: אנטרופיהקשורה בהיום!) 

על ידי סידורים  המבנה ואפשר לקבל את אותו, ולנטיים ושני קשרי מימן- קום על ידי שני קשרי

שחושבה על ידי , האנטרופיה של מצב היסוד שבהם מחליפים בין הקשרים הללו. רבים ושונים

הללו ). לפי הכללים ice rules( "הקרח כללי" נקבעת על ידי הכללים הקרויים, 1935- ב 1לינוס פאולינג

סביב כל יון חמצן יש בדיוק שני , צריך לבנות את גביש הקרח בכפיפות לשני אילוצים. ראשית

ולנטיים ושני קשרי מימן. יש שש אפשרויות לבחור שני קשרים מתוך ארבעה. אם יש - קשרים קו

כל קשר בין שני חמצנים  על, אפשרויות כאלה. שנית 6Nישנן בסך הכול , מולקולות מים Nבגביש 

אבל כל , קשרים (סביב כל חמצן יש ארבעה קשרים 2N חייב להימצא רק יון מימן אחד. בגביש יש

האפשרויות שנובעות מהספירה הקודמת כלולות גם  6Nאחד מהם משותף לשני חמצנים). בין 

ולנטיים על אותו חיבור בין שני חמצנים (קשר אחד ליד כל - י קשרים קואפשרויות שבהן סופרים שנ

אחד מהחמצנים) או שני "ענני" מטען שמייצגים מצבים שמאוכלסים בכפילות (אחד ליד כל חמצן). 

ולנטי מצד אחד ו"ענן" מטען מהצד האחר. רק - נוסף על כך יש שתי אפשרויות שבהן מופיע קשר קו

21/2- ולכן צריך לכפול את המספר הכללי של אפשרויות ב, קבילות שתי האפשרויות האחרונות N .

26מספר התצורות שמקיימות את כללי הקרח (הניוון) הוא , בסך הכול /2 (3/2)N N NW   .

logשימוש בהגדרת האנטרופיה של בולצמן נותן לכן  log(3/2)B BS k W k N  זוהי אנטרופיה .

, שגודלה מתכונתי לגודל הדגם. האנטרופיה הזאת ניתנת למדידה תרמודינמית, נסיביתאקסט

  הזאת. והערכים הנמדדים אכן קרובים מספרית לתוצאה

  

                                                        
לאופי הקשר הכימי ועל המבנה של מולקולות גדולות, וכן , על מחקריו הקשורים 1954קיבל פרס נובל בכימיה,   1

  .1962פרס נובל לשלום, 
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  4.5.1שאלה 

  .formaldehyde( ,CH2O( נתבונן במולקולה של פורמאלדהיד

מהי ההיברידיזציה של פונקציות הגל שמשתתפות בקשרים  איך נראית המולקולה הזאת?  א.

  ולנטיים?-הקו

 מולקולות עםשבו לכל חמצן יש שני קשרי מימן , לבנות סריג מלבני ממורכז אפשרהראו כי   ב.

  שאפשרי? היחיד המבנה זה האם שכנות.

  

  

  גבישימ מתכתיימ  :4.6
  

ממוקמים ליד  כל האלקטרונים היו, בכל הדוגמאות של גבישים שהוזכרו לעיל מבודדים ומתכות:

אם ביונים (בקשר היוני) ואם , אם באטום עצמו (כמו בגזים האצילים), האטומים ש"תרמו" אותם

 ולנטי המשותף לשני אטומים. (דוגמאות יוצאות מהכלל הזה עסקו באלקטרוני - על הקשר הקו

האלקטרונים לא היו חופשיים שפונקציות הגל שלהם נפרסו על כל הסריג במישור.) מאחר ש, בגרפן

והחומרים הנדונים היו , הם לא יכלו להגיב לשדה חשמלי חיצוני ולנוע על פני הגביש, לזוז ממקומם

כאל  מתכתאפשר להתייחס אל ה, 4.1 . המצב שונה במתכות. כפי שהזכרנו בסעיףמבודדיםכולם 

והאלקטרונים הללו , ושבה כל אטום "תורם" את אלקטרוני הערכיות של, מולקולה אחת גדולה

) שתיארה את 4.3.16כמו במשוואה (, מתוארים על ידי פונקציות גל שמשותפות לכל היונים בסריג

האלקטרונים המשותפים לאטומי הפחמן במולקולת הבנזן. הפריסה של פונקציית הגל של 

האלקטרון ומאפשרת תזוזה של , האנרגיה הקינטית שלו האלקטרון על פני כל הסריג מקטינה את

   טובה. חשמלית מוליכות מתקבלת ולכן, חשמלי על פני הסריג כשמפעילים שדה
  

מצבים מ תיאור סכמטי של המעבר מציג 4.6.1איור  ממוקמים:בלתי ו ממוקמיםמצבים 

ממוקמים בלתי מצבים של האלקטרונים על היונים (משמאל) ל) localized(ממוקמים 

)delocalized (אטום  אם כל על כל הסריג (מימין). של כל אלקטרון "פרוסה"ת הגל ישבהם פונקצי

הוא קומבינציה  ממוקם כזהבלתי אזי כל מצב , נתרן), חד (למשלתורם אלקטרון ערכיות א

כל  תלויים כאלה. בגלל עקרון פאוליבלתי מצבים  N ולכן יש, האטומייםהמצבים  Nלינארית של 

ראה איך ממלאים בהדרגה את המצבים הללו על נ 6בפרק  אלקטרונים. 2מצב כזה יכול לאכלס 

 המצבים ובטמפרטורות נמוכות, לות בהדרגההאנרגיות של המצבים הללו עו. ידי האלקטרונים

   ".פרמי רמת" שנקראת לאנרגיה עד מתמלאים

  
  

 משמאל), המעבר ממצבים אלקטרוניים ממוקמים (כל אלקטרון צמוד ליון ש"תרם" אותו :4.6.1איור 
  מימין)., הסריג כל על "פרוס" אלקטרון (כל ממוקמיםבלתי ה למצבים
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החישוב המלא של אנרגיית הקשר של מתכות מחייב  דיון איכותי באנרגיית הקשר של מתכות:

וזה , ללמוד קודם על המכניקה הקוונטית של האלקטרונים בפוטנציאל המחזורי של היונים

בעים את המבנה הגבישי ואת אנרגיית שקו, . נזכיר כאן רק שיקולים כלליים6ייעשה בפרק 

כל אטום "תורם" , ליתיום או נתרן), הקשר. במקרה הפשוט של גביש של מתכת אלקלית (למשל

שנפחו שווה לנפח , אלקטרון יחיד. מקובל לבטא את התוצאות במונחים של הרדיוס של כדור

34, וזהו נפח תא היחידה, הממוצע שתופס אלקטרון בסריג /3sr V .  מראה כי  6החשבון בפרק

/התנע של האלקטרון ברמת פרמי הוא מסדר גודל של  sr , ולכן האנרגיה הקינטית הממוצעת של

2אלקטרון במתכת ניתנת לכתיבה בצורה  2
1 1( / ) /(2 ) /s sC r m C r , כאשרm  היא מסת האלקטרון

הצורה הכללית מוכתבת משיקולי , הוא קבוע חסר ממדים (פרט לערך של הקבוע הזה 1C-ו

/-אזי התנע היחיד שאפשר לקבל מתכונתי ל, הוא האורך היחיד בבעיה srממדים: אם  sr .(

2/3נותן  ])6.3.7[משוואה (החשבון המפורט 
1 (3/5)(9 /4)C  לאנרגיה החיובית הזאת יש .

להוסיף עכשיו את התרומות של האנרגיה הפוטנציאלית הקולומבית בין האלקטרונים לבין 

, 4.2החשבון הזה דומה לסכום מדלונג שהופיע בסעיף  הגרעינים ובין האלקטרונים לבין עצמם.

התוצאה , היוני בדומה למקרהטרונים. אלא שעכשיו יש אינטגרלים רציפים על מיקומי האלק

2נרשמת בצורה  /(2 )se r , כאשר  הוא קבוע אופייני לסריג הנדון. אם מניחים צפיפות קבועה

עבור שלושת הסריגים  1.792-אזי מתברר שהקבוע הזה קרוב מאוד ל, במרחב של האלקטרונים

) ויהלום SC )1.760קטנים יותר עבור סריגי אבל הוא מקבל ערכים , BCC-ו FCC ,HCPהצפופים 

). זו הסיבה לכך שרוב המתכות מסתדרות במבנים הצפופים הנזכרים לעיל (ראו איור 1.671(

שקשורים , )exchange( חילוףאנרגיית האנרגיה הכללית מכילה גם איברים של , ). לבסוף2.6.1

, של היונים השכנים [ראושל האלקטרון ליד יון מסוים עם פונקציות הגל ת הגל ילחפיפת פונקצי

, שנובעים גם הם מהפוטנציאלים הקולומביים, שאיברים אלהמתברר  )].4.3.8משוואה (, למשל

2 נותנים תוצאה מהצורה /(2 )se r  ,כאשר  2/- שווה בערך ל  אפשר היה "לנחש" את)

הוא  sr- כי הנחנו ש, משיקולי ממדים, וגם את הצורה של האנרגיה הקולומבית, הצורה הזאת

  החישוב המקורב הזה נותן את האנרגיה, בסך הכול האורך היחיד בבעיה).
  

    2 2
1 / ( ) /(2 )s sE C r e r    .  )4.6.1(  

  

2מינימיזציה נותנת 
1/ 4 / ( ) 1.6s B Br a C e a      האופייניים  . ערך זה קטן לעומת הערכים

ששימש  וההבדל נגרם עקב פשטות המודל, 6-ל 2שהם מסדר גודל בין , במתכות האלקליות

   לקבלת התוצאות האלה.
  

שב"קליפה"  הפשטני שתואר לעיל התחשבנו רק באלקטרוני הערכיות במודל מתכות המעבר:

 ב"קליפות" הפנימיות. בפועל יש גם אינטראקציות בין האלקטרונים החיצונית של כל אטום.

שיכולים ליצור  d מנגן או טיטניום יש גם אלקטרוני, ברזל, נחושתלמתכות המעבר כמו , למשל

. s- בנוסף לקשר המתכתי בין אלקטרוני ה, )4.3.12ולנטיים עם שכניהם (בדומה לאיור -קשרים קו

 יותר עוד לחזק וכך בגביש האחרים היונים עם ליצור קשרי ון דר ואלסהיונים יכולים גם , כמו כן

  הכללית. הקשר אנרגיית את
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  מגנטיות  :4.7
  

בסעיף זה  ננסה, הטיפול במערכות מגנטיות דורש קורס נפרד. עם זאת מומנט הדיפול האטומי:

, 2.10עיף להמחיש כמה מהעקרונות הפיסיקליים שאחראיים לתופעות המגנטיות. כפי שציינו בס

קיימים הרבה חומרים שעוברים מעברי פאזה מגנטיים. לכל אטום או יון יכול להיות מומנט 

כך , שמתאפס מעל לטמפרטורת המעבר וגדל מתחת לטמפרטורה הזאת, דיפול מגנטי ממוצע

הוצגו  3.13-ו 2.10. בסעיפים iμמקבל בטמפרטורות נמוכות את הערך  iשערכו בנקודת הסריג 

ורבים מהסידורים הללו מקטינים את , דוגמאות לסידורים אפשריים של המומנטים הללו

מסודרת מעל לטמפרטורת המעבר) ומגדילים את תא היחידה. בלתי הסימטריה (לעומת הפאזה ה

תיאר גם איך מזהים את המבנים המגנטיים בניסיונות של פיזור נויטרונים. המומנט  3.13סעיף 

 (שנמדדים ביחידות של Sועם הספין שלו  Lהמגנטי של כל אלקטרון קשור עם התנע הזוויתי שלו 

( ,( )B eg  μ L S ,2.00232 כאשרeg   של האלקטרון  המקדם הגירומגנטיהוא  

2)/9-ו ) 5.788 10 /B e mc eV Gauss     1בפרק , למשל, (ראו בוהר של המגנטוןהוא 

  מודרנית"). בפיסיקה "פרקים בקורס 4ביחידה 
  

, דיפול מגנטיים כאלהסטטית בין שני מומנטי -האינטראקציה המגנטו
3ˆ ˆ3( )( ) /i j i ij j ij ijR     μ μ μ R μ R , 2היא מסדר גודל של 3/B R ,410- ששווה בערך ל eV עבור 

2ÅR  האנרגיה הזאת נמוכה בהרבה מ, (בדקו!). פרט למקרים מיוחדים -B ck T , כאשרcT  היא

ולכן היא איננה יכולה להסביר את קיומם , טמפרטורת המעבר האופיינית למעברי פאזה מגנטיים

טמפרטורה של מעבר פאזה היא מסדר גודל של אנרגיית של המעברים הללו; בדרך כלל ה

דיפול) המקור -האינטראקציה שאחראית למעבר. נראה עכשיו כי (בניגוד לאינטראקציה דיפול

  העיקרי של המגנטיות במוצקים הוא קוונטי. 
  

הראינו כי המצב הספיני של שני אלקטרונים חייב  4.3בסעיף  האנרגיות של סינגלט וטריפלט:

סימטרי לחילוף -בהתאמה עם המצב המסלולי הסימטרי או האנטי, סינגלטי או טריפלטילהיות 

שמקובל , בין האלקטרונים. הפרש האנרגיות בין שני המצבים הללו הוגדר כאנרגיית החילוף

T לסמנה על ידי SE E J   0, (במקרה של מולקולת המימןJ .(  הספין לריבועשמאחר 

אפשר באופן , לטריפלט 2-לסינגלט ו 0, הכללי של שני האלקטרונים יש רק שני ערכים אפשריים

2פורמלי לרשום את האנרגיה הכללית של שני המצבים בצורה 
12( ) /2SE E J  S ביטוי זה .

במצב הטריפלטי. יש לזכור שההפרש באנרגיות נובע  TE-במצב הסינגלטי ול SE- שווה ל

והכתיבה הזאת (באמצעות הספינים) היא רק , מהדחייה הקולומבית בין האלקטרונים במרחב

2 פורמלית. הצבה של 2 2
12 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) 2 3/2 2      S S S S S S S נותנת עכשיו  

  
    0 1 2E E J  S S,  )4.7.1(  

  

0כאשר  3 /4 ( 3 )/4S S TE E J E E     כשמשקללים, "מרכז המסה" של שתי האנרגיותהוא 

  .1:3 שלהן הניוונים יחס לפי אותן
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0Jכאשר   ,אכן מועדף המצב הסינגלטי. במקרה הזה המכפלה , כמו במולקולת המימן

2, הסקלרית של שני הספינים שלילית 2 2
1 2 12 1 2( ) ( ) ( ) /2 3/4       S S S S S , ולכן הם

לפעמים האנרגיה במצב הטריפלטי נמוכה יותר (האנרגיות , לזה. לעומת זאתמקבילים זה -אנטי

שיכולות להיות , תלויות באינטגרלים השונים על האינטראקציות הקולומביות ועל פונקציות הגל

0Jמסובכות יותר מבמימן). במקרה הזה   ,לזה זה מקבילים ובמצב היסוד הספינים ,

2 2 2
1 2 12 1 2( ) ( ) ( ) /2 1/4      S S S S S אבל בגלל , (הזווית בין שני הספינים היא חדה

כך שהספינים אינם בדיוק מקבילים; , המכניקה הקוונטית היא איננה שווה בדיוק לאפס

הסתכלות על שלושת מצבי הספין של הטריפלט מראה כי בשניים מהם יש לשני הספינים השלכות 

  ללו הפוכות).אבל במצב השלישי ההשלכות ה, z-זהות על ציר
  

שנקרא , )4.7.1אנרגיה אפקטיבית של שני ספינים שכנים מהצורה ( שנותןתהליך נוסף  חילוף:- על

ופותח  1934-ב )Hendrik Kramersהוצע על ידי הנדריק קרמרס (, )super-exchange" (חילוף-על"

בין , 1977- בפיסיקה בשקיבל פרס נובל , Philip Anderson)משמעותי על ידי פיליפ אנדרסון (באופן 

כשעל כל , היתר על תרומותיו לתאוריה של מגנטיות בחומר. נסתכל על שני יונים שכנים בסריג

מוגבל להיות ממוקם  אלקטרוןאם האחד מהם יש מצב מסלולי שמאוכלס על ידי אלקטרון יחיד. 

הוודאות -עקרון אי בגלל, קינטית גדולה תהיה לו אנרגיה יאז, אל יונים אחרים בלי לזוז, היון ליד

הוא מסדר גודל של האזור שבו ממוקם  R-כש, R/(התנע הוא מסדר גודל של  של הייזנברג

עם אנרגיה , מעוררנגיע למצב , שכןה אל היוןהזה ידלג  אלקטרוןאם ה, זאת לעומת. האלקטרון)

שכבר ישנו על  אלקטרוןהזה ל אלקטרוןה הקולומבית בין היבגלל הדחי, פוטנציאלית גבוהה יותר

יכולים להימצא  אלקטרוניםשני ה, יח" אנרגיה קינטית. בגלל עקרון פאוליואבל "נרו, היון השכן

ואה והפוכים זה לזה. שימוש במש שלהם הספינים רק אם יון השכןבאותו מצב קוונטי מסלולי ב

אנרגיה כמו במשוואה ותן לבסוף נ, בסכום nכשהמצב המעורר הזה מופיע כאחד המצבים , נ)4.3(

אותה תוצאה מתקבלת גם בחשבון וריאציוני: מתחילים מהמצב שבו יש  .שלילי Jעם , )4.7.1(

ומוסיפים אליו מצב מעורר שבו שני האלקטרונים נמצאים על אחד משני , אלקטרון אחד בכל יון

יקון לאנרגיית מצב היסוד היונים. המצב המעורר הזה חייב להיות סינגלטי בגלל עקרון פאולי. הת

). לכן "כדאי" לשני 4.4.4במשוואה (, למשל, כפי שקיבלנו, שנובע מהתוספת הזאת יהיה שלילי

   .שלילי J) ועם 4.7.1וניתן להציג את התוצאה עם משוואה (, האלקטרונים להיות במצב הסינגלטי
  

תחילה מיון אחד אל כשהאלקטרון "מדלג" , חילוף נפוץ מאוד בתחמוצות של מתכות המעבר- על

- יון חמצן וממנו אל היון השכן. למעשה קרמרס הציע את התהליך הזה כדי להסביר את האנטי

. התהליך הזה חשוב גם להבנת 3.13שהוזכרה כבר בסעיף , פרומגנטיות של תחמוצת המנגן

. הגיאומטריה היחסית של מיקום 2.17שנדונה בשאלת החזרה , המגנטיות בלנתנום קופראט

  שלילי.  או חיובי להיות Jחילוף -העל למקדם לגרום ים השונים יכולההיונ
  

יש לסכם על המומנטים , באטום (או ביון) הרבה אלקטרונים יש כאשר :כללי זוויתי לתנעהכללה 

תוך התחשבות בכללים הקוונטיים של חיבור תנע זוויתי. כך מתקבל תנע זוויתי , המגנטיים שלהם

ואפשר לקשר אליו את המומנט המגנטי הכללי. בהקשר של מגנטיות , כללי של האטום (או היון)
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על ידי הוֶקטור חסר  iבמוצקים מקובל לסמן את התנע הזוויתי הכללי הזה של האטום מספר 

iולרשום  iSהממד  B ig μ S , כאשרg הוא מקדם גירומגנטי מוכלל (שגם הוא חסר ממדים ,

1/2S). במקרה הזה יש להכליל את המקרה של 1מסדר גודל של   , והאנרגיה עשויה לכלול

קומבינציות שונות ומורכבות של מרכיבי התנעים הזוויתיים הללו. דיון במקרה הכללי חורג 

 3.13או בסעיף  2.10רבים מהמבנים המגנטיים שהוצגו בסעיף , מהמסגרת הנוכחית. עם זאת

שמכלילים את אנרגיית החילוף שנדונה לעיל. , יכולים להיות מוסברים גם על ידי מודלים פשוטים

נדון רק במצב היסוד , בפרט .ביותר הפשוטים במודלים בדיון ביתרת הסעיף הזה נסתפק

   קוונטיים. ה"קלאסי" של מומנטים מגנטיים שממוקמים על אטומים בגביש ונתעלם מאפקטים
  

, הכללי של האטום (או היון)תי זוויאת התנע ה במודל הייזנברג מסמנים הייזנברג:מודל 

התנע הזוויתי עצמו יתקבל על ידי ( iSקטור חסר הממד על ידי הוֶ , של הסריג iבאתר  שממוקם

שלם - יכול לקבל ערך שלם או חצי, S, ). המספר הקוונטי שמתאים לוֶקטור הזה-הכפלה ב

וקיים , כלשהו
2

( 1)S S S) האנרגיה המודל של הייזנברג מניח כי, )4.7.1. באנלוגיה למשוואה 

  ידי על ניתנת הספיניות החופש לדרגות הקשורה
  

    ˆ
M ij i j

ij
H J

 
   S S,  )4.7.2(  

  

(כל זוג מופיע בסכום רק פעם אחת). במצב היסוד  בסריג אתרים כאשר הסכום הוא על זוגות של

ולכן גם הממוצעים הקוונטיים של המומנטים , iSקטורים הממוצעים הקוונטיים של הוֶ 

i המגנטיים B ig μ S ,של המגנטי הסידור את קובעים אלה ערכים מוגדרים. ערכים מקבלים 

   הנדונה. המערכת
  

) הוא מסובך ואיננו מתאים 4.7.2חישוב מלא של רמות האנרגיה של ההמילטוניאן הקוונטי (

אם מתייחסים אל , לקורס זה. במקרים מסוימים אפשר לקבל הערכה איכותית של התוצאות

כלשהו כאל וקטורים בעלי אורך קבוע וכיוון , כלומר, כאל וקטורים קלאסיים iSהוֶקטורים 

האנרגיה  שמייצג את, )4.7.2ומוצאים את הערכים שלהם שנותנים ערך מינימלי לביטוי (, במרחב

האנרגיה נמוכה  יאז, חיוביים ijJ אם כל המקדמיםשל רמת היסוד. להלן נשתמש בקירוב הזה. 

הפאזה יוצר את זה  וסידור, 2.10.1Bכמו באיור , מקבילים זה לזה iSקטורים יותר כאשר כל הוֶ 

המומנטים הממוצעים על כל  ששווה לסכום, קיים מומנט מגנטי כללי של הגביש :הפרומגנטית

   .היונים/אטומים
  

אנרגיית החילוף נובעת מאינטגרלים על פונקציות גל שבהן מחליפים את מיקומי האלקטרונים 

האינטגרלים הללו דועכים אקספוננציאלית עם המרחק בין האטומים. , כןבין שני האטומים. ל

אם , לכן בהרבה מקרים מספיק לכלול בחשבון רק זוגות של שכנים קרובים. בהנחה הזאת

 על אטומים שכנים jS- ו iSקטורים נקבל אנרגיה נמוכה יותר כאשר הוֶ , יםשלילי ijJ מיםהמקד

, מקבילים למומנט זה-כל המומנטים השכנים למומנט מסוים יהיו אנטי לזה. זה מקבילים-אנטי

 פרומגנטי-האנטי. זהו המצב 3.13.2בצד שמאל של איור  Gאו במצב  2.10.1Cכמו למשל באיור 
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אם יש , מקבילים זה לזה. עם זאת-אנטישבו המומנטים של שכנים קרובים תמיד , הפשוט ביותר

יכול להיווצר , פרומגנטית גם בין שכנים קרובים וגם בין שכנים רחוקים יותר-אינטראקציה אנטי

ויכולים להתקבל מבנים מגנטיים מסובכים יותר. נמחיש זאת על ידי , )2.10"תסכול" (ראו סעיף 

עם אנרגיות , )4.7.2מילטוניאן מהצורה (. נניח ה3.13.2כמו באיור , הדוגמה של סריג קובי פשוט

 next nearestבין השכנים הבאים ( 2J- ו )nearest neighbors=nn( בין שכנים קרובים 1J חילוף

neighbors=nnn.(  נמצא עכשיו את האנרגיה המינימלית של ההמילטוניאן הקלאסי הזה. ממשוואה

0שלושת המבנים מתוארים על ידי , )3.13.4( ii
i e  K RS S זהו גל מישורי עם וקטור הגל .K .

הרבה מבנים מגנטיים מתוארים על ידי גלים כאלה. עבור וקטורי הגל שמופיעים במשוואה 

2) מתקיים גם 3.13.5( 1iie  K R 2. לכן המכפלה הסקלרית ( )
0

i ji
i j e    K R RS S S  תלויה רק

לתרומות של השכנים  שוות i-ה במרחק בין זוג המומנטים. מכאן שכל התרומות של שכנים לאתר

  ואפשר לרשום, לראשית
  

    1 0 2 0( /2)M j j
j nn j nnn

E N J J
 

     
  

 S S S S,  )4.7.3(  

  

ˆ, כאשר הסכום הראשון הוא על ששת השכנים הקרובים של הראשית ˆ ˆ, ,j a a a   R x y z ,

ˆ, השכנים הבאים 12והסכום השני הוא על  ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ,j a a a a a a      R x y y z x z הגורם של .

 ולכן ,j ועל i לשני סכומים על, ij, כי העברנו את הסכום על זוגות, לפני הסכום מופיע 1/2

ונרמול פעמיים. ההצבה של הביטוי המפורש עבור המכפלה הסקלרית  קשר כל כולל הסכום

2- אורכי המומנטים כך ש
0 1S לבסוף את האנרגיה לתא יחידה נותנים ,  

  

  

1

2

( ) ( )/ [cos( ) cos( ) cos( )]

[cos( ) cos( ) cos( )

cos( ) cos( ) cos( )]

x y z

x y x z y z

x y x z y z

e E N J K a K a K a

J K a K a K a K a K a K a

K a K a K a K a K a K a

     

    

     

K K

 

  
  

1

2

[cos( ) cos( ) cos( )]

2 [cos( )cos( ) cos( )cos( ) cos( )cos( )]

x y z

x y x z y z

J K a K a K a

J K a K a K a K a K a K a

   

  .  )4.7.4( 
  

 אחד בטמפרטורה אפס אפשר להתעלם מהאנטרופיה ולחפש את מינימום האנרגיה. גזירה לפי כל

  , התנאי לערך קיצון את נותנת K הוֶקטור ממרכיבי
  

  1 2sin( ){ 2 [cos( ) cos( )]} 0x y zK a J J K a K a    )4.7.5( 
  

 ערך קיצון ייתכן כאשר, ועוד שתי משוואות דומות שבהן מחליפים בין הצירים. לכן

sin( ) 0xK a   1או כאשר 2cos( ) cos( ) /(2 )y zK a K a J J   , ועוד שני תנאים דומים (בהחלפת

  ) נותנות את האפשרויות האלה:4.7.5משוואות ( הצירים). בסופו של חשבון
  

(000) (0,0,0)a K ,(00 ) (0,0, )a K ,(0 ) (0, , )a  K ,( ) ( , , )a   K  

  (0 ) (0, , )a  K ,( ) ( , , )a        K ,( ) ( , , )a   K,  )4.7.6( 
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1כאשר  2cos ' 1 /(2 )J J    ,1 2cos 1 /(2 )J J   ,1 2cos /(4 )J J   שלושת הפתרונות .

2האחרונים אינם מקיימים את ההנחה  1iie  K R , ולכן אינם קבילים למקרים שמעניינים

ף פעם אינם נותנים הם א, )4.7.4אם מציבים את הפתרונות הללו במשוואה (, אותנו. בכל מקרה

יופיעו כמובן עוד שני , מינימום של האנרגיה. יחד עם כל פתרון שבו אחד הצירים שונה מחבריו

  , האנרגיות ) נותנת עכשיו את כל4.7.4(-ב פתרונות שבהם מחליפים בין הצירים. הצבה
  

    1 2(000) 3 6e J J   ,1 2(00 ) 2e J J    ,1 2(0 ) 2e J J  ,  

    1 2( ) 3 6e J J   ,2
1 2 21(0 ) 2 /(2 )e J J J J   ,  

    2
1 2 21( ) 2 /(2 )e J J J J       ,2

21( ) 3 /(8 )e J J  .   )4.7.7( 
  

 כל אחת בתחום שבו המצב, )2J (א) מראה את שש האנרגיות הללו (ביחידות של4.7.1איור 

1כפונקציה של , המתאים קיים 2/J J 20. כאשר J  10וגם J , האנרגיה המינימלית מתקבלת

(000)עם , עבור המצב הפרומגנטי 0K  .(שני סוגי הקשרים מעדיפים ספינים מקבילים זה לזה)

20כאשר  J  10אבל J ,פרומגנטי הפשוט (-המינימום מתקבל עבור המצב האנטיG  באיור

)) עם 3.13.2 ) ( , , )a   K אים בהשכנים ה, מקבילים זה לזה- (השכנים הקרובים אנטי

20 כאשרואין שום תחרות ביניהם). , מקבילים זה לזה J , יש להפוך את הסימנים של

2 שהמצב הפרומגנטי קיים גם עבור ואז רואים, (א)4.7.1האנרגיות באיור  10 4J J   , והמצב

1פרומגנטי הפשוט קיים גם עבור -האנטי 24 0J J   כי בשני המקרים האנרגיה של השכנים)

2 בתחום, ת"). לעומת זאתהקרובים "מנצח 14 0J J  פרומגנטי -"מנצח" המצב האנטי

0)עם , )3.13.2(איור ימני  Cמטיפוס  ) (0, , )a  K ,1 ואילו בתחום 20 4J J    "מנצח"

00) עם, )3.13.2(איור אמצעי  Aפרומגנטי מטיפוס -המצב האנטי ) (0,0, )a K בשני המקרים .

(ב) מציג את ארבעת האזורים במישור 4.7.1האחרונים אפשר גם להחליף בין הצירים. איור 

1 2J J "וכל אזור , שבהם מתקיים כל אחד מהמבנים הנדונים. איור כזה נקרא "דיאגרמת פאזה

מאפשרים לזהות מבנים מגנטיים בתוכו מייצג פאזה אחרת של החומר המגנטי. שיקולים דומים 

  למשל המבנה של תחמוצת המנגן., יותר מורכבים

  

    

  (ב)  )א(
  

1 כפונקציה של היחס 2J) ביחידות של 4.7.7(א) האנרגיות במשוואה ( :4.7.1איור  2/J J ,20 כאשר J .
מייצגות את ארבעת המבנים  A ,C ,G ,F). האותיות 4.7.4דיאגרמת הפאזה של המינימה של משוואה ( (ב)

  ).4.7.3המגנטיים האפשריים במצב היסוד של ההמילטוניאן (
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הכיוונים המרחביים של יש לציין כי מודל הייזנברג איננו מספיק כדי לקבוע את  מודל איזינג:

למשל , איזוטרופיות לאנרגיה- נקבעים על ידי תרומות אנ על כל יון. כיוונים אלה הספינים

האינטראקציה מהאינטראקציה בין התנע הזוויתי הספיני לבין התנע הזוויתי המסלולי (שנקראת 

). אינטראקציה זאת מקשרת בין הסימטריות של כיווני הספין spin-orbit interaction, מסילה- ספין

) easy axes" (הצירים הקליםוקובעת את הכיוונים שנקראים "לבין הסימטריות של הסריג המרחבי 

דיפול מקשרת בין כיווני המומנטים - גם האינטראקציה דיפול שבכיוונם יצביעו הספינים השונים.

המגנטיים לבין כיווני הוֶקטורים המרחביים. האינטראקציה הזאת מתוארת על ידי משוואה 

עים שם מוחלפים על ידי המומנטים המגנטיים או על כאשר המומנטים החשמליים שמופי, )4.4.10(

i, ידי הספינים i i p μ S מרכיבי הספין שמקבילים לוֶקטור , 4.4. כפי שכבר תיארנו בסוף סעיף

- ואילו המרכיבים הניצבים נוטים להיות אנטי, שמחבר ביניהם נוטים להיות מקבילים זה לזה

איזוטרופיה שקובעת את כיווני הצירים הקלים חזקה - האנ, ימקבילים זה לזה. במקרה קיצונ

 הזה . במקרהz- ציר בכיוון למשל, והמומנטים המגנטיים מוגבלים להצביע רק בכיוון אחד, מאוד

  ) מקבלת את הצורה4.7.2משוואה (
  

    ˆ z z
M ij i j

ij
H J S S

 
 ,  )4.7.8(  

  

1zכך שאפשר לבחור , ובמקרה הפשוט כל ספין יכול לקבל רק שני ערכים
iS   הביטוי הזה .

. התצורות של הספינים שאפשריות במודל הזה )Ising model(" מודל איזינג"לאנרגיה נקרא 

 כל הפתרונות שקיבלנו בשורה השנייה של משוואה, שונות מהתצורות של מודל הייזנברג. למשל

  ) אינם קבילים עוד.4.7.6(
  

רושמים  שהוזכרה קודם לכן עוסקת בסריג המשולש. אם דוגמה אחרת ותסכול:הסריג המשולש 

של שכנים  עם אנרגיית חילוף שלילית זהה לכל זוג, ) עבור הסריג הזה4.7.2את ההמילטוניאן (

0J, קרובים  (ואנרגיה אפס לזוגות רחוקים יותר) ,ל אזי אין סידור של הספינים שבו כל זוג ש

מקבילים זה לזה. האנרגיה של משולש בודד היא -ספינים שכנים קרובים יהיו אנטי

1 2 1 3 2 3( )E J      S S S S S S אזי האנרגיה , מקבילים זה לזה-אנטי 2-ו 1. אם הספינים

": האינטראקציות שלו עם שני מתוסכלכי הספין השלישי ", Jהכללית של המשולש היא רק 

ומתקבלת אותה אנרגיה בלי תלות בכיוונו של הספין , הספינים האחרים מבטלות זו את זו

אזי קל לבדוק כי תתקבל , אם מרשים זוויות כלליות בין כל זוג ספינים, השלישי. לעומת זאת

. במקרה הזה האנרגיה של 120 אנרגיה מינימלית כאשר הזווית בין כל זוג ספינים שכנים היא בת

3א המשולש הי /2J  ולכן קל להשתכנע כי , הסריג המשולש כולו בנוי ממשולשים ).4.7.1(שאלה

מאוכלסים  C-ו A ,B-שבו האתרים שמסומנים ב, 2.3.6מצב היסוד של הסריג כולו מתקבל מאיור 

עם זווית של , B-ו A: אם בוחרים את הספינים באתרים 120-בספינים שהזוויות ביניהם שוות ל

120 אז הספין באתר , ]2.10.2[ראו גם איור  ביניהםC  חייב להצביע בכיוון השלישי. כל צלע של

וכך נקבעים כיווני , קובעת עכשיו את הספין בנקודה שמשלימה אותה למשולש ABCהמשולש 

  הספינים בכל הסריג המשולש.
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  4.7.1שאלה 

 כאשר מתקבלת פרומגנטיים- רים אנטיהוכיחו שהאנרגיה האופטימלית של משולש עם קש

  .120-ל שווה ספינים שני כל בין הזווית

  

, הייזנברג נציין כי הפתרון שתואר זה עתה עבור הסריג המשולש קביל עבור מודל תסכול וניוון:

אבל איננו קביל עבור מודל איזינג. במודל איזינג הספינים חייבים להצביע תמיד בכיוון אותו 

כול נשאר בעינו. מתברר שבמודל איזינג יש הרבה מאוד תצורות שנותנות אותה ולכן התס, הציר

אפשר לבחור  2.10.2באיור , ולמצב היסוד יש לכן אנטרופיה סופית (כמו לקרח). למשל, אנרגיה

-ואת כל הספינים בתת, סריג אחד (הנקודות הגדולות) בכיוון "למעלה"-את כל הספינים על תת

הסריגים - נוניות) בכיוון "למטה". קל לבדוק שכל הקשרים בין שני תתסריג אחר (הנקודות הבי

כל ספין , . לעומת זאתJוכל קשר כזה תורם אנרגיה , הללו "מרוצים" (ההיפך מ"מתוסכלים")

הסריגים הקודמים. -הסריג השלישי מחובר אל שלושה ספינים ששייכים לכל אחד מתת-על תת

ולכן הספין הזה "מתוסכל" ויכול להצביע בכל אחד משני , הללו "הפוכות" זו לזוהשלשות 

הוא  Nכאשר , 32N/הכיוונים בלי להשפיע על האנרגיה. זה נותן ניוון של מצב היסוד של לפחות 

ספות כי יש הרבה אפשרויות נו, המספר הכללי של הספינים במערכת. למעשה הניוון גדול יותר

לקבל אותה אנרגיה בסידורים אחרים של הספינים. הניוון גדל בהרבה עבור סריגים כמו סריג 

  שבו כל משולש יכול להימצא בכמה מצבים אפשריים., )2.2הקגומה (שאלת חזרה 

  

  4.7.2שאלה 

בין שכנים קרובים  1Jעם אנרגיות חילוף , )4.7.2ממדי מתואר על ידי ההמילטוניאן (- מגנט חד

)nn( 2-וJ ) בין השכנים הבאיםnnn .כל אחת מהאנרגיות הללו יכולה להיות חיובית או שלילית .(

1i, מניחים כי הספינים מנורמלים S  2(אפשר תמיד "לבלוע" את
iS  בתוך אנרגיות

עבור יחסים שונים של שתי האנרגיות  מהו הסידור המגנטי במצב היסוד ה"קלאסי"החילוף). 

  )?4.7.8הללו? איך תשתנה התשובה עבור ההמילטוניאן (
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  נושאימ במכניקה קוונטית  נ�פח:
  

שנכללים  הנספח הזה מסכם נושאים במכניקה קוונטית שדרושים כדי לעקוב אחרי כמה חשבונות

 טכני או להסתפק בשימוש תלמידים שלא למדו קוונטים יכולים ללמוד את הנספח בספר זה.

  נ).4.4( עד נ)4.1( בנוסחאות שמסוכמות, העיקריות בתוצאות
  

שתלויה , Ψ, מרוכבת ת גלימצב קוונטי מתואר על ידי פונקצי פונקציית הגל ומרחב הילברט:

ובזמן. לצורך הקורס הזה מספיק לדון על  קואורדינטות המרחביות של החלקיקים במערכתב

נתעלם כאן מהתלות בזמן. מצב קוונטי של חלקיק יחיד ולכן , פונקציות הגל הרגעיות בזמן נתון

)ממדי מתואר על ידי הפונקציה - במרחב תלת ) r ,שתלויה במיקומו של החלקיק במרחב .

, לחלקיק יחיד
2 3( ) d r r  3היא ההסתברות למצוא את החלקיק באלמנט הנפחd r ליד r. 

 וערכה נותן את, תלויה בקואורדינטות של כל החלקיקים במערכת 2, במקרה היותר כללי

. צפיפות ההסתברות למצוא את החלקיקים במקומות שניתנים על ידי הקואורדינטות הללו

אם  ":מרחב לינארימהוות " האפשריות כל פונקציות הגל, במינוח שלקוח מאלגברה לינארית

גם הקומבינציה  יאז, לתאר את המערכת שיכולות הן פונקציות גל 2-ו 1 פונקציות שתי

1, הלינארית שלהן 1 2 2    ,1המקדמים המרוכבים  עם 2- ו , ית גל אפשריתיפונקצהיא ,

החיבור הזה של פונקציות גל משקף את  .הילברט מרחבשנקרא , לינארי ש"חברה" באותו מרחב

של שני  התאבכותההתכונה הגלית של המערכת הקוונטית: הקומבינציה הלינארית מייצגת את 

 להמכפלכל זוג פונקציות במרחב מגדירים גם  הגלים המתוארים על ידי שתי פונקציות הגל.

*, ןשלה סקלרית
1 2 1 2|     ,שבהן תלויות  הקואורדינטותהאינטגרל הוא על כל  שרכא

-האינטגרל הוא על המרחב התלת, פונקציות הגל. עבור פונקציות הגל שמתארות חלקיק יחיד

ממדי שבו נמצא החלקיק. מאחר שסכום ההסתברויות על כל המרחב שבו נמצא החלקיק צריך 

, הנרמול דרישתכל פונקציה צריכה לקיים את , 1-שווה ללהיות 
2

| 1     לחלקיק)

  האינטגרל הוא על נפח המרחב שבו נמצא החלקיק). , יחיד
  

משוואת  כל פונקציית גל צריכה להיות פתרון של והאנרגיות העצמיות: שרדינגר משוואת

ˆשרדינגר. הפתרונות שאינם תלויים בזמן פותרים את המשוואה 
n n nH E   , כאשרĤ  הוא

ואין , כאן בסימון של "כובע" מעל לאופרטור קוונטי (נשתמש אופרטור ההמילטוניאן של המערכת

שנקרא , n וכאשר האינדקס דה במרחב)קטורי יחילוֶ  "כובע" לבלבל סימון זה עם הסימון של

עבור חלקיק יחיד , לדוגמה .מבחין בין הפתרונות השונים, "המספר הקוונטי של האנרגיה"

 של ערך עצמימאופיין על ידי  n). כל פתרון 4.3.1אופרטור ההמילטוניאן ניתן על ידי משוואה (

. כל מדידה של האנרגיה של המערכת חייבת לתת את אחד מהערכים העצמיים nE, המשוואה

" (או פונקציה עצמית) של האנרגיה. מצב עצמינקראת גם " nהללו. פונקציית הגל המתאימה 

שמתקיים ,כלומר, תואורתונורמליאפשר להוכיח כי האוסף הזה של מצבים מקיים 

|n m nm   ,כאשר nm וקטורי , כמו במערכת צירים קרטזית הדלתא של קרונקר. היא

הערכים  נסדר אתהם וקטורי יחידה) ווֶקטורים שונים ניצבים זה לזה. , הבסיס מנורמלים (כלומר

0, העצמיים בסדר עולה 1 2 nE E E E     . בהרבה מקרים רמות האנרגיה מנוונות ,
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ואז מבחינים בין הפונקציות העצמיות , כך שלאותה אנרגיה ייתכנו יותר מפונקציה עצמית אחת

 אוהמצבים העצמיים הללו ההמנוונות באמצעות מספרים קוונטיים נוספים (ראו להלן). אוסף כל 

 מצבפירוש הדבר ש של המערכת. הגל האפשריות שכולל את כל פונקציות, הילברט בסיס למרחב

בצורה  תן לכתיבהשל המערכת ני Ψשהו כל
0 n nn a


   ,ם עם מקדמים מרוכביna שימוש .

, בדרישת הנרמול
2

| 1    ,ובתכונת האורתונורמליות ,|n m nm   , נותן

שהמקדמים בסכום מקיימים 
2

0
1nn a


 (!בדקו).  

  

המצבים , עם תנאי שפה מחזוריים V שמוגבל לנוע בנפח, עבור חלקיק חופשי :חופשי חלקיק

ie/העצמיים הם מהצורה  V  k r
k , והערכים העצמיים המתאימים הם

2( ) ( ) /(2 )E mk kמשפט פורייה קובע כי הפונקציות הללו אכן , 3בנספח לפרק  . כפי שראינו

, מהוות בסיס לכל הפונקציות במרחב. משפט פורייה הוא מקרה פרטי של המשפט שנוסח לעיל

שקובע כי הפתרונות של משוואת שרדינגר תמיד מהווים בסיס למרחב הילברט. במקרה הזה 

)למשל כי מתקיים , רמות האנרגיה מנוונות ) ( )E E k k , וניתן להבחין בין הפונקציות

  (ראו להלן). kהמנוונות באמצעות הערכים השונים של 
  

אם מפעילים את אופרטור ההמילטוניאן על הפונקציה  ממוצעים (ערכי תוחלת):

0 n nn a


   ,מקבלים, ואז כופלים את התוצאה סקלרית בפונקציה הזאת   
  

    
2*

,

ˆ| |n m m n m n n
n m n

H a a E a E      . 

  

 מאחר שמתקיים
2

0
1nn a


 , ממוצע כאפשר לפרש את אגף ימין של המשוואה הזאת

כאשר , על הערכים שמתקבלים במדידות של האנרגיה משוקלל
2

na  הוא הסיכוי לקבל במדידה

Eˆ. מקובל לכן לסמן nEאת הערך העצמי  H   ,כאשר באופן כללי מסמנים 

1 2 1 2
ˆ ˆ|H H    . " או פשוט "התוחלת" של התוחלת ערךהממוצע הזה נקרא גם "

  ס "פרקים בפיסיקה מודרנית").קורב 6ביחידה  3(ראו בפרק   האנרגיה במצב
  

 שכל המקדמים מאחר קירוב הווריאציה:
2

na להשתכנע קל, 1-וסכומם שווה ל, אינם שליליים 

  ויוןוהש-באי

   
2*

0
ˆ ˆ

n n
n

E H H a E E         )4.1נ( 

  

חישוב הממוצע של האנרגיה  לכןבכל האיברים מקטינה את הסכום).  0Eעל ידי  nE(החלפת 

דרך אחת למצוא  .0E, ת מצב היסודילאנרגי שווהתן תמיד תוצאה גדולה או ייבכל מצב קוונטי 

ר את ולבחו, גל של פונקציות בחרהזה עבור מ הממוצע אתלחשב בקירוב את מצב היסוד היא 

הערך הממוצע הזה עשוי הנמוך ביותר של ממוצע האנרגיה.  ית הגל שנותנת את הערךיפונקצ

אזי הערך הזה יכול לתת , אבל אם המבחר שבחרנו הוא מספיק רחב, להיות גבוה מהערך האמיתי

של  כל ניחוש :במכניקה הקוונטית ווריאציהשיטת הזוהי קירוב טוב לאנרגיה של מצב היסוד. 

של הבעיה שרוצים  מצב היסוד תילאנרגיעליון תן אנרגיה ממוצעת שמהווה חסם ית גל ייפונקצי
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 את האנרגיה יקטין, למבחר ת גלולמשל על ידי הוספת פונקצי, הניחוש ר. שיפור שללפתו

  היסוד. של מצב לערך המבוקש התוצאה תאויקרב  המחושבת
  

  נ4.1ה שאל

2, ממדי- עבור ההמילטוניאן של אוסצילטור הרמוני חד  א. 2 2 2 2ˆ ( /2 )( / ) ( /2)  H m d dx m x ,

21/4ית גל מהצורהיפונקצ בשיטת הווריאציה מנסים /2( ) ( / ) xx e     חשבו את .

 את השוו . הפרמטר של כפונקציה ומצאו את המינימום שלה, האנרגיה הממוצעת

   המדויקת. היסוד מצב יתילאנרג התוצאה

6Ĥמוסיפים להמילטוניאן את ה"הפרעה"   .ב x  ,ומשתמשים באותה פונקציית גל. מהו 

 חשבו את התיקון לאנרגיה בסדר המוביל, קטן עבור  שנותן אנרגיה מינימלית?  הערך של

  .-ב

  

בפרק זה השתמשנו רק בשיטת הווריאציה. שיטה  תורת ההפרעות למצבים שאינם מנוונים:

תורת ים העצמיים של מערכת קוונטית נקראת "מקורבת חלופית לחישוב האנרגיות והמצב

ואנחנו מציגים כאן את השיטה הזאת לשם השלמות. בהמשך , )perturbation theory" (ההפרעות

אנחנו  במקרים רביםנראה כי ניתן לקבל את כל התוצאות שנפרט להלן גם בשיטת הווריאציה. 

, 0Ĥפשוט  המילטוניאןשל ואת הערכים העצמיים מכירים את המצבים העצמיים 
(0) (0) (0)

0
ˆ

n n nH E   ,אבל עכשיו ברצוננו להוסיף איבר חדש להמילטוניאן ,Ĥ  , שייקרא להלן

לכל אנרגיה עצמית , כלומר, נדון תחילה במקרה שבו הערכים העצמיים אינם מנוונים ."הפרעה"
(0)
nE  (0)מתאים רק מצב עצמי אחד (או פונקציה עצמית אחת

n .(ואת שרדינגר והפתרון של מש

0 עבור ההמילטוניאן
ˆ ˆ ˆH H H   מחפשים שיטות מקורבות ולכן , עלול להיות קשה לביצוע

, 1לעומת  הוא קטן  הממד חסרלהלן נניח כי המקדם  .המצבים העצמיים ה"חדשים"להערכת 

פונקציות הגל נסמן את  .מקדם הזהבטור חזקות ב התוצאהשל  פיתוחותורת ההפרעות נותנת 

, nE- ואת האנרגיות העצמיות המתאימות ב n-העצמיות של ההמילטוניאן החדש ב

0
ˆ

n n nH E  . הקטן  פיתוחים בטור של פונקציית הגל ושל האנרגיה במקדם נניח:   
  

    (0) (1) 2( )n n n O      , 
(0) (1) (2)2 3( )n n n nE E E E O     . 

  

ˆ הצבה במשוואת שרדינגר
n n nH E   ,(0) החסרה של (0) (0)

0
ˆ

n n nH E   האיברים והשוואת 

  נותנים האגפים בשני של  גודל מסדר
  

    (0) (1) (0) (1) (1) (0)
0

ˆ ˆ
n n n n n nH H E E      . 

  

 ידי על משמאל כפל
*(0)

m   נותנים סקלרית) מכפלה (כלומר ואינטגרציה 
  

    (0) (0) (0) (0) (0) (1) (1)ˆ ( ) |m n n m m n n nmH E E E        ,  )4.2(נ 
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כאשר השתמשנו בזהות 
* *(0) (1) (0) (1) (0) (0) (1)

0 0
ˆ ˆ |m n m n m m nH H E               , שאפשר

להוכיח על ידי אינטגרציה בחלקים (השוויון השמאלי מבטא את העובדה שההמילטוניאן הוא 

n אופרטור הרמיטי). עבור m (1) מקבלים (0) (0)ˆ
n n nE H   עבור . n m מקבלים

(0) (0)
(0) (1)

(0) (0)

ˆ
| m n

m n
n m

H

E E

  
  


  ולכן, 

  

    
(0) (0)

(1) (0) (1) (0) (0)
(0) (0)

ˆ
| m n

n m n m m
m m n n m

H

E E

  
      


 , 

  

-כאשר השוויון הראשון ניתן לבדיקה ישירה על ידי כפל ב
*(0)

m
   וכאשר התעלמנו , ואינטגרציה

mמהאיבר עם  n )דרישת הנרמול נותנת  
  

(0) (1) (0) (1) (0) (1)1 | | 1 2 Re |n n n n n n n n                         

  

(0)כשהנקודות מייצגות סדרים יותר גבוהים בפיתוח. לכן  (1)|n n iy    הוא מספר מדומה

(0)ובסדר הזה אפשר לכתוב , טהור (0) (0)i y
n n n niy e          הכופל הראשון . 

 ולכן אפשר להתעלם, שמתבטלת בכל חישוב של ממוצע פיסיקלי, באגף ימין מייצג רק פאזה

  . )ממנו
  

  נותנים 2 של גודל מסדר האיברים ,דומה באופן
  

    (1) (2) (0) (2) (1) (1) (2) (0)
0

ˆ ˆ
n n n n n n n nH H E E E        . 

  

כפל משמאל על ידי 
*(0)

n   ,אינטגרציה ושימוש בתוצאות הקודמות נותנים לבסוף  
  

    

2
(0) (0)

(0) (0) (0) 2
(0) (0)

ˆ
ˆ m n

n n n n
m n m n

H
E E H

E E
 



  
      


 .  )4.3(נ 

  

מאחר  הווריאציה. נדגים זאת עבור מצב היסוד ה"חדש".אפשר לקבל אותן תוצאות גם בשיטת 

(0)שהפונקציות 
n נפתח את מצב היסוד החדש באמצעות , מהוות בסיס למרחב כל הפונקציות

(0), הבסיס הזה
0 0n nn a  

   . 00המקדם הראשון הוא 1 ( )a O   , ואילו כל המקדמים

 . מהנרמול של פונקציית הגל מתקבל הקשרהאחרים הם מסדר גודל של 
2

0 0 00
| 1nn a


   . החדש היסוד במצב הממוצעת האנרגיה את עכשיו נחשב:  

  

  

(0) (0)*
0 0 0 0

,

2(0) (0) (0) (0) (0)*
0 0 00 0

0 ,

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ( )

n m n m
n m

n n n m n m
n n m

E H H a a H H

E a E E a a H
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0nכאשר ,  רון מכיל תרומה אחת מסדר גודל שלהאיבר האח m   להציב  אפשרוכאשר

00 1a  ב בגלל הנורמליזציה הם מסדר יותר גבוה המקדם הזה (כי התיקונים של-.( האיברים 

 אפשר לכן .2 תרומות מסדר גודל של האינדקסים מתאפס (והשני לא) יתנובהם אחד משני ש

  בצורה התוצאה את לרשום
  

    (0) (0) 2
00 0

ˆ ˆ ( )E H H O      .  
  

במצב  שמחושב, בל כממוצע של ההמילטוניאן הנוסףת מצב היסוד מתקיהתיקון הראשון לאנרגי

כאשר , נ)4.1( משוואההתוצאה הזאת כאל מקרה פרטי של  ללהתייחס א אפשרהיסוד הקודם. 

 שהתוצאה מראה נ)4.3משוואה (, . עם זאת" היא מצב היסוד ללא ההפרעהחושית ה"נייפונקצ

  .-ב הראשון לסדר עד מדויקת הזאת
  

0na יש למצוא את הערכים של, -ב את התיקון מהסדר השניבשיטת הווריאציה כדי לחשב 

  ואל 0na נתייחס אל, מספרים מרוכבים הםש מאחר שנותנים מינימום של האנרגיה הממוצעת.

*
0na  ונגזור את , תלוייםבלתי כאל משתניםE ב ראשון לסדר עד אחד מהם. כל לפי- הגזירה 

  נותנת
  

    (0) (0) (0) (0)* 2
0 0 0

0

ˆ( ) ( ) 0n n n
n

E a E E H Oa          


,  

  
00כאשר באיבר השני הצבנו גם  1a  הגזירה לפי .*

0na  משוואהה של המרוכבנותנת את הצמוד 

  לכן נותנת E עבור בביטוי הצבה זאת.ה

  

    

2
(0) (0)
0(0) (0) (0) 2

0 0 0 (0) (0)
0 0

ˆ
ˆ n

n n

H
E E H

E E
 



  
     


,  

  

מעוררים  נ) שהתקבלה מתורת ההפרעות. הטיפול במצבים4.3והתוצאה הזאת זהה למשוואה (

את האנרגיה הממוצעת המינימלית בשיטת הווריאציה מחייב לדרוש עוד כי המצב שייתן כאן 

 מצבים עבור גם נ)4.3( את משחזרות הסופיות ניצב למצב היסוד שנמצא קודם לכן. התוצאות

  אלה. 
  

 נםאי יםהתחלתיה שהמצביםעד כאן החשבון היה נכון בהנחה  תורת ההפרעות למצבים מנוונים:

(0)אם יש יותר ממצב אחד עם אותה אנרגיה  .ניםמנוו
nE , נ) איננה יכולה 4.3משוואה (שאזי ברור

והסכום מתבדר. , להיות נכונה; המכנה באיבר האחרון שם מתאפס עבור זוגות מצבים מנוונים

אבל נרשום אותה רק עבור , נ)4.2כדי להבין איך למנוע את ההתבדרות הזאת נחזור למשוואה (

(0)- שנסמנם ב, המצבים המנוונים
n  ,כאשר האינדקס הנוסף  םהמנווני המצבים בין מבחין  

  

    (0) (0) (1)ˆ
n n nH E        .  
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כי התיקון איננו חייב להיות , לאנרגיה שמופיעה באגף ימין הוספנו כאן את האינדקס הנוסף 

היו  המנוונים המקוריים. המשוואה הזאת תתקיים רק אם המצבים המקורייםזהה לכל המצבים 

(0), מצבים עצמיים של המילטוניאן ההפרעה (1) (0)ˆ
n n nH E     ,(0)ה כך שהמטריצ (0)ˆ

n nH     

(0) היא אלכסונית. אם בחרנו מראש פונקציות
n אפשר , שאינן מקיימות את התכונה הזאת

(0), תמיד לכתוב קומבינציות לינאריות שלהן (0)
nn c      , ולבחור את המקדמים כך

(0)שהפונקציות 
n  שיתקיים  כלומר, תהיינה פונקציות עצמיות של המילטוניאן ההפרעה

(0) (1) (0)ˆ
n n nH E     ,(0) או (1) (0)ˆ

n nnc H E c        . ידי על משמאל כפל 
*(0)

n
   

  נותנים ואינטגרציה
  

   (0) (0) (1)ˆ
n nn nH c E c  


     .  )4.4(נ  

  

}לכן וקטור המקדמים  }c  (0) צריך להיות וקטור עצמי של המטריצה (0)ˆ
nn H    , והערך

(1), שווה לתיקון מסדר ראשון לאנרגיההעצמי שמתאים לו 
nE  במקרים רבים הערכים העצמיים .

 ההמילטוניאן ולכן הניוון של ההמילטוניאן המלא קטן מהניוון של, הללו אינם שווים זה לזה

  המקורי.
  

עם פונקציות , Â מתאים אופרטור הרמיטי Aלכל גודל פיסיקלי  :אחרים לאופרטורים הכללה

 ,Âועם ערכים עצמיים ממשיים  עצמיות     גם אוסף הפונקציות . { }  יכול

של חלקיק  התנע אופרטור, למשל לשמש בסיס אורתונורמלי למרחב הילברט של כל מצבי המערכת.

ˆ יחיד הוא i p  בתיבה עם נפח .V העצמיות של התנע הן הפונקציות, ועם תנאי שפה מחזוריים 

/ie V  k r
k  והערכים העצמיים הםk .(עם ערכים בדידים שנקבעים על ידי תנאי השפה)  כפי

ˆ2, הוא גם מצב עצמי של ההמילטוניאן של חלקיק חופשי k המצב, שכבר צויין ˆ /(2 )H m p , עם

)2 הערך העצמי ) ( ) /(2 )E mk k. למשל כי , הערך העצמי הזה של האנרגיה מנוון

( ) ( )E E k k ,צמיים של התנע (שאינם ומבחינים בין המצבים המנוונים בעזרת הערכים הע

המצבים , כמו למשל באטום המימן, לחלקיק יחיד בפוטנציאל מרכזי, מנוונים). בדוגמה אחרת

   מאופיינים גם על ידי המספרים הקוונטיים  nEהעצמיים של ההמילטוניאן עם אנרגיה עצמית 

ˆושל  2L̂שמייצגים את הערכים העצמיים של , m- ו
zL , כאשרˆ ˆ ˆ L r p  התנע אופרטורהוא 

  קטורים מציינים אופרטורים, ולא וקטורי יחידה).מעל לוֶ  "כובעים"(שימו לב: ה .הזוויתי
  

שהוזכרו זה עתה מצאנו פונקציות בסיס למרחב הילברט שהן  בדוגמאות :חילופיים אופרטורים

אלו הם בעת ובעונה אחת פונקציות עצמיות של יותר מאופרטור אחד: לחלקיק חופשי בתיבה 

ריבוע התנע הזוויתי ומרכיב , ההמילטוניאןאלו ולחלקיק בפוטנציאל מרכזי , ההמילטוניאן והתנע

שאיפיון כזה של מצבי הבסיס הוא אפשרי נובעת התנע הזוויתי בכיוון אחד הצירים. הסיבה 

(בעת ובעונה  שהם מצבים שמכיל הילברט למרחב בסיס למצוא ניתןשקובע כי , ממשפט כללי

 עם זה חילופיים הללו האופרטורים כל אם ורק אם אחדים אופרטורים של עצמיים מצביםאחת) 

ˆחילופיים זה עם זה כאשר מתקיים  B̂-ו Â. שני אופרטורים זה ˆˆ ˆABf BAf לכל פונקציה  f 

  במרחב. 
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עם הערכים , הם מצבים עצמיים של שני האופרטורים אם כל מצבי הבסיס  :הוכחה

 ,Â-ו העצמיים      ,B̂     ,אזי מתקיים ˆ ˆˆ ˆAB BA       ,

ˆ כלומר ˆˆ ˆAB BA   היא מתקיימת , . מאחר שהזהות הזאת מתקיימת לכל מצבי הבסיס

  גם לכל פונקציה אחרת במרחב.
  

, Âת של כדי להוכיח כי החילופיות היא גם תנאי מספיק נמצא תחילה את כל הפונקציות העצמיו

Â     נפעיל על המשוואה הזאת את האופרטור .B̂ :ˆˆ ˆBA B    שימוש בחילופיות .

ˆמאפשר לרשום את אגף שמאל בצורה  ˆˆ ˆBA AB    ,ל ולכן מתקבˆ ˆ ˆA B B          .

B̂מכאן שהפונקציה    היא גם כן פונקציה עצמית שלÂ , עם אותו ערך עצמי.  אם המצבים

B̂- זה אומר ש, אינם מנוונים Âהעצמיים של   חייבת להיות מתכונתית ל - ,כלומר 

B̂     , כאשר  הוא מקדם הפרופורציה. לכן  היא גם פונקציה עצמית שלB̂ , עם

  . Âמנוונים של בלתי עצמיים  מצביםלזה משלים את ההוכחה  .הערך העצמי 
  

 הניוון של הערך העצמי , נדגים עכשיו את ההוכחה גם למקרה המנוון. בדוגמה הפשוטה ביותר

ממדי של מרחב הילברט שמכיל את כל המצבים העצמיים של- מרחב דו-ולכן קיים תת, 2-שווה ל

Â העצמי הערך עם . המרחב הזה- נראה עכשיו שתמיד אפשר לבחור בסיס אורתונורמלי לתת ,

עם , אם מתחילים עם בסיס אחר .B̂כך ששתי פונקציות הבסיס תהיינה פונקציות עצמיות של 

ונקציה עצמית אחרת עם אותו ערך עצמי אפשר לרשום כל פ אזי, 2-ו 1, פונקציות הבסיס

 .1 גם הפונקציות, בפרט כקומבינציה לינארית של שתי פונקציות הבסיס הללוB̂  2-וB̂   הן

1ולכן אפשר לכתוב , עם הערך העצמי  Âפונקציות עצמיות של  11 1 12 2B̂         ,

2 21 1 22 2B̂        1, המרחב-. נסתכל עכשיו על מצב כללי בתת 1 2 2c c      .

  נותנת   על הפונקציה B̂הפעלת 
  

  .1 1 2 2 1 11 1 12 2 2 21 1 22 2
ˆ ˆ ˆ ( ) ( )B c B c B c c                      

  

, עם הערך העצמי , B̂תהיה פונקציה עצמית של  -אם דורשים ש

1 1 2 2
ˆ ( )B c c        ,1 ואם כופלים את המשוואה סקלרית על ידי הפונקציות 

  מתקבלת המשוואה, 2או 
  

  1 1 1 2 1 1

2 22 1 2 2

ˆ ˆ

ˆ ˆ
B B c c

c cB B
   

   


                     

.  

  

, קיבלנו שתי משוואות לינאריות והומוגניות עם שני נעלמים נ).4.4משוואה זו דומה למשוואה (

למטריצה הזאת יש  הוא ערך עצמי של המטריצה שמופיעה באגף שמאל. ולכן יש פתרון רק אם 

. 2-ו 1 העצמיותעם הפונקציות , (שיכולים להיות שונים זה מזה) 2- ו 1 שני ערכים עצמיים

מה שמשלים את , הפונקציות הללו הן בעת ובעונה אחת פונקציות עצמיות של שני האופרטורים

אבל מוליכה , רק מגדילה את המטריצה שצריך ללכסן ההוכחה. ההכללה לניוון גבוה יותר של 

    אל אותה תוצאה.
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  הפרק בגופ ותשאלל תשובות
  

  4.2.1 תשובה

 הפינות 4-ב 1+מטענים  4בראשית (במרכז הריבוע),  1+בתוך הריבוע הראשון יש מטען   .א

 1 (במרחק באמצעי הצלעות 1–מטענים  4-ו )1/4 כל אחד תורם מהמרכז, 2(במרחק 

1). הסכום הכולל הוא 1/2כל אחד תורם  מהמרכז, 4(1/4) 4(1/2) 0  .  נסתכל עכשיו על

)-השטח שבין הריבוע ה 1)n  לבין הריבוע ה-nהשפה של הריבוע ה .-n  מכילה ארבעה

 לצד הפנימי של הריבוע הזה), 1/4מהמרכז, כל אחד תורם  2nבפינות (במרחק  1+מטענים 

)ארבעה מטענים  1)n ,במרחק  על הצירים באמצעי הצלעות)n ,1/2כל אחד תורם  מהמרכז ,(

)וכן שמונה מטענים  1)n m  בשמונה הנקודות( , )n m  שנמצאות על הצלעות  

2במרחק  2n m  ,1מהמרכז ביתר הנקודות על הצלעות 1m n   כל אחד)  

 ). לכן התרומה הכללית מהצד הפנימי של הריבוע הזה היא1/2תורם 
1

1
(1/4)4 (1/2)( 1) (1/2)8 ( 1) 1

nn n m
in mQ  


       באופן דומה, החלק החיצוני של .

)-הריבוע ה 1)n   2תורם 1out inQ Q    באה בגלל המשקל השונה של  2(התוספת של

בצד הפנימי).  1/4במקום  3/4ארבעת המטענים בפינות, שכל אחד מהם תורם בצד החיצוני 

)- כשמחברים את שתי התרומות, מקבלים שהסכום הכללי של המטענים בין הריבוע ה 1)n  

ים כי סכום כל המטענים הוא אפס. כשמסכמים על כל השטחים הללו, מקבל n-הלבין הריבוע 

  הוא אפס.  n-הבתוך הריבוע 

היא  תרומת החלק הפנימי של הריבוע הראשון לקבוע מדלונג   .ב

1 (1/2)4 (1/4)4/ 2 1.29289S   התרומה ל .- של הצד הפנימי של הריבוע ה-n )1n  (

 היא
12 2 2
1

[(1/4)4/ 2 (1/2)4( 1) / (1/2)8 ( 1) / ]
nn n m

n mS n n n m 


       .  

2 היא  המטענים בין שני הריבועים למקדםהתרומה נטו של   .ג
1 2/ 2( 1)n nS S n   

היא  (האיבר האחרון בא בגלל הפינות של הריבוע הפנימי, שתרומת כל אחת מהן לצדו החיצוני

1.29289). לכן 3/4 0.313981 0.003648 0.002988 0.000981 1.61554        .

. הערך 1.615איברים בסכום נותן  6וחיבור  ,1.61חיבור שני האיברים הראשונים כבר נותן 

 איברים. 26מתקבלת אחרי חיבור  1.61554והתוצאה  איברים, 12מתקבל אחרי חיבור  1.6155

    .n/41כמו  דועכים האיברים כי מראה nשל  כפונקציה האיברים של שרטוט

  

  4.2.2 תשובה

המטענים החיוביים עבור יון חיובי בראשית, סריגים קוביים פשוטים. - מורכב משני תת CsClסריג 

2נמצאים במרחקים  2 2i j k   6, 3במרחק  8, 2במרחק  12, 1יונים במרחק  6(יש 

2וכו'), והמטענים השליליים נמצאים במרחקים  2במרחק  2 2( .5) ( .5) ( .5)i j k      8(יש 

3במרחק  19במרחק  24, 11/2במרחק  24, 2/ מהראשית. המרחק בין היונים  וכן הלאה) 2/

01בעלי המטענים ההפוכים בתוך תא היחידה הוא  3/2R  .(כולם ביחידות של קבוע הסריג) לכן  
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  .

3

2 3 3 /2 11/2

6 12 8 8 24
2 1

8 2 3/11 3 3 64 3/2 4

CsCl           

    

 



  

  

  4.2.3 תשובה

   בדיקה של המרחקים השונים נותנת כי
 

1

(2 / ) [2/ 1/( ) 1/( 1 )] (2 / )[2 ( ) (1 )]A E
k

e a k k x k x e a x x   



           

  

  ובאופן דומה  לפני הסכום נובע משני כיווני הסכימה משני צִדי המטען], 2[הגורם של 
  

1

( / )
2 1 1 2

( / )[ 2 2 (1 ) 2 ( ) (2 ) (

2 1 1 2 2

1

1

2 )]

B
k

E

e a k x k k x k x k x k

e a x x x x



    





         

     

  

 

   

  

/ בסך הכול האנרגיה הקולומבית לתא יחידה היא ( 2 )/2 ( )c A A B B A BU N q q e      . 

2 ביחידות של התוצאה עבור אנרגיית הקשר, /e a ,2( / )/( / )cu U N e a ,  ניתנת כפונקציה שלx 

0xבאיור להלן. האנרגיה הזאת מתבדרת ליד   בגלל המשיכה בין היונים ,A ו-B האנרגיה גם .

1/2xמחליפה סימן ליד   כאשר שני היונים השליליים מתקרבים מאוד זה לזה. ברור שהגביש ,

0uהזה יישאר קשור רק אם  ,  0.45כלומר, אםx  בפועל, קבועי הסריג .a   

,1-ו ( 2 )AB BA BBRR x a xR a    קצרים.  ייקבעו על ידי הדחייה בין היונים במרחקים  

  

  
  

  4.2.4 תשובה

 )rשרדיוסו שמטענו הפוך ו( היון השכן י, אזrעם הרדיוס , אם היון הגדול נמצא בראשית  .א

שווה לרבע  המרחק ביניהם . אם הם משיקים זה לזה, אזיa(1/4,1/4,1/4)נמצא בנקודה 

0 ,קובייהאלכסון ה 3/4R r r a   . גדול ה ןהיו כל פאה של תא היחידה מכילה את

2 , ולכן אלכסון הפאה חייב לקיים)FCC(זהו סריג  גם במרכזה יותר 4a r. ,מכאן 

/ 2 6 4.45r r    .   

0.2 0.4
x

�40

40

80

u
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2.414במבנה מלח הבישול, כאשר   .ב /r r  שני היונים בעלי המטענים ההפוכים כבר אינם ,

ולכן המרחק  יכולים להשיק זה לזה. במקום זה היונים השליליים הגדולים משיקים זה לזה,

0R-בין היונים במבנה מלח הבישול עובר מ r r   ,אל מחצית קבוע הסריג 

0 /2 2R a r  כתוצאה, האנרגיה הקולומבית של המבנה הזה עוברת להיות .

2 /( 2 )NaClN q r 2בלנדה היא -האנרגיה במבנה של צינק ,ן. לחלופי /( )ZBN q r r    .

/אנרגיה זו האחרונה "מנצחת" רק כאשר  1/[( / ) 2 1] 3.047ZB NaClr r       בטווח .

2.414 / 3.047r r   שיקולים  ימשיך להתקיים המבנה של מלח בישול אלא אם כן יוכנסו

 אף על פי שקיים יש מבנה של מלח בישול, )MgS( נוספים. ואכן לגביש של מגנזיום גופרתי

/ עבורו 2.83 2.414r r   .   

  

  4.2.5 תשובה

0 המרחק בין היונים שווה לרבע האלכסון,  .א 3/4 2.35ÅR a .  

2רדיוסי היון הגדול, ולכן  4-באריזה צפופה אלכסון הפאה שווה ל  .ב /4 1.92År a   .

0 ולכן סכום הרדיוסים שווה למרחק בין היונים השכנים, 0.43År R r   .  היחס בין

/, קרוב אך מעט מעל לערך הגבולי 4.47הרדיוסים הוא לכן  2 6 4.45År r    .  

בלנדה, יוני האבץ ממלאים את החלל במרכז הטטרהדרון - כמו במבנה הצינק מבנה הוורציט,ב  .ג

. HCP-של סריג ה aשנוצר על ידי יוני הגופרית. הצלע של הטטרהדרון הזה היא קבוע הסריג 

0 לכן 08/3 1.633 3.84Åa R R  מאחר שהסריג מושלם, מתקיים גם . 

08/3 8 /3 6.27Åc a R  .  

3ולכן הנפח לכל יחידה הוא  היחידה הקובי מכיל ארבע יחידות בסיסיות,תא   .ד 3/4 40(Å)a  .

סגונלי מכיל שתי יחידות בסיסיות, ולכן הנפח ליחידה הוא קתא היחידה במבנה הה

2 33/4 40(Å)a c  מאחר ששני המבנים מהווים אריזות צפופות, אין להתפלא שקיבלנו .

  ). 2.6.1 שאלה גם זהות עבור הצפיפויות שלהם (ראותשובות 

  

  4.2.6 תשובה

2 המשוואה המרחק בין היונים (עבור מלח בישול) ניתן על ידי הפתרון של / 2 /( )RR e q z    .

2אנרגיית הקשר לתא יחידה היא  (1 / )/u q R R  , הוא נפחמקדם הו 

2 4/(18 )( / 2)B q R R  .  2- ל שצוין, אנרגיית הקשר הנמדדת קרובהכפי /u q R, ולכן 

R קיים .    

  

  4.3.1 תשובה

  ידי על ניתן החפיפה אינטגרל
  

  / / 33 3| /( ) /A B B Br a r a x y
A B A BS d r e e a d xe         .  
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3על ציר המולקולה,  z-נעבור לקואורדינטות כדוריות, כאשר ציר 2 sind x x dx d d  . 

 . ההצבה2של סיבוב סביב הציר, לכן האינטגרל עליה נותן  האינטגרנד אינו תלוי בזווית 

2 2 2 2 cosy X x Xx     2נותנת 2 sinydy Xx d , ולכן בסך הכול  
  

  
0 0

(2/ ) (2/ )
X x X X x x X

x y x y x y

X x X x XX x
S X xdxe ydye X xdxe ydye xdxe ydye

    
     

 

 
   

  
     ,  

  

0מתקבלים מהצבת הגבולות  yכאשר גבולות האינטגרל על    שימוש באינטגרלים . 

2 2 (1 2 )/4x xxdxe e x    2-ו 2 2 2(1 2 2 )/4x xx dxe e x x     משוואה נותן לבסוף את 

)4.3.5.(  

2 דומה, באופן / 32 2 3 2 2
0

/ /( ) [2 /( )]A B
x Xr a x

A B A A B BB x X
e r e d r e a r e Xa xdxe dy  

  


   
 ולכן

2
2 2 2 2

0
/ [2 /( )] [ ] [1 (1 ) ]x X

A B A B
ee r e Xa xdxe x X X x X eR 

         ,

  כן כמו ).4.3.7( משוואה את שנותן
  

/ / 32 2 3 2
0

/ /( ) [2 /( )]A B B B
x Xr a r a x y

A B A A B BB x X
e r e d r e e a r e Xa xdxe dye  

    


     

  

  ).4.3.8( למשוואה מובילה דומה ואלגברה

  

  4.3.2 תשובה

  עכשיו  הוא האנרגיה של הווריאציוני הממוצע
  

  2 21 ˆ ˆ ˆ(1 2 ) 2A A B B A BE S H H H         
    

      .  
  

2 כאשר מתקיים מתאפסת, לפי  הנגזרת 0a b c    ,   

ˆם המקדמי עם ˆ
B B A Ba S H H    , ˆ ˆ

B B A Ab H H    , 

ˆ ˆ
A B A Ac H S H    . הסימטרי,  במקרה כי לראות קלˆ ˆ

B B A AH H   , 

1 מתקבל    , קודם לכן. שנדונו קושר-האנטי מה שמשחזר את המצב הקושר והמצב 

לבחור  יש סימן) כדי ש(עד ומתברר שורשים, שני משוואה לכל יש הכללי במקרה זאת, עם

2[ 4 ]/(2 )b b ac a    שורשים שמקיימים מתקבלים (אחרת    .( כי לבדוק קל 

1 דרישת האורתונורמליות, את מקיימים הללו השורשים ( ) 0S         .   

  

  4.3.3 תשובה

21) מתקבל 4.3.13ממשוואה (  .א
3 ˆ( ) ( )

4
R r f rr

 rψ r,  כאשרˆ /rr r  הוא וקטור יחידה

1לכן  .rבכיוון הוֶקטור  200 1 ˆ[ ( ) ( ) ]A r f r    n r האיבר השני מתכונתי לקוסינוס .

0-(בהנחה ש ולכן ,1nלבין  r הזווית בין  1) הוא מקסימלי כאשר||r n.  שני האיברים

2חיוביים כאשר  /Br a z,  1ולכן בתחום הזה סכומם מקסימלי בכיוון הוֶקטורn̂.  כאשר
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2 /Br a z, הסכום מקסימלי בכיוון  הריבוע של יש לשני האיברים סימנים הפוכים, ואז

   .1n̂. בשני המקרים המקסימום הוא על הציר שדרכו עובר הוֶקטור nˆ1 הוֶקטור

המכפלה הסקלרית הקוונטית של שני המצבים ניתנת על ידי   .ב

 2 2 2
1 2 200 1 200 2 1 2ˆ ˆ| | 1 |i j i jijA A n n               n ψ n ψ כאשר ,

, , ,i j x y z  אינדקסי המרכיבים הקרטזיים של הוֶקטורים וכאשר השתמשנו הם  

200-ב | 0i  שימוש ב . -|i j ij   .נותן לבסוף את התוצאה המבוקשת  

i|כדי שהמצבים ההיברידיים יהיו אורתונורמליים, יש לדרוש כי   .ג j ij  ,   

i ולכן עבור j  נקבל
2

1/ 1/ cosi j     n n עבור .i j נקבל 
2 2

1/(1+ ) cos /(cos 1)A     .  

 מאחר שאין סיבה להבחין בין שלושת הקשרים, הסימטריה ביניהם מחייבת שהזוויות בין  .ד

"ענני" המטען השלילי  זוגות של וקטורי יחידה תהיינה כולן שוות זו לזו. זהו גם המצב שבו

כל אחת מהן  ,360מאחר שסכום שלוש הזוויות הללו הוא  רחוקים זה מזה במידה מרבית.

120- שווה ל   דוגמה לשלושה וקטורי יחידה שיוצרים זוויות כאלה היא .

1 2,3ˆ ˆˆ ˆ ˆ, /2 3 /2   n x n x y הצבה בתשובה של חלק (ג) נותנת .
2

1/ cos120 2       

-ו
2

cos120 /(cos120 1) 1/3A     ) 4.3.14, ומכאן משוואה .(  

  ולכן יש לזהות ארבעה  קיימים ארבעה קשרים, 3spעבור היברידיזציה מטיפוס   .ה

  וקטורי יחידה, כך שנוצרת אותה זווית בין כל שניים מהם. דוגמה לארבעה וקטורים 

ˆ111כאלה היא  ˆ ˆ ˆ( )/ 3  n x y z, 1 1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ( )/ 3  n x y z, 11 1

ˆ ˆ ˆ ˆ( )/ 3   n x y z, 

1 11
ˆ ˆ ˆ ˆ( )/ 3   n x y zהזווית בין כל שני וקטורי יחידה ניתנת על ידי . לכן 

ˆ ˆcos 1/3i j    n n, ומכאן 
2

3  ,
2

1/4A . ) מקדמים ) בחרנו4.3.15במשוואה 

1/2A ולכן ממשיים, , 3 .  

200עכשיו יש להכליל ולרשום   .ו ˆ[ + ]i i i iA    n ψ 1, עם וקטור יחידהn̂  בכיוון הקשר עם

 בכיווני הקשרים עם המימנים. מכאן 3n̂- ו 2n̂הפלואור ועם וקטורי יחידה 
* * ˆ ˆ| (1 )i j i j i j i jA A      n n ,מאחר ששני הקשרים עם המימנים זהים זה לזה .

*הזוויות בינם לבין הקשר עם הפלואור שוות זו לזו,  *
1 2 1 3 1/ cos      , וכן 

*
2 3 1/ cos    . 2מהמשוואה הראשונה נובע כי 3  ובחירה של מקדמים ממשיים ,

2נותנת  3 1/ cos     2-ו 2
1 cos / cos cos / cos ( /2)          .

-המקדמים האחרים מתקבלים מ
2 2

1/(1 )i iA  .  

1( אטומי המימןהאיור להלן מראה את הפירמידה המשולשת שבבסיסה שלושת   .ז 2 3, ,H H H,( 

המשכו של  שהוא ,1YC. גובהה של הפירמידה הזאת הוא הקו 1Cובקודקודה אטום הפחמן 

1הקו שמחבר בין שני הפחמנים,  2C C. 1הזווית בין  לכןYC  1לבין 3C H 180 היא  .  אם

1האורך של  3C H שווה ל-d, 3 אזי האורך שלYH הוא sind .  אם המרחק בין שני מימנים

3הוא  3XH, אזי גובה משולש הבסיס, aהוא  /2a הנקודה .Y  היא מפגש הגבהים של

הבסיס שווה השוקיים של הפירמידה, ולכן היא נמצאת על שליש הגובה. מכאן 

sin 3 /3d a  ,3, כלומר sina d .  הזווית המבוקשת מחושבת עכשיו מהמשולש
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1 1XC H: sin( /2) /(2 ) ( 3/2)sina d   107.7. הצבת הזווית הנתונה נותנת   .

 באופן כללי המקדמים של הפונקציות ההיברידיות מקיימים עכשיו

* * *
1 2 1 3 1 4 1/ cos          מתאר את הקשר  1, כאשר האינדקסCC ושלושת ,

*וכן  ,CHהאינדקסים האחרים מתארים את הקשרים  * *
2 3 2 4 3 4 1/ cos          .

לכן, 
2 2 2

2 3 4 1/ cos      , 2 וכן
1 cos / cos    במקרה המיוחד של אתן .

1מקבלים  1.53  2-ו 1.81 .   

  

  
  

  4.3.4 תשובה

ולכן שניים מהם צריכים לאכלס את  יש חמישה אלקטרונים בקליפה השנייה, חנקןה לאטום

). 4.3.10 ולנטי (איור- אותו מצב מסלולי. שלושת האלקטרונים הנותרים "פנויים" לקשר קו

במולקולת החנקן יש רק שני אטומים, ולכן שלושת אלקטרוני הקשר בכל אטום צריכים ליצור 

 ,-האצטילן שנדונה קודם לכן. קשר אחד יהיה קשר קשר משולש ביניהם, כמו במולקולת

הניצבים  p-ה , עם שני מצבי-, ושני הקשרים הנוספים יהיו קשרי4.3.5, כמו באיור spמהטיפוס 

ההיברידי  ). שני האלקטרונים הנותרים בכל אטום חנקן יימצאו במצב4.3.9לקשר הזה (איור 

יש שישה  חמצןמשני הצדדים. לאטום השמרוכז על המשך הקו המחבר את שני הגרעינים 

אלקטרונים בקליפה השנייה, ולכן ארבעה מהם מאכלסים שני מצבים מסלוליים שונים, ושני 

). לכן מולקולת החמצן היא מישורית, עם 4.3.10האחרים צריכים לקשר בין שני האטומים (איור 

אחד, כמו  -קשרחד וא -קשרבכל אטום. בין שני החמצנים יש  sp2היברידיזציה מהטיפוס 

 ידי על שמאוכלס ), אבל כל אטום מימן שם מוחלף על ידי מצב חמצני4.3.9(איור  תיןבמולקולה א

  אלקטרונים.  שני
  

מאכלסים שלושה מצבים מסלוליים, שצריכים  פלואורשישה מהאלקטרונים של אטום ה

ף בקשר בין שני "להתרחק" זה מזה ככל האפשר, והאלקטרון השביעי מאכלס את המצב שמשתת

המצבים המאוכלסים  ). לכן דרושים ארבעה כיוונים שונים (שלושה עבור4.3.10הפלואורים (איור 

פעמיים ואחד עבור הקשר). מכאן שההיברידיזציה על כל אטום פלואור חייבת להיות מהטיפוס 
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sp3 והמבנה הגיאומטרי של המולקולה ,F2  כשכל 4.3.8דומה למבנה של מולקולת המתן (איור ,(

  אלקטרונים.  שני אחד מששת המימנים מוחלף על ידי מצב שמאוכלס על ידי
  

 להן אטומיות שנדונו עד כאן סימטריות לחילוף שני הגרעינים, ולכן אין-כל המולקולות הדו

  מקוטבות. הן הבאות המולקולות שתי לעומת זאת, דיפול חשמלי. מומנט
  

ושלושה  ולנטי-יש סביב הפלואור ארבעה כיוונים שונים, אחד עבור הקשר הקו FHגם במולקולה 

, 4.3.10כפי שאפשר לראות באיור  ).4.3.10עבור שלושת המצבים ה"כפולים" (צד ימין של איור 

שלושת העננים של המצבים הכפולים "נגמרים" במשולש שווה צלעות, שמשמש בסיס לפירמידה 

ות ש"נגמרות" ביון המימן. מאחר שה"עננים" הללו מכוונים לצד משולשת עם שלוש שוקיים שו

יהיה עודף גדול  ימין באיור, כלומר, בכיוון הפוך לזה של הקשר עם המימן (שמכוון לצד שמאל),

 שמקביל בכיוון של מטענים שליליים בצד הימני, ולכן יש למולקולה הזאת מומנט דיפול חשמלי

  גרעינים).ה שני בין (שמחבר המולקולה לציר
  

ודרוש  , דרושים שלושה כיוונים שונים עבור הקשרים עם המימנים,NH3אמוניה, במולקולת ה

היא  כיוון נוסף עבור המצב המאוכלס פעמיים של החנקן. לכן גם כאן ההיברידיזציה הנכונה

מוחלף על  ). ההבדל הוא שאחד מהמימנים שם4.3.8ן (איור האת, כמו במולקולת sp3מהטיפוס 

מצב שמאוכלס על ידי שני אלקטרונים, ולכן גם הזוויות בין הקשרים אינן שוות לזווית שבין  ידי

חשמלי בכיוון ציר  כל אחד מהם לבין הכיוון של המצב הכפול הזה. גם כאן יש מומנט דיפול

  המולקולה הזאת. המולקולה. האיור להלן מתאר את ענני הסתברות האלקטרונים של

  

  
  

  4.3.5 תשובה

)2ל לראות כי ענני ההסתברות של שתי הפונקציות ק  .א )/ 2z z   מצביעים בשני הכיוונים

  . z-של ציר

) כוללת שלוש פונקציות גל ש"מצביעות" בכיווני הקודקודים של משולש 4.3.13משוואה (  .ב

  (א). 4.3.12צלעות, כנדרש באיור -שווה
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x סימטריה נבחרמשיקולי   .ג y  למדנו כי ענני ההסתברות של הפונקציות  4.3.3. משאלה

200 x y     ,מצביעים" בכיווני האלכסונים של הריבוע במישור"[ 1, 1]/ 2 .  ,עם זאת

לקבל ארבע פונקציות ניצבות כדי  ארבע הפונקציות הללו אינן ניצבות זו לזו במובן הקוונטי.

שנותנת  ,xyולכן מוסיפים את הפונקציה  צריך להתחיל מבסיס של ארבע פונקציות,

הסתברות מרבית שווה בכיוווני כל האלכסונים הללו. דרישת הניצבות הקוונטית, יחד עם 

  מבינציותמתקיימות עבור ארבע הקו הדרישה למקסימה בכיווני האלכסונים,
  

111 200( )/2x y xy       ,  

2001 1 1 ( )/2x y xy       ,  

2001 11 ( )/2x y xy       ,  

20011 1 ( )/2x y xy       .  
  

כך ששש הפונקציות  ארבע הפונקציות הללו ניצבות גם לשתי הפונקציות שנמצאו בחלק (א),  

3יחד יכולות לשמש בסיס לקשרים מטיפוס  2sp d.  

  

  4.4.1 תשובה

1קל לבדוק כי  2( ) ln UU d d e 


   
 R נניח כי .R מצביע בכיוון ציר-z ,  

3ולכן 
1 2 1 2( ) ( 3 )/z zU p p R  R p p ,2. בפיתוח טיילור 21 /2Ue U U      .   

0i קל לראות כי בממוצע ind p   לכל מרכיב קרטזיn  הערכים החיוביים מקזזים את)

2הערכים השליליים בממוצע), וכי  /3i in im nmid p p   p  2(קיים 2 2 2
ix iy iz ip p p   p, 

0Uוהממוצעים של כל המרכיבים שווים זה לזה). לכן  , 
2 2 2 22 2 6 6

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2[( ) 6( ) 9 ]/ 4 /(3 )z z z zU p p p p R p p R       p p p p הם על  (האינטגרלים

 הזוויות המרחביות). הצבה בנגזרת הלוגריתמית נותנת לבסוף את התוצאה המבוקשת,
2 2 6
1 2( ) 4 /(3 )U p p R R.  

  

  4.4.2 תשובה

  ) נותן 4.4.3החישוב המלא של משוואה (  .א
  

2
0 1 0 1

2 2*
0 0 1 0 0 0 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

E H H A c H H c

A H H c H H c H H c H H

             

                     
  

  

0מטעמי סימטריה מתקיים    0 1 1
ˆ ˆ 0H H         וכן

0 1 1 0
ˆ ˆ 0H H      , סימטריים - כי האינטגרנדים בכל הביטויים הללו הם אנטי

0 לשיקוף. כמו כן 0 1
ˆ 2H E    1וכן 1 2

ˆ 2H E  ,  כי אלה מצבים עצמיים שלĤ. 

פיתוח טיילור של המקדם, 
2 2

1A c ,  או  3ופתיחת הסוגריים תוך הזנחת איברים מסדר

  ). 4.4.3נותנים את משוואה ( ,c-ב 4
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2) נותנת 4.4.2משוואה (  .ב 3ˆ ( / )( 2 )A B A B A BH e R x x y y z z   .  לכן

 2 2 22 3
0 1 100 210 100 210 100 210

ˆ ( / ) 2H e R x y z           –  האינטגרלים

נפרדים למכפלות של אינטגרלים בתוך כל אטום בנפרד. עבור הפונקציה שבחרנו מתקיים 

100 210 100 210 0x y      פונקציות הגל אינן תלויות בזווית) ולכן האינטגרלים ,

  נותר לחשב את האיבר האחרון, מתאפסים). cosועל  sinעל 
  

2 / /(2 )
2

100 210 3/2 3/2
0 0 0

4 3 /2

0

sin cos cos
4 2

256

3 2 243 2

B Br a r a

BB B

B u
B B

e e rz r dr d d r aa a

a
u due a a

 
      

 



  




   
    

   

  

  



  

  

- כאשר השתמשנו ב  
2

0
2d


 , 2

0
sin cos 2/3d


    4 וכן 3 /2

0
256/81uu due

   ,

/ אחרי החלפת משתנים, Bu r a. ) הוא4.4.4מכאן, האיבר השני במשוואה (  
  

  

4 64 544 4 2 2100 210

6 6 6
2 1

4 ( ) ( ) 2 16

2( ) (1 1/4) 3
B B B

By

e z e a e a ae
a RR E E R R R

  
      

  

r r
,  

  

416עם    /3 0.115   .  

  במקרה הכללי ביותר נרשום   .ג
  

0 ,
, 1

( ) ( )n m n m n m A n m B
n n m m

A c       
  

    
  

  r r   
 

, 

 
  התוצאה היא ונקבע את כל המקדמים בשיטת הווריאציה.  

  
2

1

2
2 100 100

5
1,

2 ,

( ) ( ) 3 ( ) ( )

2

B

B

A B A B A B nlm A n l m B

n nnlm n l mB

aeE E a R

z ze
E E Ea



   


  

  

    
 

 


 
r r r r r r

  

  

מאחר שכל האיברים בסכום חיוביים, ברור שהתוצאה הזאת גדולה באופן משמעותי   

nמהתוצאה שהתקבלה לעיל. אם מזניחים את  nE E  ,להעריך את הסכום, ואז ניתן  במכנה

6 מתקבל בקירוב .  
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  4.4.3 תשובה

1/2הפיתוח מבוסס על  2 3 4(1 ) 1 /2 3 /8 5 /16 35 /128x x x x x      .  מפתחים את כל

), למשל, 4.4.1אחד מהאיברים במשוואה (
1 1 2 1/2(1 2 / ( / ) )R z R r R     R r,  ואוספים

  הוא  )4.4.2האיבר הבא בפיתוח במשוואה ( איברים.
  

 
42 ,2 2

4 5

( )3
[2 5 ]( )

2
A B

A B A B A B B ABA
re z z z z r z r z O

R R
 

       
 

r r. 

 
 קוודרופול כל אחד מהמחוברים כאן מכיל מכפלה של מומנט דיפול על אחד האטומים עם מומנט

סימטריים לשיקוף, ולכן הממוצעים הקוונטיים שלהם - על האטום השני. האיברים האלה אנטי

מתאפסים במצב היסוד הסימטרי, וצריך להשתמש בפונקציית וריאציה שכוללת מצבים 

), התיקון יהיה ריבועי במקדם של איברי 4.4.4מעוררים. כמו בחישוב שהוביל אל משוואה (

)8) מסדר גודל של 4.4.4למשוואה ( התיקון, ולכן תתקבל תרומה / )Ba R כמו תמיד בחישוב .

וריאציוני, גם התרומה הזאת לאנרגיית מצב היסוד היא שלילית. מאחר שזהו תיקון קטן לאיבר 

)6המוביל, שהוא מסדר גודל  / )Ba R מקובל להזניח את התיקון הזה. יצוין עוד כי איברים ,

)10 גודל מסדרי תיקונים ייתנו גבוהים יותר בפיתוח למולטיפולים / )Ba R ,12( / )Ba R .וכן הלאה  

  

  4.4.4 תשובה

FCC, 2a-עבור סריג ה R,  3ולכן 3/4 / 2v a R . 4.2.10(-ו )4.2.9( ותואוהצבה במש (

3לכן  נותנת 5/2 3
12 6 124( / ) ( / ) 75 /B A A A     .  

  

  4.4.5 תשובה

 בנקודות שנמצאים iqבמרחב בגלל אוסף מטענים  Rהפוטנציאל שנוצר בנקודה  באופן כללי,  .א

ir בצורה לפיתוח ניתן במרחב  
  

2 2

22 2

2 4

2

3 5

1

1 ( / ) 2 /

3( )1
1

2

(3 )

6

i i

ii i i i
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 כאשר בשלב הראשון פיתחנו בחזקות של קואורדינטות המטענים, ובשלב השני הגדרנו את  

iiQ מטען הכללי של אוסף המטענים,ה q , ,את וקטור מומנט הדיפול שלו i ii q P r 

3)2 ואת המרכיבים של טנזור מומנט הקוודרופול שלו, )i i i iiQ q r r r     )סעיף  ראו

ומגנטיות"). בשלב הבא נבצע מיצוע קוונטי על קואורדינטות  חשמל" בקורס 10.2

  עם משקלות שנובעים מריבועי פונקציות הגל שלהם.  האלקטרונים במולקולה,
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  המשקלות הללו (שאותה מניחים בשאלה), המיצוע הזה  בגלל הסימטריה הגלילית של

0i ייתן ix y  0, וכןi i i i i ix y x z y z   כמו כן מתקיים .
2 2 2 2 /2i i i ix y r z   לכן למומנט הדיפול החשמלי יש (לכל היותר) רק מרכיב בכיוון .

  ציר המולקולה, ואילו מומנט הקוודרופול הממוצע מקיים את הקשרים שנכללו בשאלה.

טור מיקום האלקטרון (ראו איור הסימן של וק במולקולת המימן יש גם סימטריה להיפוך  .ב

 מהגרעינים, אחד כל ליד אלקטרון כל למצוא והדיון שאחריו), ולכן יש סיכוי שווה 4.3.1

  מתאפס. החשמלי הממוצע הדיפול ומומנט

  4.5.1 תשובה

מן הראוי ששניהם ישתתפו בקשר כפול  מאחר שלחמצן יש שני אלקטרונים שפנויים לקשר,  .א

. לכן גם לחמצן וגם לפחמן נותרים עוד שני מצבים -ומקשר -עם הפחמן, שבנוי מקשר

היברידיים לכל אחד, שיהיו רחוקים מהקשר וזה מזה עבור היברידיזציה מישורית מטיפוס 

2sp הנותרים  ). בחמצן שני המצבים המישוריים4.3.14או במשוואה ( 4.3.6, כמו באיור

ולנטיים עם -רונים כל אחד, ואילו בפחמן הם ישמשו לקשרים קויאוכלסו על ידי שני אלקט

, אלא שעכשיו אחד 4.3.9ן, איור אתישני המימנים. התוצאה דומה למולקולה המישורית 

הפחמנים מוחלף על ידי חמצן, ושני המימנים לידו מוחלפים ב"עננים" שמכילים שני 

  אלקטרונים כל אחד. 

ולנטיים, הקווים הכפולים -המלאים מייצגים קשרים קוהתשובה באיור להלן. הקווים   .ב

קל לראות  המקווקווים מייצגים קשרי מימן. מייצגים קשרים כפולים ואילו הקווים

שהפחמנים בונים סריג מלבני ממורכז. זה איננו המבנה היחיד. למשל, אפשר לבנות סריג 

  שלהלן). באיור כמו לותמקבי (ולא מישורי שבו בטורים שכנים המולקולות ניצבות זו לזו

  

  
  

  4.7.1 תשובה

sin) בקואורדינטות כדוריות נסמן את שלושת הספינים על ידי cos ,sin sin ,cos )i i i i i i    S .

1בלי לגרוע מהכלליות נבחר  (0,0,1)S.  האנרגיה של המשולש ניתנת לכן  

2על ידי  3 2 3 2 3 2 3[cos cos sin sin cos( ) cos cos ]E J            .  מאחר שמתקיים
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0 i  2 , קיים 3sin sin 0   2, ולכן המינימום יתקבל כאשר 3cos( ) 1   ,  ,כלומר

2 3   לכן מרכיבי הספינים הללו שניצבים לציר .-z מקבילים זה לזה.-אנטי   

2מכאן,  3 2 3[cos cos cos( )]E J        2. גזירה לפי 3-ו  נותנת

2 2 3 3sin sin( ) sin       2. למשוואה 3sin sin  ,2 יש שני פתרונות 3 3,    . 

2הפתרון  3     נותןE J  2. לעומת זאת, הפתרון 3   נותן

2 2[2cos cos(2 )]E J    2, וגזירה נותנת 22sin 2sin(2 ) 0   ,מכאן . 

2 2 2sin 2sin cos 0   ,  2עם הפתרונות 3 0,     2אוcos 1/2  , ,כלומר 

2 3 2 /3   .  3הפתרונות הראשונים נותניםE J (מצב פרומגנטי) או E J   מצב)

האחרון נותן  מקביל להם). הפתרון-מתוסכל עם שני ספינים מקבילים זה לזה והשלישי אנטי

3 /2E J , זה מתקיים כי עבור פתרון וזאת האנרגיה הנמוכה ביותר שאפשר לקבל. קל לבדוק 

1 2 1 3 1/2    S S S S, 2 אכן הן והזוויות המתאימות 3 2 /3   . ,באופן דומה 

2 3 2 3cos( ) 1/2     S S, 120-ל שווה היא גם הללו הספינים שני בין הזווית ולכן.  

  4.7.2 תשובה

2 נתחיל במקרים הפשוטים. אם 0J  נקבל את התוצאות ה"רגילות": סידור פרומגנטי שבו ,

1כל הספינים מקבילים כאשר  0J  שבו ספינים שכנים  פרומגנטי פשוט,- וסידור אנטי  

1מקבילים זה לזה כאשר - אנטי 0J . 2 אם נוסיף עכשיו 0J ,  נראה כי שני הסידורים

 הנזכרים לעיל ייתנו אותו "רווח" אנרגטי, כי בשניהם השכנים השניים מקבילים זה לזה. בשני

1המקרים נקבל אנרגיה כללית  2( )E N J J  המקרה היחיד שדורש טיפול נוסף הוא . 

2כאשר  0J אות שזהו מקרה בעייתי, כי במקרה הזה האינטראקציה בין השכנים . קל לר

 מקבילים) מתחרה באינטראקציה שבין השכנים הקרובים- השניים (ש"דורשת" שהם יהיו אנטי

אפשר ששני סוגי הקשרים ייתנו את האנרגיה - (ש"דורשת" שהם יהיו מקבילים), ובכל מקרה אי

. כדי לטפל במצב הזה נניח 2.10 סכול" בסעיףהמרבית של כל אחד מהם. למצב כזה קראנו "ת

. במילים אחרות, נניח כי וקטור הספין נמצא  כי הזווית בין כל שני ספינים שכנים היא

]cos) , וניתן על ידיXYבמישור  ],sin[ ])n n n S האנרגיה הכללית היא לכן .

1 2[ cos cos(2 )]E N J J   ,  כאשרN  הוא מספר הספינים במערכת. גזירה לפי  נותנת

1 2 1 2sin 2 sin(2 ) sin [ 4 cos ] 0J J J J       לכן .sin 0   1או 2cos /(4 )J J   .

1הפתרון השני קיים רק אם  2/(4 ) 1J J 2 , ואז הוא נותן
2 2 1 2[1 ( / ) /8]E NJ J J  הפתרון .

0הראשון נותן  1 2[ ]E N J J   0 בסידור הפרומגנטי, כאשר 2 , או 1[ ]E N J J    

כאשר  פרומגנטי,-בסידור האנטי . ,הפתרון השני  קל לבדוק כי בתחום שבו הוא קיים  

])4/(cos 21 JJ[  :נותן אנרגיה נמוכה יותר מהאנרגיה בשני הפתרונות האחרים

2
2 2 1 2 2 1 2[1 ( / ) /8] ( / 1)E N J J J N J J J      1, כאשר 2/ 4J J  שוויון מתקבל .

1 בנקודות 2/ 4J J ,  1ואילו כאשר 2/ 4J J ,  הפתרון השני איננו קיים, ולכן נשארים רק עם

1נטי (עבור המצב הפרומג 0J 1פרומגנטי (עבור - ) או עם המצב האנטי 0J  במצב היסוד .(

1ביחס  התלות של הזווית  2/j J J האופטימלי מתוארת באיור להלן. במצב הביניים, במצב 
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 XY, שניצב למישור z-לאורך הסריג מסתובבים סביב ציר השני, הספיניםשמתואר על ידי הפתרון 

ממדי, אזי קצותיהם של הספינים יוצרים מעין - ניצב לסריג החד XYשל הספינים. אם מישור 

/היחס  הנקודות בורג שמתקדם לאורך הסריג. ברוב   איננו רציונלי, ולכן זהו סידור

4j ). עבור2.9הוא אינסופי (ראו גם סעיף  המגנטי : תא היחידהיאינקומנסורביל    הסידור

4jפרומגנטי, ולכן תא היחידה כולל שני ספינים שכנים, ואילו עבור -הוא אנטי   הסידור הוא

4jבנקודות  פרומגנטי, ולכן תא היחידה המגנטי זהה לתא היחידה האטומי.    מתרחשים

  . j להשתנות כפונקציה של (או מפסיקה) מתחילה מעברי פאזה רציפים, שבהם הזווית

  

  

  

 אפשר לקבל את הפתרון האינקומנסורבילי. שוב,-אי ),4.7.8משוואה ( כאשר מדובר במודל איזינג,

2 כאשר המקרה הבעייתי מתעורר רק 0J . 1 נתחיל עם 0J . רוצים"  השכנים הקרובים"

 1Jלזה. אם  מקבילים זה-מקבילים זה לזה, ואילו השכנים השניים "רוצים" להיות אנטי להיות

מספיק  2Jאם  .1NJללית היא מספיק גדול, הספינים יסתדרו בסידור פרומגנטי, והאנרגיה הכ

גדול, השכנים השניים יסתדרו לסירוגין בכיוונים הפוכים, ונקבל את הסידור 

             , הספין  (שימו לב, מקביל זה לזה- שבו כל זוג שכנים שניים אנטי

הראשון בשורה יכול להיות "למעלה" או "למטה", ונקבל אותה אנרגיה). עכשיו האנרגיה הכללית 

2Nהיא  J  1(שימו לב, מחצית הזוגות של שכנים קרובים נותניםJ והמחצית השנייה נותנים ,

1J תא היחידה שווה לארבע פעמים התא המקורי. המעבר בין שני הפתרונות הללו ). במצב הזה

1 יקרה, כאשר 2J J. 1אם  ,ןלחלופי 0J , 2 אזי עבור 1J J נקבל את המצב האנטי-

 פרומגנטי הפשוט,         , 2 אבל עבור 1J J נקבל שוב את המצב 

            2. לכן עבור 0J  פרומגנטי הפשוט ימשיך להתקיים בכל -המצב האנטי

1jהתחום   ,  1המצב הפרומגנטי יתקיים בכל התחום j יופיע המצב החדש, וביניהם 

        .  

  

  נ4.1 תשובה

2הערך הממוצע הוא   .א 2 2( / )/(4 )E m m   עבור  , ולכן המינימום מתקבל

0 /m    . 2/הוא  האנרגיה ממוצע של המינימלי הערך, לתוצאה  שווה והוא

   המדויקת.
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21/2 הערך הממוצע של המילטוניאן ה"הפרעה" הוא  .ב 6
30

15
2 ( / )

8
axH dxx e   


   . 

  לכן
  

  22 8 3
0( /4 )[ / ] 15 /(8 ) ( /4)( 1/ / )E m u u u            ,  

  

3כאשר    415 /(2 )m     0וכן/u  נקודות הקיצון מתקבלות מהמשוואה . 

2 41 1/ 3 / 0u u  2 , שפתרונותיה הם [1 1 12 ]/2u    הסימן השלילי נותן .u 

1]ולכן הפתרון היחיד הוא  מדומה, 1 12 ]/2u   הצבה בביטוי ל .-E  נותנת את

1 נותן -פיתוח בטור חזקות ב הקירוב הווריאציוני לאנרגיית מצב היסוד. 3 /2u    ,

3 ולכן
0( /4)(2 ) ( /2) 15 /(8 )E              בסדר המוביל הזה התיקון .

לאנרגיה הוא פשוט הערך הממוצע של ה"הפרעה" שמחושב עם פונקציית הגל של מצב היסוד 

  שהתקבל ללא ה"הפרעה".
  

  

  

  

    



 של מצב מוצק פי�יקה  324

 

  לחזרה ולהערכה עצמית שאלות
  

  4.1 שאלה

עבור מלח בישול נמדדו הערכים הבאים עבור אנרגיית הקשר, המרחק בין שכנים קרובים ומקדם 

2/הנפח:  2.82ÅR a , 7.9u eV, 10 22.4 10 /B N m .  

) ובדקו אם הגדלים 4.2.7במשוואה ( C-ו mהשתמשו בנתונים הללו כדי לזהות את הפרמטרים   .א

  שנמדדו קונסיסטנטיים זה עם זה. 

  אחד? באחוז יקטן שנפחו איזה לחץ צריך להפעיל כדי לדחוס גביש של מלח בישול, כך  .ב

  

  4.2 שאלה

, Arהם כדורים עם רדיוסים  2.5.7במבנה הפרובסקיטי באיור  O-ו A ,Bבהנחה שהיונים של   .א

Br ,Or,  וקבוע הסריג הואaשוויונות שהרדיוסים האלה חייבים לקיים. - , קבלו חמישה אי  

משיקים זה לזה  Oושל  B משיקים זה לזה, וגם הכדורים של O ושל Aבהנחה שהכדורים של   .ב

 של היחסים (מדוע זה רצוי?), קבלו את תחום הערכים המותרים

OBBOAA rrxrrx /,/  .  

 מבנה ייתכן עדיין האם מה קורה, אם הרדיוסים אינם נמצאים בתחום שקיבלתם?  .ג

  פרובסקיטי? 

4Åa טיטנאט ידוע כי בריוםעבור   .ד 1.4 , וכןÅA Or r  אילו מהתנאים בחלק (א) הופכים .

   הטיטניום? יון רדיוס מה ניתן להסיק עלבקירוב לשוויונות? 

  הסבירו איך צריך לחשב את האנרגיה הקולומבית עבור הגביש הזה.  .ה

  

  4.3 שאלה

בהנחה שמרחק הסריג של סריג אלקלי הלידי נקבע על ידי רדיוסי היונים, ואנרגיית הקשר 

 קבוע, ) ועם 4.2.7ממשוואה ( 2PU), עם הפוטנציאל הדוחה 4.2.8מתוארת על ידי משוואה (

  הדוחה עם רדיוסי היונים? הפוטנציאל משתנה איך . של הערכים את קבעו

  

  4.4 שאלה

(אורתורומבי,  גופרית מופיעה בטבע בהרבה צורות (אלוטרופים). הרבה מהצורות הן סריגים

, שמוצגות S12המולקולה  או את S8ועוד) עם בסיס שמכיל את המולקולה  רומבוהדרלי, מונוקליני

  באיור המצורף.

מהו אופי הקשר בין שני אטומים שכנים במולקולות הללו? מהי (בערך) הזווית בין שני קשרים   .א

  סמוכים במולקולה? 

  האם יש למולקולות אלקטרונים שחופשיים לנוע סביבן, כמו בבנזן?   .ב

  מהו המבנה של המולקולה הזאת?  .S2 נדירות גופרית מופיעה גם בצורה המולקולריתלעתים   .ג

. באחת מהצורות האטומים בונים ריבוע S4צורות אפשריות של המולקולה  קיימות שש  .ד

  במישור. מהו המבנה האלקטרוני של המולקולה הזאת? 
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שיוצרת  ,Sימרית האיור השמאלי להלן מציג שתי גרסאות למבנה של המולקולה הפול  .ה

חלזונית (הליקס) במרחב. מהו אופי הקשר לאורך המולקולה? האם היא מוליכה חשמל? מהו 

  ממדי שהיא יוצרת? -קבוע הסריג החד

מהו אופי הקשר בין המולקולות בגבישים שבנויים מהמולקולות שנדונו בחלקים הקודמים של   .ו

  השאלה? 

במקרים נדירים אפשר לגדל סריג שבנוי מאטומי גופרית. אילו קשרים ייתכנו בין האטומים   .ז

   בסריג? הציעו כמה מבנים סריגיים שמבוססים על הקשרים הללו.

  

      

S  S12  S8  

  

  4.5 שאלה

רשמו ביטוי כללי עבור אנרגיית הקשר של ון דר ואלס בסריג המלבני, והראו כי היא תלויה רק   .א

x/ביחס בין שני קבועי הסריג,  b a.  עבור איזה ערך שלx ?האם  האנרגיה הזאת מרבית

אפשר להכליל את התשובה למשפחת הסריגים האורתורומביים הפשוטים במרחב? מה אפשר 

   למוד מכך על הסימטריה של גבישים מולקולריים פשוטים? ל

כללית  זווית עם אבל שווים, סריג קבועי עם נוטה, מישורי סריג עבור מה תהיה התשובה  .ב

  ביניהם?

  

  4.6 שאלה

מולקולרי דמיוני מתוארת על ידי פונקציית  BCCהאנרגיה הפוטנציאלית הכללית של סריג 

    מורס של הפוטנציאל
  

  0 02( )/ ( )/
0( ) [ 2 ]R r R r

totU R NU e e     ,  
  

 מולקולות שכנות. מצאו את המרחק בין שכנים קרובים על הסריג הוא המרחק בין Rכאשר 

  הנפח. מקדם ואת הקשר אנרגיית את וחשבו ,R בשיווי משקל,
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  4.7 שאלה

מהו אופי  המבנה הזה,. בהסתמך על 4.3.5, נדון בשאלה NH3המבנה של מולקולת האמוניה, 

  הקשר בין המולקולות הללו? הציעו מבנה גבישי של המוצק שבנוי מהמולקולות הללו.

  

  4.8 שאלה

, היא קווית, עם קשר משולש בין הפחמנים (ראו דיון לפני איור C2H2המולקולה של אצטילן, 

הניצבים  -). האם יכול להיווצר קשר מימני בין המימן במולקולה אחת לבין מצבי ה4.3.9

ממדי שיכול להיווצר. דונו -למולקולה שכנה? בהנחה שיש קשרים כאלה, תארו את הגביש התלת

 היברידיזציה של בקשרי המימן שנוצרים הן בעזרת מודל קולומבי קלאסי והן בעזרת מודל

  קוונטית.

  

  4.9 שאלה

 נרשמים בצורה, המומנטים המגנטיים של ספינים על הסריג הריבועי 2.10.2כמו בשאלה 

0( ) cos( ) R Q R 1 . ההמילטוניאן המגנטי כולל אנרגיות חילוףJ  עבור השכנים הקרובים

)(nn 2- וJ ) עבור השכנים השנייםnnnרשמו את האנרגיה המגנטית כפונקציה של .( Q את  ומצאו

  היסוד כפונקציה של אנרגיות החילוף.הסידור המגנטי במצב 
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  תשובות לשאלות לחזרה ולהערכה עצמית
  

  4.1 תשובה

30.15שינוי היחידות נותן   .א /(Å)B eV 4. לכן 21 18 /( ) 7.78m R B e    השתמשנו כאן)

21בקשרים  /(2 ) 13.6BRydberg e a eV  ,0.53ÅBa  1.747565- וNaCl  מכאן .(

2 3(1 1/ ) / 18 / 7.8u m e R R m eV    בהתאמה סבירה עם אנרגיית הקשר שנמדדה. כמו ,

1 כן 2 / 3650 /(Å)m mzC R e m eV  6 עםz .   

 ) ומהדיון שלפניה, הלחץ ניתן על ידי4.2.9ממשוואה (  .ב
0

( )/
v

v
p dvB v v  הסגולי , כאשר הנפח

0v- ל 0v- משתנה מ xv. ) 2א), 4.2.10ממשוואה 4 4/3
0 0( 1) /(18 ) ( / )B m e R B v v  .  לכן  

  

  
0/

7/3 4/3
0 0 0 0

1

( / )( / ) 3 ( 1)/4
v v

p B d v v v v B x   .  

  

0.99xהצבת     8 לבסוף נותנים ומקדם הנפח הנתון 22.4 10 /p N m .  

  

  4.2 תשובה

/ הוא Oהמרחק בין שני מרכזים של היון   .א 2a2 , ולכן חייב להתקיים / 2Or a באופן .

2דומה,  Ar a ,2( ) 2A Or r a  ,2( )B Or r a , 2( ) 3B Ar r a  .  

הקולומבית גדולה יותר, ככל שהיונים החיוביים קרבים לשכניהם הקרובים האנרגיה   .ב

השליליים. לכן האנרגיה הזאת מרבית כשהיונים החיוביים משיקים ליוני החמצן, ולכן שני 

)2שוויונות הופכים לשוויונות: -אי ) 2A Or r a , 2( )B Or r a שני  . הצבה של

- שוויונות. אי- השוויונות הנותרים נותנת עכשיו שישה אי- בכל אחד מאי aהביטויים עבור 

2השוויון  / 2Or a  1נותן, 2 1A Bx x   ,2. באופן דומה Ar a  נותן

1, 2 1A B Ax x x    והתנאי השלישי נותן ,( 3 1) 3A Bx x   ,

( 6 /2 1) 6 /2B Ax x   לכן .Ax 1 מוגבל לטווח 2 1Ax   ואילו ,Bx  חייב להיות

}max בטווח 2 1, 1} ( 6 /2 1) 6 /2A B Ax x x      .  

במקרה זה צריך לוותר על אחד מתנאי ההשקה ולנסות למצוא מבנה שיקרב את היונים בעלי   .ג

הסימנים ההפוכים ככל האפשר. חמשת התנאים של חלק (א) עדיין מותירים מרחב גדול של 

  אפשרויות. 

משיקים ליוני החמצן, ויוני החמצן  בריוםהמספרים הנתונים מראים כי בקירוב יוני ה  .ד

2/ זה. שלושת התנאים הנותרים מחייבים שיתקייםמשיקים זה ל 0.6ÅTi Or a r  . 

  והחמצן. בריוםניום קטן יחסית ליוני הכי יון הטיט נראה אכן 4.2.3 מאיור

), האנרגיה הקולומבית ניתנת על ידי 4.2.6ממשוואה (  .ה
2C i ii cell
NU q 


 כאשר , 

( / )i i ijj i q R


   הוא הפוטנציאל החשמלי שמופעל על כל יוןi  על ידי כל היונים האחרים

 , ולקבלO-ו A ,Bבגביש. לכן עלינו לחשב שלושה פוטנציאלים, עבור היונים 

( /2)( 3 )C A A B B O OU N q q q     .הפוטנציאלים טיטנאט, נדרשים בריוםשל  בדוגמה 

2Aq(שעבורו  בריוםעבור   ,( שעבורו טיט עבור) 4ניוםBq  ( עם חמצן ועבור) 2Oq  .( 
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2R/-ב נסמן a  שני בין ביותר הקרוב המרחקאת המרחק בין יון הטיטניום ליון החמצן (זהו 

יוני  12 מוקף על ידי בריוםכל יון  .Rבעלי מטענים הפוכים) ונמדוד מרחקים ביחידות של  יונים

2חמצן במרחק  10 יוני חמצן במרחק 24 ,3/2 במרחק חמצן יוני 24 ,2/  .הלאה כןו 2/

יוני  שמונה, 2במרחק  בריוםיוני  12, 1 במרחק בריוםכמו כן הוא מוקף על ידי שישה יוני 

3שמונה יוני טיטניום במרחק  ידי על וכן, הלאה כןו 3במרחק  בריום  טיטניום יוני 24, 2/

  הוא  בריום יון כל על החשמלי למשל, הפוטנציאל .הלאה כןו 11/2במרחק 

  

0

12 24 24 6 12 8
2 2

1( 2 /2) 3/2 ( 10 /2) 2 3

8 24
4

( 3/2) ( 11/2)

j
Ba

jj

q
R

                       

    
 

  



  

  

  4.3 תשובה

 , אנרגיית הקשר המקסימלית מתקבלת כאשר4.2.6מהפתרון לשאלה 

0 /2 2
0( / ) ( / )Rz q e R   . 2 לפונקציה/xe x 2 יש מינימום בנקודהx .  בדרך כלל נצפה

0שיתקיים  / 2R   ובתחום הזה המקדם ,z  של הפוטנציאל הדוחה גדל אקספוננציאלית עם

R 0. כפי שצוין, בדרך כלל מתקייםR r r   ולכן ,z גדל אקספוננציאלית עם סכום 

  הרדיוסים.

  

  4.4 תשובה

2גורציית היסוד של אטום הגופרית דומה לקונפיגורציה של אטום החמצן, קונפי  .א 43 3s p כמו .

1בחמצן, מצב היברידי אפשרי הוא  53 3s p שמכיל ארבעה מצבים מהסוג שהוצג במשוואה ,

ידי שני  . במצב הזה שניים מבין המצבים הללו מאוכלסים על4.3.7) ובאיור 4.3.15(

-אלקטרונים כל אחד, ושני הנותרים מכילים אלקטרון בודד ויכולים ליצור קשרים קו

במקרה  .4.3.11איור  –וכמו בקשרי החמצן עם המימנים במים  4.3.10ולנטיים, כמו באיור 

של . במים הנוכחות 109.5, הזווית בין שני קשרים שכנים היא 4.3.7הסימטרי, איור 

המטענים השליליים הנוספים על המצבים שמאוכלסים על ידי שני אלקטרונים מקטינה את 

ים מהסוג מצב. מאחר שהגופרית דומה לחמצן, גם לאטום שלה יש ארבעה 104.5- הזווית ל

-), כששניים מהם מכילים שני אלקטרונים כל אחד, ושני האחרים יוצרים קשרים קו4.3.15(

לנטיים, למשל, עם אטומי הגופרית השכנים במולקולות הנדונות בשאלה. עבור הקשרים בין ו

. למעשה 105נצפה לכן לזווית מסדר גודל דומה, בסביבות  אטומי הגופרית במולקולות הללו

חייבים "לעלות"  S8במולקולה  . כדי לסגור את המעגל106הזווית הזאת (לפי הספרות) היא

ו"לרדת" לסירוגין, ולכן מתקבל המבנה ה"זיגזגי" שנראה באיור, עם ארבעה אטומי גופרית 

. עם זאת, הדחייה הקולומבית S12בכל מישור. לכאורה, יכולנו לקבל אותו מבנה במולקולה 

" לקשרים בין המטענים במצבים המאוכלסים בשני אלקטרונים, שנמצאים תמיד בצד ה"נגדי
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ולנטיים, גורמת למולקולה הזאת להעדיף מבנה מורכב יותר, שבו יש שישה אטומי -הקו

  גופרית במישור האמצעי ושלושה אטומים כאלה במישורים שמעל ומתחת למישור הזה. 

מאחר שששת האלקטרונים של כל אטום גופרית נמצאים במצבים שממוקמים ליד כל אטום,   .ב

ולנטיים, לא נותרו -על ידי שני אלקטרונים ואם בקשרים הקואם במצבים שמאוכלסים 

  אלקטרונים חופשיים שיכולים לנוע סביב הטבעת. 

לכל גופרית (או  .O2יש רק שני אטומי גופרית, המצב דומה למולקולה  S2מאחר שבמולקולה   .ג

חמצן) יש שישה אלקטרונים בקליפה החיצונית, ובסך הכול יש ארבעה מצבים מסלוליים 

. שניים מהמצבים המסלוליים חייבים להכיל שני אלקטרונים כל )pאחד ושלושה מצבי  s(מצב 

ולנטי. בדוגמה -אחד, ונותרים שני מצבים שיכולים לאכלס אלקטרון אחד ולהשתתף בקשר קו

ולנטיים בכיוונים שונים זה -, כמו גם במולקולת המים, היו לכל אטום שני קשרים קוהקודמת

אטומית הקווית שני -). במולקולה הדו4.3.15מזה, ולכן היה עדיף להשתמש במצבים (

הקשרים חייבים להיות באותו כיוון, ולכן הקשר הוא כפול. במצב הזה עדיף להשתמש בבסיס 

. שניים מהמצבים המישוריים יאוכלסו על ידי שני אלקטרונים כל 4.3.6), שמוצג באיור 4.3.14(

עם האטום השני.  -והמצב השלישי ייצור קשר זה עם זה, 120-וייצרו זווית שקרובה ל אחד

בין המצבים הניצבים למישור. התוצאה דומה  -הקשר הנוסף בין האטומים יהיה קשר

, אלא שעכשיו כל מימן מוחלף על ידי מצב של הגופרית 4.3.9, איור תיןלמולקולת הא

  שמאוכלס על ידי שני אלקטרונים.

, אפשר לבחור זוויות כלליות בין ארבעת המצבים 4.3.4כפי שהוסבר בחלק (ד) של שאלה   .ד

200 ההיברידיים שניתנים בצורה ˆ[ ]i i i iA     n  אם אטומי הגופרית אכן מסודרים .

1 ולכן ,90) היא 2- ו 1י אחת הזוויות (למשל, בין המצבים בריבוע, אז 2   , וכן 
2 2 2

1 2 11/(1 )A A   .  לכן הם חייבים להיות מהצורהx  אוy מהמכפלה .

   3n̂של כל אחת מהפונקציות האחרות עם שתי הראשונות נובע גם כי  הסקלרית

3,4 , ולכן מתקבל כי2n̂- ול 1n̂-חייבים להיות ניצבים ל 4n̂-ו 200[ ]/ 2z    שני .

ולנטיים, ולכן שני הקשרים האחרונים, -שמשים לקשרים הקוהמצבים הראשונים מ

, מכילים כל אחד שני אלקטרונים. ברור z-ציר ש"מצביעים" בכיוון החיובי ובכיוון השלילי של

שאנרגיית הקשר של הגיאומטריה הזאת איננה גבוהה כמו במקרים הקודמים, בגלל הקרבה 

ייתכן גם לעורר אלקטרונים של הגופרית  ,לחלופיןהגדולה יותר של ענני האלקטרונים זה לזה. 

3לקונפיגורציה  2sp d 4.3.12, ואז מתקבלים קשרים עם זוויות ישרות, כפי שתוארו באיור .

  מזווגים, שיוכלו לנוע סביב הריבוע. בלתי במצב הזה יישארו גם אלקטרונים 

, כפי שתוארה 3spלשמור על הקונפיגורציה  במולקולה הפולימרית כל אטום גופרית יכול  .ה

. בהינתן שני קשרים עוקבים 106בחלק (א). לכן הזווית בין כל שני קשרים שכנים היא בערך 

כאלה, הקשר השלישי צריך ליצור זווית זהה עם קודמו, אבל האטום שבקצהו יכול להסתובב 

צב לקשר הזה. מיקומו הסופי נקבע על ידי הדחייה בין ענני האלקטרונים שבשני במישור שני

המצבים שאינם משתתפים בקשר לבין האלקטרונים האחרים. מתברר שהדחייה הזאת 

זה מזה בכיוון ה"בורגיות" של המבנה. לפי  מינימלית עבור שני המבנים שבאיור, ששונים
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עם המישור שנקבע על ידי  85.3-של כ צר זוויתהקשר השלישי יו מדידות וחישובים שונים,

וכך נוצר מבנה הבורג שמאפיין את ההליקס. לפי הנראה באיור, תא היחידה כולל  שני קודמיו,

כמו בחלק (א), כל האלקטרונים ממוקמים ליד אטומי גופרית מסוימים, ולכן אין  אטומים. 10

   המולקולה.חשמלית לאורך  הולכה

מאחר שכל המולקולות ניטרליות חשמלית, ואפשר לראות שאין להן מומנט דיפול חשמלי,   .ו

  האינטראקציות ביניהן הן רק מהסוג של ון דר ואלס. 

אטומים אחרים (כמו בגרפן).  3-צריך שכל אטום יוכל להיקשר לפחות ל כדי שייווצר סריג,  .ז

2אטומים שכנים. מאחר שהקונפיגורציות ממדי רצוי אף להיקשר ליותר - לקשר תלת 43 3s p 

1 או 53 3s p  מאפשרות לכל היותר שני קשרים לכל אטום, ברור שמבנה סריגי דורש עירור

1למצבי היברידיזציה גבוהים יותר, למשל,  4 13 3s p d  1או 3 23 3s p d הקונפיגורציה האחרונה .

. אם ממקמים אטומי גופרית בקצה 4.3.12מאפשרת שישה קשרים ניצבים זה לזה, ראו איור 

כל קשר כזה, מתקבל סריג טטרגונלי פשוט. הקונפיגורציה הראשונה דורשת שאחד מחמשת 

2), ושניים ניצבים למישור, למשל 4.3.14המצבים [שלושה במישור, ממשוואה ( zz  –  ראו

] יכיל שני אלקטרונים, ולכן נותרים רק ארבעה מצבים שיכולים ליצור 4.3.5הפתרון לשאלה 

 של כמו משושה סריג נקבל קשרים. אם האכלוס הכפול ממלא את המצבים הניצבים למישור,

  גרפן. 

  

  4.5 תשובה

 ),4.4.5אנרגיית הקשר ניתנת על ידי הכללה של משוואה (  .א

12 6
12 62 [ ( )( / ) ( )( / ) ]totU N F x a F x a    כאשר ,

1 2

2 2 2 /2
1 2( ) ( ) n

n n nF x n n x   .

2נותנת  a-ביחס ל totUמינימיזציה של 
126(min)/ /(2 )totu U N F F   והתוצאה אכן ,

 . החלפה בין שני כיווני הסריג (והחלפה בין האינדקסים האילמים שלxתלויה רק ביחס 

12הסכימה) נותנת  6
12 62 [ (1/ )( / ) (1/ )( / ) ]totU N F x b F x b   ולכן , ( ) (1/ )u x u x.  גזירה

)2נותנת  xלפי  ) (1/ )/u x u x x    (1), ולכן 0u 1- . לפונקציה יש נקודת קיצון בx  בדיקה .

1אם מסכמים על  נומרית מראה שזהו אכן מקסימום: 2, 3n n , מקבלים  
  

6 6 2 3 2 3 2 3 2 3

2 3 2 3 2 3 2 3 2 3

47449 47449 4 4 4 4
( )

23328 23328 (1 ) (4 ) (9 ) (1 4 )

4 4 4 4 4
(4 4 ) (9 4 ) (1 9 ) (4 9 ) (9 9 )

F x
x x x x x

x x x x x

     
   

    
    

+…, 

 

12 12 2 6 2 6 2 6 2 6

2 6 2 6 2 6 2 6 2 6

2177317873 2177317873 4 4 4 4
( )

1088391168 1088391168 (1 ) (4 ) (9 ) (1 4 )

4 4 4 4 4
...

(4 4 ) (9 4 ) (1 9 ) (4 9 ) (9 9 )

F x
x x x x x

x x x x x
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 x-ב uותוספת איברים לא משנה כמעט את התוצאה. האיור הימני להלן מראה את התלות של   

1x המקרה הריבועי,). מהאיור ברור כי אנרגיית הקשר מרבית עבור 2/(ביחידות של   .  

  ישנה דרך מקורבת להבין זאת: הסכומים הנזכרים לעיל נשלטים בעיקר על ידי  

  aשכנים קרובים במרחק  2האיבר הראשון שלהם. לאטום בראשית הצירים יש 

/1)2, ולכן b ושני שכנים קרובים במרחק 1/ )n n
nF a b  בקירוב הזה מתקיים .

2 2 2
126 / (1 ) /(1 )u F F y y    61 , כאשר/y x. ולגלות הזאת הפונקציה את לגזור קל 

1yעבור  מרבית שהיא .  

/ נסמן האורתורומבי הסריג עבור   , /y b a z c a  ונקבל  

2
126(min)/ ( , ) /[2 ( , )]totu U N F y z F y z  ,  

 כאשר  
1 2 3

2 2 22 2 /2
1 2 3( , ) ( ) n

n n n nF y z n n y n z   .  ,לכן( , ) (1/ , / ) ( / ,1/ )u y z u y z y u y z z  ,

  ומכאן 

2

2

( , ) [ (1/ , / ) (1/ , / )]/ ,

( , ) [ ( / ,1/ ) ( / ,1/ )]/

y y z

z y z

u y z u y z y zu y z y y

u y z yu y z z u y z z z

     

     
 

  

(1,1)ולכן    [ (1,1) (1,1)]y y zu u u      ,(1,1) [ (1,1) (1,1)]z y zu u u     ,כלומר , 

(1,1) (1,1) 0y zu u    שוב, בדיקה מראה שזהו מקסימום. גם כאן מספר השכנים הקרובים .

 נותן באותו המרחק הוא מקסימלי לסריג הקובי (בהשוואה לסריג האורתורומבי), וזה

  הזה. סימטרי היותר הסריג עבור מרבית קשר אנרגיית

1עבור הסריג הנוטה, וקטורי הסריג הם   .ב 2ˆ ˆ ˆ, cos sina a a   a x a x yולכן , 

1 2

2 2 /2
1 21 2( ) ( 2 cos ) n

n n nF n n n n     האיור השמאלי להלן אכן מראה כי אנרגיית .

cosהקשר מרבית עבור  1/2  כלומר, עבור הסריג המשולש. הסריג המשולש הוא אכן ,

הסריג הצפוף ביותר במישור. גם בשלושה ממדים נמצא כי רוב החומרים עם אינטראקציית ון 

  שם.  ביותר הצפופים המבנים שהם ,HCP-ה בסריג או FCC-ה בסריג מסתדרים דר ואלס

קל לראות זאת, אם שומרים רק את השכנים הקרובים לראשית. לאטום בראשית יש ארבעה   

2ושני שכנים במרחק  aשכנים במרחק  sin( /2)a ,בקירוב הפשוט ביותר . 

4/ 2/[2 sin( /2)]n n
nF a a   2, ולכן 2(4 2 ) /(4 2 )u y y  2]/61 , כאשרsin( /2)]y  .

1y כאשר גזירה נותנת אנרגיית קשר מרבית 60 , כלומר, כאשר    .  

  

    
  אנרגיית הקשר של הסריג הנוטה  אנרגיית הקשר של הסריג המלבני



 של מצב מוצק פי�יקה  332

 

  4.6 תשובה

0 גזירה נותנת 02( )/ ( )/
0 0( / ) ( ) 2 [ ]/ 0R r R r

totR U R NU e e r         , ולכן R .  בנקודת

)0שיווי המשקל אנרגיית הקשר היא  )/totu U R N U   עבור סריג .BCC  מתקיים

3 /2R a, 3 ולכן 38 /(3 3)v cR R . ) נותנת עתה  )4.2.10(- ו )4.2.9הצבה במשוואות

2 2
0 0( / ) /(4 3 )RB v u v U r     .   

  

  4.7 תשובה

ולנטיים עם המימנים ועל ידי "ענן" אחד של מצב - כל יון חנקן מוקף על ידי שלושה קשרים קו

. 3spשמאוכלס על ידי שני אלקטרונים. ארבעת המצבים מתוארים על ידי היברידיזציה מטיפוס 

עם מימן אפשר ליצור קשר מימני עם המצב שמאוכלס  בהמשך של כל קו שמחבר את החנקן

שמאוכלס פעמיים אפשר  פעמיים ליד יון חנקן שכן. באופן דומה, בהמשך הקו שמכיל את המצב

ליצור קשר מימן עם יון מימן של מולקולה שכנה. בסך הכול כל יון חנקן יוצר ארבעה קשרי מימן 

רים קרובות לזוויות שבין הקשרים בסריג עם ארבעה יוני חנקן שכנים, כשהזוויות בין הקש

, אפשר להעריך כי יש רק תצורה אחת שאפשר "לגדל" 4.5.1היהלום. בדומה לפתרון של שאלה 

כשמתחילים ממולקולה אחת. תצורות טטרהדרליות כאלה קיימות הן בסריג היהלום והן בסריג 

לסריג  דומה ולכן הוא ית,קוב הוורציט. למעשה, לגביש האמוניה שנחקר ניסיונית יש סימטריה

  היהלום.

  

  4.8 תשובה

H נסתכל תחילה על מולקולה בודדת, C C H  הקשר המשולש כולל קשר .-  על הקו

האחד בכיוון  שניצבים למולקולה, -, ושני קשריx-שמחבר את שני הפחמנים, למשל, בכיוון ציר

הסתברות של  . במישור הזה קיים "ענן"XZ. נתמקד במישור z-והאחר בכיוון ציר y-ציר

הענן הזה של מטען שלילי  ).4.3.9(ראו איור  בניצב לאמצע המולקולה ,z-האלקטרונים ליד ציר

יכול למשוך את יון המימן החיובי מהקצה של מולקולה אחרת, ולכן המולקולה הזאת תימצא על 

המישור הזה. כל קו עבה  האיור להלן מתאר את .XZהמשך האנך האמצעי למולקולה במישור 

מתאר מולקולה, וכפי שרואים, מולקולה אחת נמצאת על האנך האמצעי, כך שהמימן שלה קרוב 

באותו כיוון. ענן דומה נמצא גם בצד השני של המולקולה, ולכן גם שם  -ל"ענן" של אלקטרוני ה

דקים באיור. הקווים ה תתמקם מולקולה אחרת. התוצאה היא הגביש המישורי שמתואר

השמאלית התחתונה, באמצעי  בפינה( מתארים את תא היחידה הריבועי, שמכיל ארבע מולקולות

  שתי הצלעות שקרובות אליה ובמרכז הריבוע). למעשה, התא הפרימיטיבי הוא ריבוע שמסובב 

, עם בסיס שמכיל שתי מולקולות שכנות, האחת "אופקית" והאחרת "אנכית". עכשיו אפשר 45-ב

נוסף, שניצב  -. לכל אחת מהמולקולות במישור יש קשרy-הגביש בכיוון ציר להמשיך את

האנך האמצעי לכל מולקולה מולקולה נוספת,  למישור באמצע המולקולה. אם ממקמים על

מעל למישור הזה אפשר לחזור ולמקם את  .y-מקבלים מישור שלם של מולקולות בכיוון ציר
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שמונה המישור המקורי וחוזר חלילה. לבסוף מתקבל סריג קובי פשוט, עם בסיס שכולל 

   ).והתחתון וארבע במישור שמעלי מישורב ארבע( מולקולות בתא היחידה
  

עד כאן מיקמנו את המולקולות כך שנוצר "רווח" בגלל המשיכה הקולומבית בין יון המימן לבין 

אחת  ,zבמישור בנוי משתי פונקציות מהטיפוס  -"ענני" המטען השליליים. קוונטית, כל קשר

יש שני מצבים קוונטיים, שאחראים לקשר  z-מכל פחמן. במולקולה שנמצאת על כל צד של ציר

בין המימן לפחמן. לכן בכיוון הציר הזה יש בסך הכול שש פונקציות גל, שתיים בכל  spמהטיפוס 

מולקולה. אפשר ליצור מהן שישה מצבים היברידיים. כל מולקולה יכולה גם לתרום שני 

. ששת -על המולקולות הניצבות, ושניים מקשר ה sp: שניים מכל קשר אלקטרונים

האלקטרונים הללו יכולים עכשיו לאכלס את שלושת המצבים ההיברידיים החדשים בעלי 

בסופו של דבר  ולנטי בין כל שלוש המולקולות.- האנרגיות הנמוכות ביותר, וכך ליצור קשר קו

 בו האלקטרונים נשארים בתוך כל מולקולה ושלהקשר הסופי יהיה שילוב של הקשר היוני ש

  ולנטי שבו הם משותפים לכל המולקולות.-הקשר הקו
  

  
  

  4.9 תשובה

ˆהשכנים הקרובים נמצאים בנקודות  ˆ,a a  R x y השכנים השניים נמצאים בנקודות .

ˆ ˆ ˆ ˆ( ), ( )a a    R x y x yלכן האנרגיה המגנטית היא .  
 

 
 

1 2

1 2

{ [cos( ) cos( )] [cos( ) cos( )]}

{ [cos( ) cos( )] 2 cos( )cos( )}

x y x y x y

x y x y

E N J Q a Q a J Q a Q a Q a Q a

N J Q a Q a J Q a Q a

      

   ,
  

  

למרכיבי וקטור הגל  הוא מספר הקשרים בסריג (כפול ממספר נקודות הסריג). גזירה ביחס N כאשר

1נותנת  2sin( )[ 2 cos( )] 0x yQ a J J Q a 1 , וכן 2sin( )[ 2 cos( )] 0y xQ a J J Q a  למשוואות .

  אלה יש חמישה פתרונות: 

0x רומגנט,פ  .א yQ a Q a  1 עם אנרגיה 2(00) 2 ( )E N J J   .  

, ,x-פרומגנט בכיוון ציר-אנטי  .ב 0x yQ a Q a  2, עם אנרגיה( 0) 2E NJ  .  

, ,y-פרומגנט בכיוון ציר-אנטי  .ג 0y xQ a Q a  0)2, עם אותה אנרגיה ) 2E NJ  .  

x), 11פרומגנט בכיוון האלכסון (-אנטי  .ד yQ a Q a   1, עם אנרגיה 2( ) 2 ( )E N J J   .  
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  פרומגנט אינקומנסורבילי בכיוון האלכסון, -אנטי  .ה
  

1 2cos( ) cos( ) cos /(2 )x yQ a Q a J J   ,  
  

1שיכול להתקיים רק כאשר  2/ (2 ) 1J J  2 אנרגיה, עם
21( ) /(2 )E NJ J  1. אם >0J, 

2)/1אפשר לשרטט גרף של  אזי )E NJ  2כפונקציה של 1/J J  ולגלות כי מצב היסוד הוא

2פרומגנטי עבור  1 /2J J  2פרומגנטי בכיוון אחד הצירים עבור - או אנטי 1 /2J J . 

2)/1שרטוטים דומים של  )E N J 2 כפונקציה של 1/J J  1עבור <0J  מראים כי מצב היסוד

2 עבור בכיוון האלכסון, פרומגנטי "פשוט",- הוא אנטי 1 /2J J  ון פרומגנטי בכיו- או אנטי

2אחד הצירים עבור  1 /2J J ,האיור להלן מתאר את האזורים במרחב הפרמטרים . 

)כשבכל אזור מסומן הוֶקטור  , )x yQ a Q a .שמתאר את הסידור המגנטי שלו  
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  5פרק 
  תנודות ה�ריג

  

  

בתנודות של האטומים (או הגרעינים) בסריג. בקירוב ההרמוני מקרבים את  עוסק הזה הפרק

הפוטנציאלים על ידי פרבולות ליד נקודות המינימום שלהם. אופני התנודה העצמיים של הסריג 

מאופיינים על ידי התמרות פורייה של התנודות של גרעינים בודדים. אופני התנודה, והתדירויות 

כאן הן מתוך משוואות התנועה הקלאסיות של ניוטון, שנותנות גלים  הקשורות אליהם, מחושבים

שדומים לגלי קול שנעים בחומר, והן מתוך הקוונטיזציה של אופני התנודה השונים, שמתוארת 

על ידי תנועה של פונונים (שהם החלקיקים הדואליים לגלים הללו). תנודות הסריג קיימות הן 

והן בטמפרטורה סופית. בפרק זה מחושבת תרומתן לחום בטמפרטורה אפס ("תנודות האפס") 

הסגולי של החומר ונדונה השפעתן על יציבות הסריג. בחלקים האחרונים של הפרק נדונים 

הרמוניים, כמו התפשטות תרמית ומוליכות חום. כמו כן נדונה המדידה של - אפקטים אי

של נויטרונים או של אור. לבסוף  אלסטי-התדירויות העצמיות של תנודות הסריג על ידי פיזור אי

  מתוארים גלי ספין, שאנלוגיים לתנודות הסריג עבור חומרים מגנטיים.
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 spin waves  ..............................................................................................................  גלי ספין

 longitudinal waves  ...........................................................................................  גלים אורכיים
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  impurities  ...............................................................................................................  זיהומים
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 elastic scattering  ...............................................................................................  פיזור אלסטי
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  Brillouin scattering  ..........................................................................................  פיזור ברילואן
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  משוואות תנועה קלא�יות בממד אחד  :5.1
  

, שבו הגרעינים סטטיים, לחישוב האנרגיות אופנהיימר-קירוב בורןהשתמשנו ב 4בפרק  מבוא:

הקוונטיות של האלקטרונים באטומים או במולקולות. לחלופין חישבנו את האנרגיה הקולומבית 

של יונים שנמצאים בדיוק בנקודות הגביש המחזורי. בפועל הגרעינים (או מרכזי הכובד של 

 סביב נקודות הגביש המחזורי,האטומים, המולקולות או היונים שמהם בנוי הגביש) מתנודדים 

שלהם. להלן נשתמש במונח "אטומים",  המיקום הממוצעוהאחרונות רק מתארות את 

כשנתייחס למרכזי הכובד הללו. פרק זה מוקדש לתנודות הגביש. התנודות הללו תורמות חלקים 

חשובים מהחום הסגולי, מההתפשטות התרמית, מהולכת החום, מהולכת גלי הקול ומהתלות 

(כגון המוליכות החשמלית, שתידון בפרק הבא). ראינו  טמפרטורה של תכונות שונות של הגבישב

כבר כי תנודות הסריג "אחראיות" גם לדעיכה של עוצמות הפיזור של קרינה מהגביש עם עליית 

  ).3.10וואלר) ולהתכה של הגביש (קריטריון לינדמן, ראו סעיף - הטמפרטורה (מקדם דביי
  

הפשוט  כדי להדגים את התופעות שיידונו בפרק זה, נתחיל מהמקרה :ת בממד אחדתנודות אורכיו

משקל, האטומים -. במצב שיוויaממדי של אטומים זהים, עם קבוע סריג -ביותר: סריג חד

0נמצאים על סריג מחזורי, בנקודות  ˆn naR x כאשר ,n  הוא שלם כלשהו (החלק העליון באיור

משקל, כך -). נניח עכשיו תנודות אורכיות קטנות של האטומים ליד מיקומיהם בשיווי5.1.1

0הוא  n-שהמיקום ה"רגעי" של האטום ה ˆ( )n n n nna u   R R u x  החלק התחתון באיור)

מתארות תזוזה של האטומים בכיוון מקביל לסריג המקורי. בהמשך  ות האורכיותהתנוד). 5.1.1

נטפל גם בתנודות רוחביות, שניצבות לסריג המקורי. לשם פשטות, נניח עוד שפועלים כוחות רק 

בין אטומים שכנים קרובים, ושהכוח בין שני אטומים שכנים תלוי רק במרחק ביניהם, עם 

,האנרגיה הפוטנציאלית  1( )n nU R  כאשר ,, 1 1 1n n n n n nR R R a u u        הסימון)

ממדי הנוכחי). האנרגיה הפוטנציאלית הכללית היא - הוֶקטורי מיותר במקרה החד
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, 1( )tot n nnU U R   כאשר הסכום הוא על ,N  האטומים בסריג. כדי להימנע מקשיים בקצות

. תנאי השפה nעכשיו בסריג אינסופי, כך שהסכום הוא על כל הערכים השלמים של  הסריג, נטפל

  בקצוות של סריג סופי יטופלו בהמשך. 
  

המשקל מתואר על ידי המינימום של האנרגיה הפוטנציאלית - מצאנו כי מצב שיווי 4בפרק 

הכללית. בדוגמה שלפנינו, המינימום הזה מתקבל, כאשר כל אחד מהמחוברים בסכום הוא 

משקל בנקודות הסריג המחזורי כנזכר -מינימלי, וזה קורה, כאשר האטומים נמצאים בשיווי

,לעיל, כלומר  1 1n n n nR R R a    0, או כאשרnu  בנקודת המינימום הנגזרת של .

)'הפוטנציאל מתאפסת,  ) 0R aU R  משקל חייבת - . קריטריון לינדמן קובע כי הסטייה משיווי

להיות קטנה מהמרחק הממוצע בין שכנים, כי אחרת הגביש יותך אל המצב הנוזלי. לכן, מקובל 

|קטנות לעומת קבוע הסריג,  nuהניח שהסטיות ל |nu a ולפתח את האנרגיה הפוטנציאלית ,

2ים: -nu- בטור חזקות ב
1 1[ ( ) '( )( ) "( )( ) /2 ...]      tot n n n nnU U a U a u u U a u u 

ים). עבור סריג אינסופי, הסכום של -nu-(הנקודות בסוף מציינות חזקות גבוהות יותר של ה

)-מופיע עם סימנים הפוכים באיבר ה nuהאיברים הלינאריים מתאפס, כי  1)n  ובאיבר ה -n 

(אנחנו מתעלמים מהקצוות של הסריג; כפי שנראה בהמשך, בסריג שאיננו אינסופי יש לבחור 

תנאי שפה שמאפסים את האיברים הללו.) האיברים הלינאריים מתאפסים גם כי במקרה הנוכחי 

)'(שכנים קרובים בלבד) המינימום של האנרגיה מתקבל כאשר  ) 0U a  ההתאפסות של .

/-רים הלינאריים מבטאת גם את העובדה שהאיב tot nU u הוא הכוח שפועל על האטום ה-n ,

  נקבל  המשקל. אם נשמור רק את האיברים מסדר שני,- והכוח הזה מתאפס במצב שיווי
  

  2
0 1( )

2
L

tot n n
n

D
U U u u    ,   )5.1.1(  

  

2כאשר  2( )/ | L x aD d U x dx )L  התנודות האורכיות, מציין אתlongitudinal אם מוסיפים .(

  ההמילטוניאן (של האנרגיה הכוללת) את האנרגיה הקינטית, מקבלים את
  

  
2

2
n

tot
n

p
H U

M
 ,   )5.1.2(  

  

  היא המסה של כל אטום בגביש. M- ו n-הוא התנע של האטום ה npכאשר 

  

  החוק השני של ניוטון נותן משוואות התנועה הקלאסיות:
  

  1 1/ ( ) ( )n tot n L n n L n nMu U u D u u D u u        ,   )5.1.3(  
  

כאשר נקודה מעל לביטוי מייצגת גזירה לפי הזמן. אגף ימין מכיל את הכוחות שמופעלים על 

על ידי שכניו מימין ומשמאל. כוחות אלו זהים לכוחות שיתקבלו, אם נניח כי כל זוג  n-האטום ה

כאשר אורכו שווה בדיוק לקבוע  משקל- בשיוויאטומים שכנים מחובר על ידי קפיץ, שנמצא 

מוכפל בהתארכות (או בהתכווצות)  LDפיץ : כל אחד מהכוחות הנ"ל שווה לקבוע הקaהסריג 

חוק הוק מתאר גם את  ).Hooke's law( חוק הוקבהמשקל שלו, כמו -הקפיץ לעומת מצב שיווי
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 האיברים הגבוהים. הקירוב ההרמוני, ולכן הקירוב הנוכחי נקרא אוסצילטור הרמוניהתנודה של 

 5.1.1, והם יידונו בהמשך הפרק. איור הרמוניים-איברים אינקראים  יותר בפיתוח של האנרגיה

  המשקל וכן את המצב הרגעי של הסריג המתנודד.- מתאר את מצב שיווי
  

  
  

, אורך כל קפיץ המשקל-שיוויאטומי. למעלה: מצב -י חדממד-של סריג חד אורכיות תנודות :5.1.1איור 
למטה: תמונה רגעית של הסריג המתנודד,  .aשווה לקבוע הסריג ) סלילי(שמתואר באיור על ידי קו 

n נמצא בנקודה n-ה אטוםה nx na u .  חִציםהמשקל מתוארות על ידי ה-שיוויהתזוזות ממצב.  

  

). 5.1.3( תנועה כמו אלה שבמשוואהבהמשך נכיר שיטות כלליות לפתרון משוואות  :יחס הנפיצה

בינתיים, אפשר לבנות כל פתרון כסכום של תרומות "מונוכרומטיות", שמתנודדות בזמן עם 

. נתמקד עכשיו באחד מהפתרונות המונוכרומטיים הללו, ונרשום תדירויות זוויתיות מוגדרות, 

) אותו בצורה ) i t
n nu t A e  כאשר המקדם המרוכב ,nA תלוי רק במקום (כלומר ב -n ולא (

)בזמן. אף שמטעמי נוחיות נעבוד מעתה עם גדלים מרוכבים  )nu t בסוף החשבון נוכל להשתמש ,

לק הממשי והן החלק המדומה רק בחלק הממשי (או רק בחלק המדומה) של התוצאה. הן הח

פותרים אותן משוואות תנועה, והבחירה ביניהם (או בקומבינציה לינארית כלשהי שלהם) תיעשה 

  ) הופכת להיות5.1.3בהתאם לתנאי ההתחלה ותנאי השפה. עם ההצבה דלעיל, משוואת התנועה (
  

  2
1 1(2 )n L n n nM A D A A A     .   )5.1.4(  

  

עבור סריג אינסופי, אפשר להזיז את כל נקודות הסריג ימינה ביחידה אחת, ולקבל את המשוואה 
2

1 1 2(2 )n L n n nM A D A A A     1 . אם נסמןn nB A  אזי הפונקציה החדשה ,nB  פותרת

2): 5.1.4, כלומר, משוואה (nAבדיוק את אותה משוואה כמו 
1 1(2 )n L n n nM B D B B B    . 

אם נניח שלמשוואה הלינארית וההומוגנית הזאת יש רק פתרון אחד, עד כדי קבוע כפלי, נגיע 

nלמסקנה שחייב להתקיים  nB CA כאשר ,C ,הוא קבוע מרוכב שייקבע בהמשך. מכאן 

1nן חייב לקיים הפתרו nA CA אם נחזור על התהליך הרבה פעמים, ונקבע את ראשית הצירים .  

0n-ב  0, נקבל
n

nA C A אם ערכו המוחלט של .C גדול (או קטן) מאחד, אזי הגודל

0
n

nA C A  יקבל ערכים גדולים מאוד עבורn-.הפתרונות  ים חיוביים (או שליליים) גדולים

משקל. -המתבדרים הללו אינם קבילים, כי הם לא מקיימים את ההנחה של סטיות קטנות משיווי

ikaC, , כלומר1חייב להיות מספר מרוכב עם הערך המוחלט  Cלכן,  eכש ,-k  הוא מספר

0ממשי, שמשמעותו תוסבר מיד. מכאן, 
ikan

nA e A מערכות ל. הטיעון שהוצג זה עתה אופייני
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) 5.1.4הצבה במשוואה ( .6בפרק שיוסבר  משפט בלוךשל , והתוצאה היא מקרה פרטי מחזוריות

   חייבת לקיים את הקשר ו שתדירות התנודה נותנת עכשי
  

   2 2(2 ) 2 [1 cos( )] 4 sin
2

ika ika
L L L

kaM D e e D ka D      ,  )5.1.5(  

  

  כלומר,

     0( ) 2 sin sin
2 2

LD ka kak M  ,   )5.1.6(  

  

0כאשר  2 /LD M הפתרון הכולל שקיבלנו הוא מהצורה . 
[ ( ) ]( )

0
i kna k ti k t

n nu A e A e   4(ראו גם יחידה  מוכרת לנו מתורת הגלים . הפונקציה הזאת 

2 אורך גלועם  k מספר גלעם  ,גלזהו  :בקורס "פרקים בפיסיקה מודרנית") / | |  k ,עבור ש

0k  מתקדם בכיוון החיובי של ציר -x  זהמהירות פאעם /phv k  למשל, המקסימה של]

0knaנמצאים בנקודות שבהן  nuהחלק הממשי של  t ולכן הם נעים ימינה לפי הנוסחה , 

( / )  phna k t v t [.באופן דומה, גם . אורך הגל הוא המרחק בין שני מקסימה סמוכים

] ההפונקצי ( ) ]
0

i kna k t
nu A e  0, עםk וון ההפוך, פותרת אותה ת גל שנע בכי, שמתאר

) ), עם אותה תדירות. הפונקציה5.1.4המשוואה ( )k הנפיצה  יחס, שנותנת את  

)dispersion relation(  והסימטריה שלה להחלפת 5.1.2בין התדירות למספר הגל, מתוארת באיור ,

  הסימן של מספר הגל משקפת את קיומם של שני הפתרונות לכל תדירות.
  

  
  

הקו העבה מדגיש את יחס הנפיצה בתוך  אטומית.-ית חדממד-הנפיצה עבור שרשרת חד יחס: 5.1.2איור 
0ות נמדדת ביחידות של אזור ברילואן הראשון (ראו בהמשך). התדיר 2 /LD M  ומספר הגל נמדד ,

0וקטור הבסיס של הסריג ההופכי,  ביחידות של 2 /G a.   

  

הסריג  גם במרחב מחזוריותתכונה חשובה של הפתרון שהתקבל היא  :מחזוריות ואזורי ברילואן

  ) מקיימת את הקשר5.1.6משוואה ( ההופכי:
  

  ( ) ( 2 / ) ( )      k k h a k G,  )5.1.7(  
  

2)כאשר  / )G h a  כלשהו של הסריג הנדון ( וקטור סריג הופכיהואh  שלם כלשהו). כזכור

אחר. משוואה  , וקטור סריג הופכי מעביר אותנו מאזור ברילואן אחד לאזור ברילואן3.5מסעיף 

2) מבטאת את העובדה שהתדירות היא פונקציה מחזורית של מספר הגל, עם מחזור 5.1.7( / a 
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: הפתרון nu). פן נוסף של אותה מחזוריות מתייחס לפונקציות הגל 5.1.2(כפי שאכן רואים באיור 

מקיים גם הוא קשר מחזורי בין אזורי ברילואן שונים,  kעם מספר הגל 
( ) ( 2 )

0 0( ) ( 2 / ) ( )i kna t i kna hn t
n n nu k A e A e u k h a u k G           לכן, מספיק למצוא .

/ של הסריג ההופכי, זור ברילואן הראשוןאבתוך את הפתרונות עבור מספרי גל  /a k a    .

כל הפתרונות שמתאימים למספרי גל אחרים, זהים לפתרונות הללו ואינם מוסיפים שום מידע 

י יחסמספיק לחשב את חדש. כפי שנראה בהמשך, התוצאה הזאת היא כללית: בכל המקרים 

. זאת הסיבה העיקרית לדגש שהושם על הנפיצה ואת פונקציות הגל רק באזור ברילואן הראשון

  .3.5 ףאזורי ברילואן בסעי
  

 ) יש כמה תכונות נוספות שראוי לציין. כאשר אורך הגל גדול יחסית5.1.6לקשר ( :גבול הרצף

aלקבוע הסריג,    1אוka ) בטור טיילור 5.1.6, אפשר לפתח את אגף ימין במשוואה (  

|, צה לינארינפי יחס, ולקבל ka-ב |c k  0, כאשר /2 /Lc a a D M   מהירות הגלהיא 

בחומר הנדון (מהירות הקול שווה למהירות הפאזה של  מהירות הקולכ, שתזוהה להלן האורכי

קטן מאד, כך שקיים בקירוב רצף של  aהגל בגבול של גלים ארוכים). אם מניחים שקבוע הסריג 

M/, עם צפיפות מסה אורכית x-חומר על ציר a  אזי אפשר להתייחס אל מיקום האטומים ,

naכאל משתנה רציף, x 2, ולהשתמש בקירוב
1 12 "( )n n nu u u u x a      התגים מסמנים)

  ) הופכת להיות משוואת הגלים ברצף, 5.1.3). בהנחות הללו משוואה (xזירה לפי ג
  

  
2 2

2 2

u uY
t x

  
 

,   )5.1.8(  

  

LYכאשר  D a  מודול ינג, (מקדם הדחיסות הואYoung modulus( חומר, ביחידות של ה

בחומר רציף, עם  גלי קול אורכיים. זאת בדיוק המשוואה המוכרת עבור שמתאימות לממד אחד

/ מהירות הקול /Lc a D M Y    בקורס "פרקים  4ביחידה  4(ראו בנספח, וכן בפרק

לכן, בגבול של מספרי גל קטנים הפתרונות הגליים של משוואות התנועה הם בפיסיקה מודרנית"). 

רציף. בגלל ההתאמה לגלי קול עבור גלים ארוכים מקובל לקרוא גלי הקול הרגילים בחומר 

 - מאחר שגלים אקוסטיים מאופיינים על ידי אי ".פתרונות אקוסטייםלפתרונות שמצאנו כאן "

1kaהשוויון   1, מתקבל כי/ 1ika
n nA A e   כך שהתזוזות של שכנים קרובים קרובות ,

na. זה מצדיק גם את המעבר אל משתנה רציף, מאוד זו לזו x דיון כללי יותר בגבול הרצף .

  מוצג בנספח לפרק זה.
  

 בניגוד לגלי קול רגילים ברצף, שבהם יחס הנפיצה נשאר לינארי לכל תדירויות "אסורות":

תרונות עם מספר גל ממשי ) נותנת פ5.1.6תדירות, המשוואה (כל התדירויות ויש פתרונות גליים ל

k  0רק עבור תדירויות שקטנות מהערך 2 / 2 /LD M c a   ,עבור מוצקים אופייניים .

510 מהירות הקול היא מסדר גודל של cm/sec 81, קבוע הסריג הוא מסדר גודל שלÅ 10 cm ,

13ולכן  1
0 2 10 sec  אדום. אם מנסים ליצור -, כמו התדירות של גלי אור בתחום האינפרא

) יהיו רק פתרונות מרוכבים, עם "מספר 5.1.6בגביש תנודה בתדירות גבוהה יותר, אזי למשוואה (

k/הגל" המרוכב  a i   0, כאשר/ cosh( /2)a   בפונקציית הגל נותנת (בדקו!). הצבה 
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0
na

nu A e  וזהו פתרון שמתבדר לאינסוף עבור ,n - ים חיוביים או שליליים גדולים (תלוי

). פתרון כזה איננו קביל במערכת האינסופית, כי הוא חורג מהקירוב ההרמוני בסימן של 

(שהניח תנודות קטנות). כמו כן, ערכים גדולים של התזוזה גורמים להתפרקות הסריג (קריטריון 

אינסופית, "נדנוד" של האטום על השפה עם תדירות בתחום הזה "ייצור" -לינדמן). במערכת חצי

מים לתוך הסריג (הפתרון המתבדר "נפסל" פיסיקלית). במילים אחרות, פתרון שדועך כשמתקד

תנודות בתדירויות הללו אינן יכולות להתפשט למרחקים גדולים בתוך הסריג. התדירות 

ka, מתקבלת כאשר 0המקסימלית שנותנת פתרון גלי,   כלומר, כאשר וקטור הגל ,k  נמצא

2בקצה של אזור ברילואן הראשון, או כאשר  / 2k a   זהו הגל הקצר ביותר שאפשר .

להעביר במערכת (מסיבה פיסיקלית ברורה: גלים קצרים יותר היו מתארים תנודות של חומר 

, ולכן אין משמעות לתנודות במרווח שבין אטומים שכנים, אבל בסריג הנדון אין שם אטומים

)0כאלה.) עבור אורך הגל הזה מתקבל  / ) ( 1)n i t
nu k a A e     שבו אטומים  גל עומד, וזהו

שכנים מתנדנדים בכיוונים הפוכים זה לזה (וזאת בניגוד לגבול האקוסטי של גלים ארוכים, שבו 

  שכנים קרובים נעים באותו הכיוון).
  

 העובדה שמתקבל גל עומד בקצה של אזור ברילואן מתקבלת גם מהסתכלות על :חבילות גלים

) של הגלים. כפי שהוזכר, הפתרונות מהטיפוס מהירות החבורה )
0

i kna t
nu A e   גליםמהווים 

שכל הפתרונות הללו, גם עם תדירויות שונות,  מאחר(בעלי תדירות בודדת).  מונוכרומטייםנעים 

ת לינארי), הפתרון הכללי יכול להיות קומבינציה 5.1.3ואות התנועה המקוריות, (פותרים את משו

  כללית שלהם,

  [ ( ) ]( ) ( ) i kna k t
n

k
u t A k e  ,  )5.1.9(  

  

)כאשר  )k ) והמקדמים5.1.6נתון במשוואה ,( { ( )}A k  מתקבלים מתנאי ההתחלה ומתנאי

, k. (בהמשך נראה כי במערכת בעלת אורך סופי מותרים רק ערכים בדידים של השפה של הבעיה

ים, -kשל התנודה. במערכת אינסופית מתקבל רצף של  טור פורייהואז המשוואה הזאת מתארת 

) 5.1.9הפתרון הכללי ( .)3 . ראו נספח לפרקהתמרת פורייהואז הסכום הופך לאינטגרל, וזוהי 

המקום שבו עוצמת התנודה של החבילה הזאת  .)wave packet( "חבילת גלים"נקרא גם 

0kשנמצאים ליד הערך  kבל מערכים של מתק מליתמקסי k שבו האמפליטודה ,( )A k
]מקסימלית. מאחר שהאמפליטודה הזאת מוכפלת בגורם הפאזה,  ( ) ]i kna k te  התוצאה גדולה ,

0kיותר כאשר גורם הפאזה הזה משתנה לאט ליד  k  לערכים אחרים של מספר הגל גורם)

). ולכן התרומה לסכום הרבה יותר קטנה, k-הפאזה מחליף סימן עבור שינויים קטנים ב

), מתקבלים כאשר 5.1.9ההשתנות האִטית ביותר של הפאזה הזאת, ולכן השיא של הסכום (

0
( / )[ ( ) ] | 0k kk kna k t     ,כאשר, כלומר gna v t , מהירות החבורהעם  

  
  

0
[ / ] |   g k kv k.   )5.1.10(  

  

), בתוך 5.1.6מהירות החבורה מתארת את התקדמות השיא של פונקציית הגל בזמן. ממשוואה (

/0אזור ברילואן הראשון ( /a k a    0) מתקייםcos( /2)gv c k a  עם מהירות הקול ,
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0 /2 /Lc a a D M   0ועם סימן ששווה לסימן שלk לכן, מהירות החבורה מקסימלית .

ודועכת לאפס  (בערכה המוחלט) ושווה למהירות הקול באמצע אזור ברילואן (בגבול האקוסטי),

  בקצה האזור. מהירות חבורה ששווה לאפס נותנת גלים עומדים, כפי שאכן מצאנו.
  

  5.1.1שאלה 

 אטומי עם "קבועי קפיץ"- חדממדי -סריג חד עבור תנודות אורכיות שלהנפיצה  יחסמהו   .א

,L mD  בין שכנים שנמצאים במרחקma ?מהי מהירות החבורה? מהו התנאי לכך  זה מזה

  ? מהי מהירות הקול במקרה זה?מספרי גל קטניםשיתקבל יחס נפיצה לינארי עבור 

אטומי עם האינטראקציה - ממדי חד-סריג חד מהם יחסי הנפיצה עבור תנודות אורכיות של  .ב

  )? מהי ההתנהגות של היחסים האלה עבור גלים ארוכים?4.4.5ג'ונס, משוואה (- של לנארד

2,ציירו את יחס הנפיצה כאשר   .ג ,1 /2L LD Dו , -, 0L mD   2עבורm  כמה פתרונות .

  שונים יש עבור כל ערך של התדירות?גליים 

  

 נניח עכשיו שהאטומים יכולים לנוע גם בניצב לסריג המקורי, כלומר, בכיווני תנודות רוחביות:

nˆ, יממד- הוא עכשיו וקטור תלת nמספר . המיקום של הגרעין z- וציר y- ציר nna R x u .

שהאנרגיה הפוטנציאלית של  ,, כלומרהכוחות בין זוגות אטומים הם מרכזייםשנניח עוד 

, האינטראקציה בין אטומים שנמצאים במרחק ˆn n m n m nma   R x u u  זה מזה  

  גם שכנים  מסיבות שיתבררו בהמשך אנחנו כוללים עכשיו הזה. וֶקטורתלויה רק באורך ה

,אורך הוֶקטור  פיתוח טיילור שלפחות קרובים.  ,| |n n m n n mR   R  נותן

2
, ( ) / (2 ) ...n n m xR ma u u ma     כאשר , n m n  u u u,  ריבוע התנודה הרוחבית

2הוא  2 2( ) ( ) ( )y zu u u    של הסטיות משיווי 2-, והנקודות מייצגות חזקות גבוהות מ-

  המתאים נותנת של הפוטנציאלטיילור (עד לסדר שני בסטיות) . הצבה בפיתוח דקו!)משקל (ב
 

  2 2
,( ) ( ) '( )[ ( ) /(2 )] "( )( ) /2 ...n n m x xU R U ma U ma u u ma U ma u       .  )5.1.11(  

  

,-האיבר הלינארי בתרומת  ,x n m x n xu u u   בגלל התאפסות הכוח  כמו קודם תמתאפס

  תנודות האורכיות משוואת התנועה עבור ה משקל.-במצב שיווי השקול על כל אטום

. נתמקד לכן במשוואות התנועה עבור התנודות 5.1.1בפתרון לשאלה זהה לזו שהתקבלה 

, למשל הרוחביות, ,/  n y tot n yMu U u.  בקירוב ההרמוני, מתקבלת המשוואה

, , , , ,(2 )n y T m n y n m y n m y
m

Mu D u u u    , עם , '( )/( )T mD U ma ma.  
  

)'ראינו כי  רק בין שכנים קרובים,במקרה הפרטי שבו הכוחות פועלים  ) 0U a  ולכן מתקבל ,

, 0n yMu  . ,תגדל עם הזמן עד שתצא מהתחום תישאר קבועה או כל תזוזה רוחבית בקירוב הזה

דרך אחת להתגבר על הקושי  אפשר להמשיך ולהשתמש בקירוב הזה.-של תנודות קטנות, ולכן אי

הטיפול לינאריות בתנודות. -נו משוואות לאתיהרמוניים, שי- לכלול איברים אי הזה היא

ה להתגבר על י. דרך שני)5.8-ו 5.5זה (אבל ראו גם סעיפים במשוואות כאלה חורג מתחומי קורס 
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האם "מנחשים" עדיין פתרון גלי מהצורי היא להוסיף שכנים רחוקים יותר. הקוש
[ ]

, 0 Ti kna t
n yu B e הנפיצה יחסבל , מתק  

  
2 2 2

,4 sin ( /2) 4 '( )sin ( /2)/( )T T m
m m

M D mka U ma mka ma   .  

  

2בגבול של גלים ארוכים זה נותן  2 2 4'( )( ) ( ) /12 ...T mM U ma ma k ma k      מאחר .

משקל לכל נקודת סריג, - שהאנרגיה בשיווי
1

2 ( )mu U ma


  חייבת להיות מינימלית עבור ,

קבוע הסריג, הנגזרת שלה חייבת להתאפס, 
0

'( ) 0m mU ma


 לכן, האיבר הראשון בפיתוח .

2של 
TM  !(שבה התדירות מתכונתית למספר הגל) מתאפס, ולא מתקבלת התנהגות אקוסטית

2האיבר המוביל בגלים ארוכים נותן תלות ריבועית של התדירות במספר הגל, 
T k  וזאת ,

)'3בהנחה שמתקיים  ) 0mU ma m למשל, כאשר יש רק שני איברים בסכום, מתקבל . 

'(2 ) '( ) / 2U a U a ולכן הסכום הזה שווה ל , -'( ) 8 '(2 ) 3 '( )U a U a U a   בדרך כלל הסכום .

הוא מספר מדומה, הגביש איננו יציב, וצריך להוסיף  Tהזה אכן שלילי. אם הסכום חיובי, אזי 

הרמוניים כדי לייצבו. במקרה הזה מופיע בדרך כלל מינימום חדש לאנרגיה, עם מבנה - איברים אי

  גבישי חדש.
  

שאינם  כוחותדרך אחרת לייצב את התנודות הרוחביות היא להוסיף  תנודות רוחביות כיפופיות:

. למשל, נסתכל כוחות שתלויים בזוויות בין קשרים שכנים היאדוגמה לכוחות כאלה . מרכזיים

תיארנו כמה היברידיזציות של פונקציות הגל על אחד האטומים  4.3. בסעיף ולנטי-על הקשר הקו

שנוצר מהיברידיזציה  ולנטי-, והתמקדנו בקשר הקוsp2 , או מהטיפוסsp בסריג, למשל, מהטיפוס

 של כל אחד מהמצבים הללו עם מצבים של אטומים שכנים. לדוגמה, בשרשרת קווית כמו

   Be Be Be Be Be   לכל אטום בריליום שני אלקטרונים, שנמצאים בקירוב יש

ˆ, spבמצבים ההיברידיים האטומיים מהטיפוס  200[ ]/ 2x   x וכל אחד מהם יוצר ,

כל הקשרים הללו נמצאים על ציר המולקולה, והזווית ולנטי עם אלקטרון באטום השכן. -שר קוק

 האנרגיה של הקשר תלויה במרחק בין שני האטומים השכנים,. 180בין קשרים קרובים היא בת 

ללא תנודות רוחביות, אפשר לפתח את  ממדי הזה.- והמינימום שלה נותן את מרחק הסריג החד

), ולקבל גלים אורכיים כמו שקיבלנו בהתחלת 5.1.1האנרגיה הפוטנציאלית כמו במשוואה (

תשנה את הזווית בין הקשרים שבין האטום  אטוםהסעיף הנוכחי. לעומת זאת, תזוזה רוחבית של 

, והמצבים ההיברידיים יהפכו להיות מהצורה -ל -הזה לבין שני שכניו הקרובים מ

200 ˆ[ ]i iA    n ψ  1,2), כאשר 4.3.3(ראו שאלהn̂  הם וקטורי יחידה בכיוונים החדשים של

. מאחר בזווית  -ו A(ו) קיבלנו את התלות של המקדמים 4.3.3שני הקשרים. בפתרון לשאלה 

היא הזווית בין שני קשרים, האינטראקציה האפקטיבית שמדובר בה תלויה בקואורדינטות  -ש

. האיברים 5.1.1, והיא מכלילה את הפוטנציאל בין זוגות שתואר במשוואה שלושה אטומים של

של הסריג. ככל שהזווית  )flexural, bending, buckling( סטייה כיפופיתלהנדונים מתייחסים 

הזאת קטנה, ענני ההסתברות של שני האלקטרונים באטום מתקרבים זה לזה, ולכן האנרגיה 
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דלה. עבור סטיות קטנות בכיוון הרוחבי אפשר לפתח את הקולומבית של הדחייה ביניהם ג

1)האנרגיה בטור במשתנה הקטן  cos ) מראה כי גם כאן מתקבל יחס נפיצה  5.1.2, ושאלה

  עבור גלים ארוכים.  2k-שמתכונתי ל
  

אין אטומים אחרים שמקיפים את ממדי, כאשר -התנודות הרוחביות מסובכות במיוחד בסריג חד

ממדי ומפעילים עליו כוחות רוחביים שעוצרים את ה"בריחה" של האטומים בכיוון - הגביש החד

ממדי -הרוחבי. קשיים דומים מתעוררים לגבי תנודות רוחביות (בניצב למישור) של גביש דו

כגון אלה שתוארו (למשל, גרפן). גם שם אפשר לייצב את הסריג על ידי אינטראקציות נוספות, 

ממדי יכול לייצב את התנודות -). גם צימוד למצע שעליו מונח הגביש הדו5.5לעיל (ראו גם סעיף 

הרוחביות. הקשיים הללו אינם מתעוררים בשלושה ממדים, כאשר כל אטום מוקף על ידי 

אטומים אחרים בכל הכיוונים. בהמשך הפרק נתעלם בדרך כלל מהקשיים הללו, ונניח קבועי 

  קפיץ סופיים גם עבור תנודות רוחביות.

  

  5.1.2 שאלה

1) התלות בתזוזות האטומים של עבוררשמו ביטוי  cos )n כאשר ,n  היא הזווית בין שני

,1קשרים עוקבים בסריג חד ממדי, בין האטומים שמספריהם  , 1n n n יברים , ומצאו את הא

המובילים בפיתוח של התוצאה לתנודות (אורכיות ורוחביות) קטנות. מהי משוואת התנועה 

  עבור התנודות הרוחביות במקרה זה? מהו יחס הנפיצה?

  

 שניעד כאן טיפלנו בתא יחידה שהכיל אטום בודד. נעבור עכשיו לדוגמה עם  :גביש עם בסיס

ממדי של מלח בישול, איור -, שיכולה לתאר, למשל, סריג חדאטומים (או יונים) בתא היחידה

, אבל כל ה"קפיצים" m-ו M(ב)]. לשני האטומים יש מסות שונות, 2.1.1[או איור  4.2.1

 n ,nu-סוגי האטומים בתא היחידה ה. התזוזות האורכיות של שני Dהאורכיים זהים, עם קבוע 

. משוואות התנועה עבור תנודות אורכיות של כל אחד מסוגי 5.1.3, מוגדרות באיור nv-ו

  האטומים הן
  1( ) ( )n n n n nMu D u v D u v    ,  

  1( ) ( )n n n n nmv D v u D v u      .  )5.1.12(  
  

1nה זזגם המשוואות הללו נשארות ללא שינוי, כאשר מבצעים את הה n  ולכן אפשר ,

) לצפות לפתרונות גליים מהצורה )i kna t
nu Ae  ,( )i kna t

nv Be  כאשר ,a  הוא קבוע

) מראה שאלו אכן פתרונות 5.1.12(- אטומים זהים שכנים. הצבה בהסריג, ששווה למרחק בין שני 

  של משוואות התנועה, בתנאי שהמקדמים מקיימים את שתי המשוואות
  

  2 [2 ( 1) ]ikaM A D A e B   ,  

  2 [2 (1 ) ]ikam B D B e A   .   )5.1.13(  
  

, ולכן יש פתרון רק אם B-ו Aאלו הן שתי משוואות לינאריות והומוגניות עם שני הנעלמים 

  דטרמיננטת המקדמים מתאפסת,
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   2 2 2 2( 2 )( 2 ) 4 cos 0
2

kaM D m D D     .   )5.1.14(  

  

  זוהי משוואה ריבועית, עם הפתרונות
  

  
2 2

2 4sin ( /2)1
( )

kaDk D Mm
 

    
 

,   )5.1.15(  

  

)/כאשר  )mM m M    5.1.4של שני האטומים בתא היחידה. איור  המסה המצומצמתהיא 

), ולכן מספיק 5.1.7מראה את שני הפתרונות. שוב, התוצאות מקיימות את משוואת המחזוריות (

/להסתכל על הפתרונות באזור ברילואן הראשון,  /a k a    בניגוד למקרה הקודם, לכל .

  . בגבול של מספר גל קטן, התדירות הנמוכה יותר היא בקירובתשתי תדירויומספר גל יש עכשיו 
  

  
2

2 2 2 2
2( )

Da k c kM m  


 .  )5.1.16(  

  

 זאת היא בדיוק התדירות האקוסטית של גל קול שמתקבל עבור רצף עם צפיפות מסה

( )/  M m a ) בקירוב לביטויהתדירות הגבוהה יותר שווה  )].5.1.8[ראו דיון לפני משוואה  
  

  
2

2 22
2( )

D Da kM m
  


.   )5.1.17(  

  

בגלל סדרי  אדום.-קטן זאת תדירות גבוהה, מסדר גודל של התדירות של אור אינפרא k בגבול של

הענף הנפיצה בשם " יחסהגודל של התדירויות הללו, מקובל לכנות את הענף התחתון של 

למרות השם, יש לזכור שאין מדובר כאן  ".הענף האופטינף העליון בשם "ואת הע", האקוסטי

  בגלים אלקטרומגנטיים!

  

  

המשקל. המסגרת המקווקוות - י. למעלה: מצב שיוויאטומ-י דוממד- תנודות של סריג חד :5.1.3איור 
מתאר אטום בעל  בהירהעיגול ה; יונים)מכיל שני אטומים (או  n-התא ה. 0-היחידה ה מתארת את תא

 משקל המרחק בין אטומים שכנים- ווייבמצב ש .m כהה מתאר אטום עם מסהה העיגולו, Mמסה 
2a ו) הוא(אורך התא המקווקקבוע הסריג של הגביש , וbבתוך תא היחידה הוא  (שונים) b.  :למטה

nna ותבנקוד יםנמצא n-האטומים בתא ה ;תמונה רגעית של הסריג המתנודד u ו-nna b v .  
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3אטומי, עם -ממדי דו- יחס הנפיצה של תנודות אורכיות בסריג חד :5.1.4איור  /2M m הקו הרציף .
מציג את התוצאות באזור ברילואן הראשון של הגביש, שמכיל שני אטומים בתא היחידה. התדירות 

0 נמדדת ביחידות של התדירות האופטית המקסימלית, 2 /D .  

  

 עולה, והתדירותכשמספר הגל גדל לכיוון הגבול של אזור ברילואן, התדירות האקוסטית 

k/האופטית יורדת. כאשר מגיעים לגבול הזה,  aשתי התדירויות הן , 

2 2[ ( / )] 2 / , [ ( / )] 2 /a D m a D M      הנחנו כי) M m בין  פער תדירויות). לכן, קיים

22שני הענפים: כאשר  / 2 /D M D m יים. כמו שראינו כבר במקרה , אין לבעיה פתרונות גל

כל הפתרונות בתחום הזה דועכים  אטומי עבור תדירויות מעל למקסימום של יחס הנפיצה,- החד

 (או גדלים) אקספוננציאלית עם המרחק. אותו דבר קורה גם מעל לענף האופטי, כאשר
2 2

0 2 /D    .  

  

עבור כל אחת מהתדירויות  מעניין להסתכל גם על הפתרונות עצמם. ) 5.1.13, משוואות (

  נותנות רק את היחס בין שני הנעלמים (נמקו!),
  

  
2

2

2 / 1
1 2 /

ika

ika
B M D e
A e m D




  
 

.   )5.1.18(  

  

0kבגבול   מתקבל ,A B עבור הענף האקוסטי ו-( / )B M m A   עבור הענף האופטי

במקרה הראשון, שני האטומים נעים יחד, באותו הכיוון ועם אמפליטודת תזוזה דומה.  (בדקו!).

זה מה שהיה אפשר לצפות עבור גלים ארוכים מאוד, שבהם פונקציית הגל משתנה מעט 

יבה אטומי. זו גם הס- במרחקים קצרים. תוצאה דומה התקבלה עבור גלי הקול במקרה החד

)) מכילה את המסה הכוללת של שני האטומים, 5.1.16שמהירות הקול במשוואה ( )M m שני :

כיחידה אחת. לעומת זאת, במקרה השני הסימנים של שתי התנודות  האטומים מתנודדים יחד,

נודד הפוכים. שני האטומים בתוך תא היחידה מתנודדים זה לעומת זה, כשהמרחק ביניהם מת

MA(-באופן מחזורי וכשמרכז המסה שלהם איננו זז [תזוזת מרכז המסה מתכונתית ל mB זו [.(

) מכילה את המסה המצומצמת של שני 5.1.17הסיבה לכך שהתדירות האופטית במשוואה (

)/האטומים,  )Mm M m   התנועה היחסית של . המסה הזאת מופיעה תמיד, כשמחשבים את

 6ביחידה  1.3ראו למשל סעיף [ שני חלקיקים במערכת ייחוס שבה מרכז המסה נמצא במנוחה

k/התמונה שונה עבור מספרי גל בקצה של אזור ברילואן,  "מכניקה"]. בקורס a בנקודה .

2הזאת, קיבלנו כי 2[ ( / )] 2 / , [ ( / )] 2 /a D m a D M     ) נותנת5.1.18, ולכן משוואה ( 

0A 0-על הענף האופטי וB  על הענף האקוסטי (יש להיזהר בגבול, כי הן המונה והן המכנה
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)מתאפסים שם). כמו קודם, האטום הנותר מתנודד עם אמפליטודה  1) n ,וזהו שוב גל עומד ,

  המשקל שלו.- איננו זז בכלל, ואילו האטום השני מתנודד סביב נקודת שיווישבו אחד האטומים 
  

המסות  נבדוק עכשיו מה קורה לביטויים הנזכרים לעיל בגבול שבו שתי :הגבול של אטומים זהים

  נותנת שתי תדירויות לכל מספר גל, )5.1.15( משוואה במקרה הזה, שוות זו לזו.
  

  2 2 [1 cos( /2)]/D ka M  ,   )5.1.19(  
  

  (א). מאחר שהמסות שוות, אפשר לצפות שהפתרון הזה זהה 5.1.5כמו שמתואר באיור 

2b/אטומית, עם קבוע סריג -לפתרון שקיבלנו בהתחלת הסעיף, עבור שרשרת חד a  ועם אזור

2ברילואן כפול,  / / / 2 /a b k b a         ומשוחזר על ידי הקו  5.1.2, כמו שהוצג באיור

), הפתרון הקודם הזה הוא 5.1.5(ב). ממשוואה (5.1.5העבה באיור 

2 2 [1 cos( )]/ 2 [1 cos( /2)]/D kb M D ka M     קל לראות כי הביטוי הזה מתלכד עם הענף .

| האקוסטי של הפתרון ה"חדש" עבור | /k a, עבורועם הענף האופטי של הפתרון ה"חדש " 

/ 2 /a k a   בגלל המחזוריות של הפתרונות החדשים, אפשר להזיז את מספרי הגל על ידי .

2וקטור הסריג ההופכי,  /k k a  בגבול  או להיפך. (ב),5.1.5(א) אל איור 5.1.5, ולעבור מאיור

(ב), 5.1.5ן על ידי הקו העבה באיור של מסות שוות, שני התיאורים זהים: אפשר לתאר את הפתרו

עם אזור ברילואן הרחב שמתאים לאטום אחד בכל תא יחידה, או על ידי שני הקווים העבים 

(א), עם אזור ברילואן הצר יותר שמתאים לסריג עם בסיס שמכיל שני אטומים. כפי 5.1.5באיור 

די תא יחידה גדול יותר, שראינו בפרקים הקודמים, לעתים קרובות נוח יותר לתאר גביש על י

שמכיל כמה אטומים, ולא על ידי תא היחידה הפרימיטיבי. כפי שראינו זה עתה, התוצאה היא 

מספר התדירויות באופן כללי,  אזור ברילואן קטן יותר, אבל עם כמה ענפים של תדירויות.

ודות אם כוללים גם את התנ לכל וקטור גל שווה למספר האטומים בתא היחידה.האורכיות 

הרוחביות, אזי מספר התדירויות הכולל שווה למספר האטומים בתא היחידה כפול הממד 

בשלושה ממדים). בשלושה ממדים, שלוש מתוך התדירויות הללו הן אקוסטיות  3(כלומר, כפול 

(כלומר, שואפות לאפס בגבול של גלים ארוכים), ויתר התדירויות הן אופטיות (שואפות לערך גדול 

  יחסית של התדירות בגבול הזה).
  

                              
  (ב)  )(א  

הקווים העבים מציגים את הענף  (א) .בתא היחידה י מסות שוותי הנפיצה עבור שתיחס: 5.1.5איור 
/יחידה הכפול, העם תא  גבישהאופטי ואת הענף האקוסטי בתוך אזור ברילואן של ה /a k a   . 

 אטומי, שאזור ברילואן שלו הוא-החד גבישהנפיצה עבור ה יחסהקווים העבים מציגים את  (ב)
2 / / / 2 /a b k b a        , .גדול פי שניים מהאזור של התא הכפול  
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  5.1.3שאלה 

2) היא משוואת ערכים עצמיים של מטריצה מסדר 5.1.14הראו כי משוואה ( 2 וכי משוואה ,

  ) מתארת את הוֶקטורים העצמיים המתאימים. מהי המטריצה?5.1.18(

  

  5.1.4שאלה 

 יש מטען mיכול לתאר גביש יוני, שבו ליונים עם מסה  5.1.3אטומי שתואר באיור - הגביש הדו

e  ולאלה עם המסהM יש מטען eשדה שה גל אלקטרומגנטי, . מפעילים על הגביש הזה

 . מספר הגל של הגל הזה הוא תדירות זוויתיתבכיוון האורכי ב מתנדנדשלו חשמלי ה

/ lightk c, כאשר lightc .השדה החשמלי בנקודה  לכן, היא מהירות האורx na הוא 
( )

0( , ) i kna tn t e    מהי התלות של המקדם  ושרה בגביש?המ. מהו מומנט הדיפול

  הדיאלקטרי של החומר בתדירות?

  

  5.1.5שאלה 

, 5.1.3אטומי באיור -ממדי הדו-איך ישתנו יחסי הנפיצה עבור התנודות האורכיות בסריג החד

(הניחו שכל  אם פועלים גם כוחות בין אטומים בעלי מסות זהות בתאי יחידה שכנים

0Dמה קורה בגבול  )?2Dה"קפיצים" הנוספים הללו הם בעלי אותו קבוע קפיץ,  ?  

  

  5.1.6שאלה 

Cכזכור, גביש הפוליין מכיל שני סוגי קשרים,  C C C C      קבועי  .(ב)]1.2.2[איור

מהן משוואות התנועה לתנודות אורכיות של הגביש הקפיץ של שני סוגי הקשר שונים זה מזה. 

   י הנפיצה?יחסהזה? מהם 

  

  

  משוואות תנועה קלא�יות בממד כללי   :5.2
  

כי  . כמו קודם, נניח1-נתחיל מהכללה של הקירוב ההרמוני לממדים גבוהים מ הקירוב ההרמוני:

היא סכום על אנרגיות של זוגות אטומים, האנרגיה הפוטנציאלית 
1

( )
2 

  Rtot iji jU U כאשר ,

 R R Rij i j .על הסכום הזה הוא סכום כפול, הוא הוֶקטור שמקשר בין שני האטומים i  ועל

j 2-לספור כל זוג רק פעם אחת חילקנו את התוצאה ב, ולכן הוא מכיל כל זוג פעמיים. כדי .

) באופן איכותי, הפוטנציאל )RU  ,דוחה במרחקים קצרים ומושך במרחקים בינוניים וארוכים

המשקל, ונסמן את - שיוויכמו בסעיף הקודם, נניח תזוזות קטנות ממצב . 1.1.1כפי שהוצג באיור 

0אטומים על ידי המיקומים ה"רגעיים" של ה R R ui ii כאשר ,u i  מתאר את הסטייה של

המשקל (שהיא נקודת המינימום של -שבה הוא נמצא במצב שיווי 0Riמנקודת הסריג  i-האטום ה

u-האנרגיה הפוטנציאלית בטור חזקות ב הפוטנציאל). בקירוב ההרמוני, נפתח את i -.מאחר  ים

u-כל הנגזרות הראשונות של הפוטנציאל לפי כל ה שזהו פיתוח סביב מינימום, i - ,ים מתאפסות

  ומתקבל
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R u u

R

tot i jij
i j

i j i jij
i j

U U

U u u D u u
  

  0
0

,

1
( ) ...

2   


   Ri jij
i j

U u K u  )5.2.1(  

  

(או  1,2מציינים את המרכיבים הקרטזיים של הוֶקטורים [שמקבלים את הערכים  ,כאשר 

yx,(או 1,2,3 ) בשני ממדים או zyx 0) בשלושה ממדים], ,, 0 0 R R Rij i jמגדירים , וכאשר  
  

  0
0 2

, ,( ) /( ) |
ij ij

ij ijijD U R R       R RR ,0 0 0
'

'
( ) ( ) ( )  


 R R Rijij ijij

j i
K D D  )5.2.2(  

  

ij כאשר  1-היא הדלתא של קרונקר (ששווה לi j 0אחרת). האיבר הקבוע  0-ולU  שווה

0על ידי  4המשקל (שסומנה בפרק - שיווילאנרגיית מצב   U Nu כאשר ,u  היא אנרגיית הקשר

תאי יחידה). גם כאן אנחנו מתעלמים מתנאי השפה, שיידונו  Nויש  של הגביש לכל תא יחידה,

, מסדרים הרמוניים-איברים אי) מציינות 5.2.1בסעיף הבא. שלוש הנקודות בסוף משוואה (

הקירוב ים. כמו בסעיף הקודם, אם מתעלמים מהאיברים הללו, מתקבל - u-גבוהים יותר ב

. בשלב הראשון נתמקד בקירוב ההרמוני, ונמצא את התלות בזמן של הסטיות הקטנות ההרמוני

u i י האטומים (בקירוב הקלאסי). במקרה הפרטי שבו הפוטנציאל תלוי רק במרחק בין שנ

(כלומר, פוטנציאל מרכזי), הקירוב ההרמוני זהה לביטוי שהיה מתקבל, אילו חיברנו כל זוג 

  .חוק הוקאטומים בגביש על ידי קפיץ שמקיים את 
  

)0 המקדמים ההרמוניים ) RijD ,בדרך כלל  ).5.2.2ראו משוואה ( נקבעים על ידי הפוטנציאלים

כי  2ולכן צריך לחשב רק מספר קטן שלהם. למשל, ראינו בפרק  ים הללו,יש קשרים בין המקדמ

0 משתנים תחת שיקוף, אינם ברווהסריגי  0 R Ri i) 5.2.1. לכן, האיברים בסכומים במשוואה (

0R יופיעו בזוגות עם אותם מקדמים הרמוניים עבור ij 0-וRij נסתכל על הקשרים בין שכנים .

 ) בסריג קובי פשוט, עם וקטורי הסריג בכיווני הצירים הקרטזיים,nn = nearest neighborsקרובים (

ˆax, ˆay ו -ˆaz (001)או  (010), (100). הסריג איננו משתנה כשמבצעים שיקוף דרך המישורים ,

  סביב  90-שניצבים לכל אחד מוֶקטורי הסריג. הסריג איננו משתנה גם כשמסובבים אותו ב

ˆכל ציר. לכן, קיים  ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )     x y zxx yy zz LD a D a D a D nn כאשר הסימון ,L   

, שמקבילות לכיוון הקשר הנדון, וכןמתאר תנודות אורכיות

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )           x x y y z zyy zz xx zz xx yy TD a D a D a D a D a D a D nn כאשר ,

מתאר תנודות רוחביות, בניצב לקשר (בשלב הזה אנחנו מתעלמים מהסיבוכים שעלולים  Tהסימון 

להתעורר בקשר עם התנודות הרוחביות, ומאפשרים קבועי קפיץ כלליים גם בכיוונים הרוחביים. 

ממדית, קבועים כאלה יכולים להתאפס, או להתקבל מאינטראקציות - כפי שראינו בדוגמה החד

אלכסוניים במטריצות - ם הקרובים בסריג הקובי הפשוט, כל האיברים הלאמסובכות.) עבור השכני

( )D nn תלויים,- מתאפסים. לכן, מטריצת המקדמים מכילה רק שני מקדמים בלתי( )LD nn   
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)- ו )TD nn) גם עבור השכנים השניים בסריג הזה .nnn = next nearest neighborלמשל ,( ˆ ˆ x ya a ,

מתקיימות סימטריות דומות, ובמקרה הזה מתקבלים רק שלושה מקדמים שונים, אחד עבור 

   תנודות מקבילות לקשר הזה ושניים עבור תנודות שניצבות אליו (בדקו!).
  

צריך  ,K או ,D כדי למצוא את הערכים המסוימים של המקדמים פוטנציאלים מרכזיים:

ראינו כי הפוטנציאלים בין זוגות יונים (או אטומים  4לחשב את אנרגיות הקשר במפורש. בפרק 

או מולקולות) הם בדרך כלל מרכזיים, כלומר, תלויים רק באורך הוֶקטור המחבר בין שתי 

ולנטיים). נחשב עכשיו את המקדמים -בור קשרים קוהיחידות הללו (זה איננו המקרה ע

עם ). 5.1.11עבור פוטנציאלים מרכזיים, ונכליל את הטיפול שהוביל למשוואה ( Dההרמוניים 

הסימון  u u uij i jמתקבל ,   
  

  
0 0 22

0 0 0 02 2
0 0 0 3

( )
| | ( ) 2 ...

2 2( )

 
          

R u R uu
R u R u R u ij ijij ij ij

ij ij ij ijij ij ij ij
ij ij ij

R R
R R R

  

  
)0 0| | Rij ijR .(,כמו כן   

  0 0 0 0 0 2( ) ( ) '( )( ) "( )( ) /2 ...     ij ij ijij ij ij ij ijU R U R U R R R U R R R.   
  

   ,הפיתוחים נותן, עד לסדר שני בתזוזות שילוב של שני
  

0 0 0 0 0 0 0 02 2 2ˆ ˆ ˆ( ) ( ) '( )[ /(2 ) ( ) /(2 )] "( )( ) /2ij ij ij ij ijij ij ij ij ij ij ij ijU R U R U R R R U R       R u u R u R u,  
  

0 כאשר 0 0ˆ /R Rij ij ijR 0 וֶקטורהוא וקטור יחידה בכיוון הR ij .  
  

01האנרגיה הפוטנציאלית הכללית היא 
( )

2 
  R utot ijiji jU U, הוא על כל נקודות הסכום כש

 ברוב המקרים שנטפל בהם הסכום הזה מתכנס, כי הפוטנציאל דועך מהר עם המרחק. הסריג.

) הצבת הפיתוח של )ijU R את האיבר הלינאריבין השאר נותנת  בסכום הזה 

0 01 ˆ'( )( )
2 

 R uijij iji jU R.  ולכן התנאי לשיווי באיבר הזה צריכים להתאפס,כל המקדמים-

0משקל הוא  0ˆ'( ) 0


 Rij iji jU R. ,0 בסריג ברווה ראינו כי קיימת סימטריה לשיקוף 0 R Rij ij. 

  התנאי הזה מתקיים תמיד עבור פוטנציאלים מרכזיים. מהאיבר הבא בפיתוח מתקבל  לכן,
  

  0 0 0 0 0 0 0 0ˆ ˆ( ) '( ) / [ "( ) '( )/ ]R Rij ij ij ij ij ij ij ijD U R R U R U R R     R.  )5.2.3(  

  

  5.2.1שאלה 

). מהם קבועי הקפיץ 5.1.11) משחזרת את משוואה (5.2.3הראו כי בממד אחד, משוואה (  .א

  האורכי והרוחבי במקרה הזה? 

)מהם המקדמים   .ב )D ma 4.4.5משוואה ( ג'ונס,-עבור פוטנציאל לנארד?(  
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מגביש  נעבור אל משוואות התנועה הקלאסיות, ונתחיל שוב משוואות התנועה ויחסי הנפיצה:

  משוואת התנועה הכללית היא ),5.2.1ממשוואה ( אטומי.-חד
  

  0( )  


  Ri jij
j

Mu K u.  )5.2.4(  

  

)0 ), אפשר לראות כי מתקיים5.2.2מהביטוי עבור "קבועי הקפיץ", משוואה ( ) 0  ijj K R ,

0i מתאפסים, כאשר מזיזים את כל הגביש על ידי הזזה קבועה,ולכן כל הכוחות  u u .(!בדקו) 

הכוחות מופיעים רק כשיש תנועה יחסית של האטומים זה לעומת זה. אפשר עכשיו להכליל את 

0 הטיעון של בלוך: אם נזיז את כל האטומים על ידי וקטור סריג, למשל, 0 0
1'  R R R ai ii ,

0 אזי ההפרש 0 0 R R Rij i j  לא ישתנה, ולכן נקבל בדיוק אותן משוואות עבור המשתנים

i'החדשים  u ,פרט למקרים חריגים, למשוואה לינארית כזאת יש פתרון יחיד, עד כדי קבוע כפלי .

'והמשתנים החדשים צריכים לקיים  i iu Cu עבור ההזזה הנ"ל, אפשר כעת להראות .

1 חייב להיות מהצורה Cשהקבוע  k aiC e  כשחוזרים על הטיעון עבור כל 5.2.2(ראו שאלה .(

 אחד מוֶקטורי הסריג, ובוחרים את ראשית הצירים, מתקבל לבסוף הביטוי
0( )ii t

i e   k Ru A ,

) מראה כי זהו פתרון 5.2.4). הצבה במשוואות התנועה (5.2.2גל מישורי במרחב (שאלה  שמתאר

  רק אם (בשלושה ממדים) מתקיימות המשוואות
  

  
0

02 ( ) ( )    
 

     
 

  k RR kiji
ij

j
M A K e A K A,  )5.2.5(  

  כאשר 

  
0 0

0 0( ) ( ) ( )(1 )  
      k R k Rk R Rij iji i

ij ij
j j

K K e D e    )5.2.6(  

  

)0 היא התמרת פורייה של ) RijK ) 5.2.5) (בדקו!). בשלושה ממדים, משוואה (5.2.2ממשוואה (

 k. לכן, לכל וקטור גל A מייצגת שלוש משוואות לינאריות בשלושת המרכיבים של הוֶקטור

ים תהיינה שלוש תדירויות מותרות, שתתקבלנה מהמשוואה שמאפסת את דטרמיננטת המקדמ

דרך אחרת לנסח אותה תוצאה היא לזהות כי הוֶקטורים  ).2במשתנה  3(שהיא פולינום ממעלה 

A שפותרים את המשוואות הללו חייבים להיות וקטורים עצמיים של המטריצה ( ) kK עם ,

) היא מקרה פרטי 5.1.5). קל לבדוק כי המשוואה (5.1.3(ראו גם שאלה  2Mהערכים העצמיים 

  ממדי, כלומר מספר. -הוא וקטור חד Aממדי שבו -), עבור המקרה החד5.2.6של משוואה (

  

  5.2.2שאלה 

' במשוואה Cהוכיחו כי המקדם  i iu Cu 1 חייב להיות מהצורה k aiC e ולכן פונקציית ,

 הגל הכללית היא מהצורה
0( )ii t

i e   k Ru A.   

  

)ההכללה לתא יחידה גדול יותר תדרוש אמפליטודות שונות  )A s  עבור כל אטום בתוך תא היחידה

אטומים בתא  Bn), שהכילה שתי אמפליטודות כאלה.] אם יש 5.1.14[כמו בדוגמה של משוואה (
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Bn ממדים נקבל d-היחידה, אזי ב d  משוואות עבור המרכיבים של הוֶקטורים הללו, ולכן נקבל

Bn בסך הכול d תדירויות שונות עבור כל וקטור גל k ,מתוך הענפים השונים של יחסי הנפיצה .

d פס בגבול של וקטור גל אפס), ויתרמהענפים יהיו אקוסטיים (כלומר, יתחילו מתדירות א 

( 1)Bn d .הענפים יהיו אופטיים   
  

- דו המקרה הפשוט ביותר, שממחיש את הטיפול בממדים גבוהים, הוא סריג ריבועי סריג ריבועי:

אטומי עם אינטראקציות רק בין שכנים קרובים. "קבועי קפיץ" - ) חדXYממדי (במישור 

עבור תנודה בכיוון הקשר בין  LDשמתקבלים מהאינטראקציות הללו מקבלים את הערכים 

עבור תנודה בכיוון ניצב  2TD- עבור תנודה במישור בכיוון שניצב לקשר הזה, ו 1TDהשכנים, 

למישור. כאמור, קבועי הקפיץ הרוחביים עלולים להתאפס, אלא אם כן מוסיפים לחישוב 

אינטראקציות עם שכנים נוספים או אינטראקציות לא מרכזיות. לכל אטום בסריג יש ארבעה שכנים 

ˆקרובים, במרחקים  xa ו -ˆ ya ,שימוש בסימטריות שצויינו לעיל .ˆ ˆ( ) ( )   x yxx yy LD a D a D,

1ˆ ˆ( ) ( )   x yyy xx TD a D a D 2- וˆ ˆ( ) ( )   z zxx yy TD a D a D) נותן5.2.2, במשוואה ,( 
0

1( 0) (0) 2( )   xx vv L TiiK R K D D ,2(0) 4zz TK D 0, וכן K עבור  .  הצבה

  נותנת מטריצה אלכסונית, )5.2.6( במשוואות
  

  

1

2 2
1

( ) 2 [1 cos( )] 2 [1 cos( )]

4 sin ( /2) 4 sin ( /2)

xx L x T y

L x T y

K D k a D k a

D k a D k a

   

 

k

  

  

1

2 2
1

( ) 2 [1 cos( )] 2 [1 cos( )]

4 sin ( /2) 4 sin ( /2)

yy L y T x

L y T x

K D k a D k a
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k

  

  2( ) 2 [1 cos( ) 1 cos( )]zz T x yK D k a k a   k
  

   2 2
24 [sin ( /2) sin ( /2)]T x yD k a k a .  )5.2.7(  

  

2מתנודד לכן עם תדירות שמתקבלת מהשוויון  Aשל התנודה  כל מרכיב ( )   kM K איור .

מציג את יחסי הנפיצה כפונקציות של מרכיבי וקטור הגל, עבור תנודות רוחביות בכיוון ניצב  5.2.1

למישור הסריג (  zועבור תנודות בכיוון אחד הצירים במישור ( )  x התוצאות מוצגות .(

באזור ברילואן הראשון של הסריג הריבועי, כי הן מחזוריות כשעוברים מאזור לאזור (בדקו!). 

ממדי -בהמשך נדון על הדרכים למדוד את יחס הנפיצה. במקום לדווח על התוצאות באיור תלת

אורך מסלולים , מקובל להציג את התוצאות רק ל5.2.1מסובך, כמו אלה שמוצגים באיור 

(ב) מציג את התוצאות עבור שלושת אופני התנודה 5.2.2מיוחדים בתוך אזור ברילואן. איור 

 לאורך המסלול    M K (א). 5.2.2, כפי שהוא מוגדר באיור  
  

ממדי דרוש -אבל ברור שבמקרה התלת ההכללה של התוצאות לסריג הקובי הפשוט היא ישירה,

ממדי כדי לתאר את יחסי הנפיצה כפונקציה של שלושת מרכיבי וקטור הגל. לכן, - איור ארבע

ולשרטט את יחס הנפיצה כפונקציה של וקטור  5.2.2ממדי נהוג להכליל את איור -במקרה התלת

(א) ונדונה גם 5.4.6[דוגמה ניסיונית מוצגת באיור  הגל בכיוונים נבחרים באזור ברילואן הראשון

  ].5.6בשאלת החזרה 



 פי�יקה של מצב מוצק  354

 

  

             

  (ב)                                                                              (א) 

י הנפיצה עבור תנודות של הסריג הריבועי עם אינטראקציות בין שכנים קרובים. מספרי יחס: 5.2.1איור 
2הגל ביחידות של  / a (א) .התדירות ביחידות של ; הנפיצה עבור תנודות ניצבות למישור הסריג יחס

22 2 /TD M (ב) .הנפיצה עבור תנודות בכיוון ציר יחס-x1 , כאשר /4T LD D;  התדירויות נמדדות
12 ביחידות של ( )/L TD D M שימו לב: התנודות אמנם בכיוון ציר)-x אבל לוֶקטור הגל יכול להיות גם ,

   ).y-רכיב בכיוון ציר

  

            
  (א)                                                                                    (ב)  

(א) אזור ברילואן הראשון של הסריג הריבועי (במישור התנע הסריגי). (ב) יחסי הנפיצה (עבור : 5.2.2איור 
) לאורך המסלולים ממרכז אזור ברילואן, 5.2.1שלושת אופני התנודה, עם אותם קבועי קפיץ כמו באיור 

(0,0)  ,אל אמצע הפאה ,( / ,0)M a ,משם אל פינת האזור ,( / , / ) K a a ומשם בחזרה אל מרכז ,
1 קבועי הקפיץ מקיימים האזור. /4T LD D ,2 /8T LD D תוצאות זהות מתקבלות עבור כל אמצעי .

  הפאות וכל הפינות.

  

 כאשר תנודה מתוארת על ידי פונקציית הגל
0( )  k Ru A ii t

i e אטומים שנמצאים על מישור ,

נעים "יחד", מבלי לזוז זה ביחס לזה בתוך המישור. לכן, גל כזה מתאר  k שניצב לוֶקטור הגל

 בסעיף שתוארוממדיות -החד בדוגמאות כמו בדיוק ,זהתנועה של מישורים כאלה זה ביחס ל

(א) (למשל, 5.2.2נמצא על אחד מהקווים המיוחדים באיור  k הוֶקטור כאשר, בפרט. הקודם

  M אזי הגל המתאים מתאר תנודה של מישורים שניצבים לוֶקטור הסריג ההופכי ,(

2)ˆ [למשל שמתאים לקו הזה / )G xa.[  
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בממד אחד קיבלנו הפרדה בין אופני התנודה האורכי והרוחביים, ויכולנו לזהות בנפרד תדירויות 

ומהירויות קול של כל אחד מאופני התנודה הללו. במקרה הנוכחי, זה ממשיך להיות נכון עבור 

)גלים שנעים בכיוון אחד הצירים, למשל, כאשר  ,0)k xkכי, עם . במקרה הזה לגל האור

2 , יש תדירות שמתקבלת מהשוויוןxA האמפליטודה ( )  kxxM K  שמתוארת על ידי המסלול)

  M,עם האמפליטודה  ), ולגל הרוחבי במישורyAיש תדירות שמתקבלת מתוך השוויון , 

2 ( )  kyyM Kממדי, עם גל אורכי ושני גלים רוחביים, ועם - . התוצאות דומות למקרה החד

שלושה ענפים אקוסטיים של יחס הנפיצה. הדמיון הזה איננו מקרי: עבור גל כזה, כל האטומים 

) x- ממדי זהו קו) שניצב לכיוון התנועה (כלומר, לציר-שנמצאים על "מישור" סריגי (במקרה הדו

), 11ממדית. גם עבור גל בכיוון (-נעים ביחד, עם אותה תזוזה, ולכן הבעיה הופכת להיות חד

) גל- כלומר, עבור וקטור , )/ 2k k k  המסלול) K  אפשר לזהות גל אורכי 5.2.2באיור ,(

2וגל רוחבי במישור. במקרה הזה, 
14( )sin ( 2 /4)  xx yy L TK K D D ka  ולכן המשוואות ,

) זהות, כך שאפשר לזהות גל אורכי עם אמפליטודה yAועבור  xAעבור  )/ 2x yA A  וגל רוחבי

)מישורי עם אמפליטודה  )/ 2x yA A.עם זאת, הזיהוי של שלושת  , שניהם עם אותה התדירות

יחסי הנפיצה עם גל אורכי ושני גלים רוחביים קיים בדרך כלל רק בכיוונים סימטריים מיוחדים 

-של וקטור הגל. בכיווני תנועה אחרים עדיין יש שלושה ענפים של יחסי נפיצה (עבור סריגים חד

הגל) או רוחבי (בניצב אליו). אטומיים), אבל אין קשר בין כל ענף לבין גל אורכי (בכיוון וקטור 

מעניין לציין כי הניוון בין שני הגלים הרוחביים איננו קיים עבור המסלולים האחרים באיור 

5.2.2,   M K.שם יש שלוש תדירויות שונות עבור תנודות בכל אחד מכיווני הסריג ;  
  

וקטור הגל ליד מרכז אזור ברילואן,  כפי שאפשר לראות, יחס הנפיצה הוא לינארי בגודל של

 איננה תלויה בכיוון, מהירות הקול. עבור התנודות הניצבות למישור, גלי קולכמצופה עבור 

| |  kc 2 עם / Tc a D M לעומת זאת, מהירות הקול של תנודות בתוך המישור תלויה .

 (ב), מתקבל5.2.1, שמתואר באיור x-שמתנודד בכיוון צירבכיוון וקטור הגל. עבור גל 

2 2
1( / )[ ( / ) ]  L x T L ya D M k D D k, אפשר לזהותו עם גל אורכי או גל רוחבי. דיון כללי - ואי

  בגלי קול בגבול הרצף נכלל בנספח לפרק זה.
  

נישאר בסריג הריבועי, ונחזור עכשיו  .2TD-ו LD, 1TD עד כאן לא פירטנו מהם קבועי ה"קפיץ"

פוטנציאל מרכזי בין שכנים קרובים. מאחר שהשכנים הקרובים נמצאים על צירי  למקרה של

 )5.2.3הקואורדינטות, הוֶקטורים המחברים בין שכנים כאלה מקבילים לצירים, ולכן משוואה (

  ותנת נ

1 2ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) '( )/       y x xT xx yy T zzD D a D a D D a U a a,  

  ˆ ˆ( ) ( ) "( )    x yL xx yyD D a D a U a .   )5.2.8(  
  

2 המשקל היא-שיווישל מצב  האנרגיה ( )totU NU a, ולכן במצב הזה מתקיים '( ) 0U a ,

1 כלומר, 2 0 T TD Dפוטנציאל מרכזי בין  : התדירות של התנודות הרוחביות מתאפסת עבור

גם כאן מקובל להניח כי הכוחות אינם  ממדי שנדון לעיל,-שכנים קרובים בלבד. כמו במקרה החד

 2TD-ו 1TD את קבועי ה"קפיץ" ולהתאים או אינם מרכזיים,\ו פועלים בין שכנים קרובים בלבד,



 פי�יקה של מצב מוצק  356

 

ממדי, גם תוספת של - וכפי שראינו כבר עבור סריג חד 5.2.3לראות בשאלה כפי שאפשר  לניסיון.

אינטראקציות עם שכנים רחוקים יותר מאפשרת לקבל תנודות רוחביות עם מהירויות קול שאינן 

   מתאפסות.

  

  5.2.3שאלה 

אם מוסיפים גם  ,איך ישתנו הפתרונות עבור התנודות של הסריג הריבועי הפשוט  .א

0 פוטנציאל מרכזי בין שכנים שניים, במרחקים שלאינטראקציות  ˆ ˆ( )  R x yij a?   

מהם הקבועים האלסטיים שמתקבלים בגבול הרצף? השתמשו בהגדרות של הקבועים   .ב

  האלסטיים מהנספח.

  

   נראה עוד שתי דוגמאות. לפני סיום,
  

השכנים  אטום לבין ששתנכלול רק אינטראקציות בין כל  לשם פשטות, תנודות של סריג משולש:

0, שנמצאים בנקודות )nn=nearest neighbor( הקרובים שלו
1 2 2 1, , ( )    R a a a ann כאשר ,

1 2ˆ ˆ ˆ, ( 3 ) /2  a x a x ya a  כמו כן, נניח קבועי קפיץ מהצורה3.4.2[איור .[ 

0 0 0
, ,

ˆ ˆ( ) ( )R Rnn T L T nn nnD D D D     R, מבלי להיכנס לחישוב מפורש של המקדמים LD 

ואילו קבוע  ,LD. הצורה המיוחדת הזאת קובעת כי קבוע הקפיץ עבור תנודות אורכיות הוא TD-ו

0(למשל, כאשר  TDהקפיץ עבור תנודות רוחביות הוא 
1 ˆ R a xnn a  מתקבלxx LD D   

-ו yy zz TD D D60- . התוצאות לשכנים האחרים מתקבלות על ידי סיבובים ב(.  נתחיל

)0מהתנודות הניצבות למישור, שמתוארות על ידי קבוע הקפיץ  ) Rzz nn TD D  שווה לכל)

 התנודות הללו מנותקות מאלה של התנודות שבתוך המישור,משוואות התנועה של  השכנים).

  ויחס הנפיצה שלהן הוא
  

02
1 2 2 1( ) (1 ) 2 [3 cos( ) cos( ) cos( ( ))]             k Rk k a k a k a anni

zz T T
nn

M K D e D

  

2 2 2
1 2 2 14 [sin ( /2) sin ( /2) sin ( ( )/2)]      k a k a k a aTD   )5.2.9(  

  

  קל לראות כי התדירות מקיימת את המחזוריות בסריג ההופכי,
  

  1 2( ) ( )   k k b bh ,  )5.2.10(  
  

. קל גם לראות כי יחס הנפיצה 3.4.2שלמים. וקטורי הסריג ההופכי הוגדרו באיור  , h לכל

ללא  משאיר את  60- ב k מקיים את הסימטריה של הסריג ההופכי המשולש: סיבוב של

1הוא רק מחליף בין שלושת הוֶקטורים שינוי, כי  2 2 1, , ( )a a a a ) איור). 5.2.9במשוואה 

ואפשר לראות הן את המחזוריות  ,k(א) מראה את התדירות כפונקציה של מרכיבי הוֶקטור 5.2.3

   והן את הסימטריה לסיבובים.
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  התנודות בתוך המישור מתוארות על ידי שתי משוואות מצומדות:
  

  2  x xx x xy yM A K A K A         ,2  y xy x yy yM A K A K A ,  )5.2.11(  

  כאשר
  

 2 2 2
1 2 2 1( ) 4 sin ( /2) ( 3 )[sin ( /2) sin ( )/2 ]       k k a k a k a axx L L TK D D D,  

 2 2 2
1 2 2 1( ) 4 sin ( /2) (3 )[sin ( /2) sin ( )/2 ]       k k a k a k a ayy T L TK D D D,  

   ( ) 3( )sin( /2)sin 3 /2 xy L T x yK k D D k a k a  )5.2.12(  
  

 המותרות חייבות לקיים את המשוואה הריבועית(בדקו!). לכן, התדירויות 

2 2 2( )( ) ( )   xx yy xyM K M K K   איכותית, הפתרונות דומים לאלה שהתקבלו עבור .

וגם הוא  (ב),5.2.3התנודות הניצבות למישור. אחד הפתרונות של המשוואה הריבועית מוצג באיור 

(ב) מראה את 5.2.4ור אי מקיים את המחזוריות ואת הסימטריה של הסריג המשולש. כמקובל,

  (א).5.2.4שמוגדר באיור  שלושת יחסי הנפיצה על מסלול באזור ברילואן הראשון,
  

)" עבור פוטנציאל מרכזי יתקיים )LD U a, '( ) /TD U a aהמשקל תיתן-, דרישת שיווי 

0TD למישור מתאפסת. הוספת אינטראקציות עם שכנים , ולכן התדירות לתנודות הניצבות

נוספים נותנת תדירויות סופיות עבור התנודות הניצבות, אבל התדירות איננה לינארית במספר 

  הגל, ולכן מהירות הקול עבור התנודות האלה עדיין מתאפסת.
  

               

  (ב)                                                                            )א(

4L ועם בין שכנים קרובים אינטראקציותהנפיצה של תנודות בסריג משולש עם  יחס :5.2.3איור  TD D. 
 . התדירויות ביחידות של, (ב) תנודות של אחד מאופני התנודה בתוך המישורניצבות למישור(א) תנודות 
2 3 /TD M.  
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  (ב)                                                                       )א(

המסלול (א)  :5.2.4איור     M K ) 1באזור ברילואן הראשון של הסריג המשולשb2-וb  הם
 לאורך(עבור שלושת אופני התנודה)  5.2.3התוצאות של איור  (ב) ).3.4.2וקטורי הסריג ההופכי, איור 

  .המסלול הזה

  

 . כפיגרפן כדוגמה שנייה, נחשב את יחסי הנפיצה עבור תנודות הסריג של תנודות של גרפן:

(ב), גרפן מתואר על ידי סריג משולש עם שני אטומים 2.3.3(א), או באיור 2.3.2שהראינו באיור 

ושלושה מרכיבי התנודות). נסמן  2Bn( בתא היחידה. לכן, נצפה בסך הכול לשישה יחסי נפיצה

)את תאי היחידה השונים על ידי האינדקסים  , )n mים ורוֶקט, שמוגדרים על ידי ה

0
, 1 2 R a an m n m  לשם א(2.3.2[וקטורי הסריג הם הצלעות של תא היחידה שמופיע באיור .[(

פשטות, נטפל כאן רק בתזוזות הניצבות למישור הסריג. נסמן את התזוזה הניצבת למישור של 

0האטום שנמצא בראשית של התא (כלומר, בנקודה 
,Rn m על ידי (,n mu  ואת התזוזה של האטום

0השני בתא, שנמצא במקום 
, 1 22( )/3 R a an m על ידי ,,n mv אם מתחשבים 5.2.5, ראו איור .

סריג אחד - רק באינטראקציות בין שכנים קרובים (על הסריג המשושה), אזי כל נקודה על תת

סריג האחר. עבור התנודות הניצבות למישור, -דות שכנות על התתקשורה ב"קפיץ" עם שלוש נקו

משקל אורך הקפיץ הזה מתאים - (בשיווי Dכל קבועי הקפיץ שווים זה לזה, ונסמנם על ידי 

/ שהוא למרחק בין השכנים הקרובים בסריג המשושה, 3aלכן, משוואות התנועה הן .(  
  

  , , 1, , 1 1, 13 ( )       n m n m n m n m n mMu Du D v v v,  

  , , 1, , 1 1, 13 ( )       n m n m n m n m n mMv Dv D u u u .   )5.2.13(  
  

הגליים  הצבת הביטויים 
0

,( )
,

  k Rn mi t
n mu Ae  ,

0
,( )

,
  k Rn mi t

n mv Be  נותנת  
  

  1 2 1 2( )2 3 ( )          k a k a k a ai i iM A DA D e e e B,  

  1 2 1 2( )2 3 ( )       k a k a k a ai i iM B DB D e e e A,  )5.2.14(  
  

 המשוואה הריבועיתויחסי הנפיצה הם הפתרונות של 

1 2 1 2
2( )2 2 2( 3 )       k a k a k a ai i iM D D e e e  5.2.6(בדקו!). פתרונות אלה מוצגים באיור .

 .5.2.7מוצגים באיור  5.2.4הערכים של התדירויות לאורך המסלול באזור ברילואן שהוגדר באיור 
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רילואן. ניוון זה, והתלות של אזור ב K שימו לב במיוחד לניוון של שני אופני התנודה בנקודה

אופייניים לגרפן, ועוד  ),5.2.4הלינארית של התדירות במספר הגל ליד הנקודה הזאת (ראו שאלה 

אפשר לפתח את יחס הנפיצה בקירוב האקוסטי. התוצאה  נחזור אליהם בהמשך. ליד הנקודה 

2היא  2(| | ) /4  kM D aות הקול זהה בכל הכיוונים, , ולכן מהיר/ | | / /2 kc a D M. 

מראה את הקירוב הזה על ידי קווים דקים. אופני התנודה בתוך המישור נותנים ארבע  5.2.7איור 

(שני אטומים בתא יחידה, ושני כיווני תנודה לכל אחד מהם), ולכן התדירויות  משוואות מצומדות

  של אופני התנודה האלה מתקבלות מפתרון משוואה ממעלה רביעית.

  

  

)סימוני תזוזות האטומים בסריג המשושה. האינדקסים : 5.2.5איור  , )n m מייצגים את תא היחידה 
n, . כל תא מכיל שני אטומים, עם התזוזותם ישריםהמעוין המסומן בקווי mu ו-,n mv.   

  

              

  (ב)                                                                                    )א(

גרפן, עם התנודות הניצבות למישור של שני אופני התנודה העצמיים בסריג ה שלי הנפיצה יחס: 5.2.6איור 
אינטראקציות בין שכנים קרובים בלבד. (א) הענף האקוסטי. (ב) הענף האופטי. התדירויות ביחידות של 

/D M.  
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לאורך המסלול שמוגדר באיור , גרפןהתדירויות של שני אופני התנודה הניצבים למישור של : 5.2.7איור 
  הקווים הדקים מראים את הקירוב האקוסטי. .5.2.4

  

  5.2.4שאלה 

שני הפתרונות עבור התדירויות העצמיות של תנודות הסריג בגרפן מנוונים  הוכיחו כי  .א

  של אזור ברילואן.  Kבנקודה 

 ות לינאריות במרחק מהנקודה,הראו כי ליד הנקודה הזאת התדירויות העצמי  .ב

( ) (3 / )[1 ( 3/6) | |]K D M a   k q q.  
  

  5.2.5שאלה 

אם מוסיפים גם  ,גרפןי הנפיצה עבור תנודות ניצבות למישור עבור יחסאיך ישתנו   .א

   ?2Dעם קבועי קפיץ  ,אינטראקציות עם שכנים שניים

ואת  ),5.2.10ימים את המחזוריות, משוואה (מקיי הנפיצה של התנודות הללו יחסהוכיחו כי   .ב

  . 60-ב kוקטור הגל  הסימטריה תחת סיבובים של

  ברילואן. אזורמהירויות הקול ליד מרכז  קבלו ביטויים מפורשים עבור  .ג

אמפליטודות התנודות של  מהי התדירות של הענף האופטי במרכז האזור? מהו היחס בין  .ד

  שני האטומים בתא שם?

? מהם היחסים בין אמפליטודות K- ו Mמהן התדירויות של שני הענפים בנקודות   .ה

  התנודות שם?

  

  5.2.6שאלה 

, כשיוני הבורון והחנקן מאכלסים את שני גרפןכמו למשושה , יש אותו מבנה BNלבורון חנקני, 

ר תנודות ניצבות ג המשולש. מהן משוואות התנועה עבוהאתרים בתוך תא היחידה של הסרי

מהו  י הנפיצה?יחס? מהם עבור אינטראקציות בין שכנים קרובים בלבד ,למישור של הגביש הזה

  ?גרפןההבדל העיקרי בינם לבין אלה של 
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  אופני תנודה עצמיימ ל�ריג �ופי   :5.3
  

 עד כאן הנחנו סריג אינסופי, ולכן יכולנו להזיז את תנאי שפה מחזוריים בממד אחד:

)הקואורדינטות בטיעון של בלוך ולקבל את הפתרונות הגליים המונוכרומטיים,  )
0

i kna t
nu A e , 

בלוך יהיה נכון גם במערכות סופיות,  ). כדי שהטיעון של5.1.9ואת חבילות הגלים כמו במשוואה (

יש לבחור תנאי שפה שעבורם עדיין יהיה אפשר להזיז את הקואורדינטות מבלי לשנות את 

   תנאי השפה המחזוריים של בורן ופון קרמןבהמשוואות. זו הסיבה לכך שנהוג להשתמש 

)Born and von Karmann( .,הסריג מכיל  מניחים כי בממד אחדN ,וכי קיימת  תאי יחידה

  מחזוריות בקצוות,
  n N nu u ,  )5.3.1(  

  

שמוגדרת על נקודות הסריג. ברור שההנחה הזאת מצדיקה את הטיעון של  nuעבור כל פונקציה 

בלוך, ומובילה אל הפתרונות הגליים גם בדגם הסופי. ראוי לציין כי תנאי השפה האלה מתאימים 

  ).5.3.2(ראו שאלה  לאטומים שמונחים על מעגל, ומתנודדים בכיוון משיק למעגל
  

)הצבה של הפתרון הגלי  )
0

i kna t
nu A e  ) 1) נותנת את התנאי 5.3.1במשוואהikNae  ,כלומר ,

2הערכים הבדידים  N-מגבילה את מספרי הגל ל /( )k k Na   0,1,2, עם,..., 1N . 

N, שמתקבלים על ידי הזזה של אחד הערכים הללו על ידי ערכים שלמים אחרים של  , 

0 ייתנו בדיוק את אותן פונקציות גל. הטווח הנ"ל של מספרי גל מכסה את התחום 2 /k a  

2במרווחים קבועים וקטנים,  /( ) 2 /k Na L    כאשר ,L Na  הוא אורך הדגם. האורך של

2התחום הזה,  /a שווה בדיוק לאורך של אזור ברילואן. כפי שכבר צוין, פונקציות הגל ,

)מקיימות את הסימטריה להזזה במרחב התנע,  )i k G na iknae e  2), כאשר / )G h a  הוא

/ כן, אפשר גם להשתמש בטווחוקטור כלשהו בסריג ההופכי. ל /a k a    ,כלומר ,

,2/ זוגי,N בוֶקטורי גל באזור ברילואן הראשון. עבור /2 1, /2 2,..., /2 1N N N N       .

)- זוגי הטווח דומה, אבל מתחיל מ-אי N-ל 1)/2N  לשם פשטות, נעבוד עם .N ההבדל  זוגי)

"רץ" על הטווח   כל סכום על בהמשך, גדול). Nזוגי זניח עבור -אי N- זוגי ל Nבתוצאות בין 

  וא לא מצוין במפורש.הזה גם אם ה
  

 ), אוסף הפונקציות3לפי משפט פורייה (נספח לפרק  אופני תנודה עצמיים:

{ , /2,..., /2 1}ik nae N N     הוא בסיס לטור פורייה של פונקציות שמוגדרות על נקודות

   ,nu להגדיר את התמרת פורייה של הפונקציות אפשר ,לכן הסריג.
  

  1/2 1/2 2 /

1 1

( )
N N

ik na i n N
n n

n n
u k N u e N u e   

 
   

,  )5.3.2(  

  

   ואת ההתמרה ההפוכה (שנותנת את הפונקציות המקוריות),
  

  
/2 1 /2 1

1/2 1/2 2 /

/2 /2

( ) ( )
N N

ik na i n N
n

N N
u N u k e N u k e 

 
 

 
   

 
 

  .  )5.3.3(  
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)וגם  nu), אבל עכשיו גם 5.1.9) דומה למשוואה (5.3.3משוואה ( )u k  עדיין תלויים בזמן. הצבה של

) ) נותנת את משוואת התנועה עבור הפונקציות5.1.3) במשוואת התנועה (5.3.3משוואה ( )u k ,  
  

  2( ) (2 ) ( ) ( ) ( )ik a ik aMu k D e e u k M k u k         
    )5.3.4(  

  

}המשתנים החדשים  N-(בדקו!). זאת משוואת תנועה נפרדת עבור כל אחד מ ( )}u k המשוואה .

) הזאת היא בדיוק משוואת התנועה של אוסצילטור הרמוני, עם התדירות )k   שמצאנו

}) מעבירה אותנו מהפונקציות 5.3.2). הטרנספורמציה (5.1.6במשוואה ( }nu  אופני התנודה אל

} של המערכת, ייםהעצמ ( )}u k.   
  

ואת  ),5.3.3דרך אחרת לזהות את אופני התנודה העצמיים של המערכת היא להציב את משוואה (

   הטרנספורמציה המקבילה עבור התנע,
  

  1/ 2 1/ 2 2 /( ) ( )ik na i n N
np N p k e N p k e     

 
 
 ,  )5.3.5(  

  

הסכום  ערכים בתוך אזור ברילואן הראשון). Nמכסה תמיד  (הסכום על  )5.1.2בהמילטוניאן (

   על ריבועי התנעים באנרגיה הקינטית מקיים את השוויון
  

  '( )2 1 2
'

1 1 '

( ) ( ) | ( ) |
N N

i k k na
n

n n
p N p k p k e p k

 
      

  
  ,  )5.3.6(  

  

'כאשר השתמשנו בזהות 
'

( )
,1

N i k k na
k kn e N


  

 
 (מסכמים על הטור הגיאומטרי, 

)'-שומשתמשים בעובדה  ) 1i k k Nae   !למעשה, הסכום באגף שמאל שווה ל ; בדקו-N  בכל

k'פעם שמתקיים  k G   לכל וקטור סריג הופכי, ולכן יש לכתוב ,

'
'

( )
,1

N i k k na
k G kn Ge N  


  

 
. בהקשר הנוכחי הגבלנו את עצמנו לאזור ברילואן 

)*. כמו כן, השתמשנו בקשר )הספיקה הזהות שכתובה לעיל הראשון, ולכן ) [ ( )]p k p k    שנובע]

 באופן דומה, ].np) ומהממשיות של 5.3.5ישירות ממשוואה (
1/2

1 ( )( 1)ik a ik na
n nu u N u k e e
     

, ולכן   
  

  

' '( )2 1
1 '

1 1 '

2 2

( ) ( ) ( )( 1)( 1)

| ( ) | 4sin ( / 2)

N N
ik a ik a i k k na

n n
n n

u u N u k u k e e e

u k k a




 
   



 



    
 

 


 



  )5.3.7(  

  בסופו של דבר, מתקבל
  

  
/2 1 2

2 2

/2

( )1
| ( ) | | ( ) |

2 2

N

N

M k
H p k u kM





 
  

 
 

 


  .  )5.3.8(  

  

המילטוניאנים בלתי תלויים, שכל אחד מהם מתאר  Nההמילטוניאן הזה הוא סכום של 

)אוסצילטור הרמוני, עם הקואורדינאטה  )u k התנע הצמוד לה ,( )p k  והתדירות( )k .  ,ואכן
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 N). למעשה, 5.3.4בגבול הקלאסי כל אחד מההמילטוניאנים הללו נותן את משוואות התנועה (

} המשתנים ( )}u k ) הם מרוכבים. עם זאת, אם רושמים5.3.8שמופיעים במשוואה ( 

( ) ( ) ( )u k x k iy k    כאשר ,( )x k ו-( )y k  ממשיים, אזי הקשר*( ) [ ( )]u k u k    גורר את

)הקשרים  ) ( )x k x k   ו-( ) ( )y k y k   לכן, אפשר להחליף כל אחד מ . -N  המשתנים( )u k 
)זוגות משתנים בלתי תלויים  2N/על ידי  )x k ו -( )y k שאותם סופרים רק עבור הערכים ,

, אבל התוצאה k. (צריך להיזהר בספירה של המשתנים עבור הגבולות של ערכי kהחיוביים של 

תלויים, שמייצגים את אופני - אוסצילטורים הרמוניים בלתי Nנשארת בעינה: בסך הכול יש 

   התנודה העצמיים של המערכת).

  

  5.3.1שאלה 

שמכיל  יממד- אטומי חד-חשבו את אופני התנודה העצמיים עבור תנודות אורכיות של סריג חד

N תנאי שפה של חיבור קשיח לקצוות, אינטראקציה בין שכנים קרובים ועם עם אטומים 

1 0 0Nu u  . ?מהו המספר הכללי של אופני תנודה כאלה באזור ברילואן הראשון  

  

  5.3.2שאלה 

 ), מתארים את התנודות של5.3.1(הראו כי תנאי השפה המחזוריים בממד אחד, משוואה   .א

N שנמצאים על טבעת מעגלית, כמו אטומי הפחמן במולקולה של בנזן (איור  אטומים

   .בכיוון משיק למעגל , כשהאטומים נעים רק)4.1.2

 nבהנחה של כוחות מרכזיים בין שכנים קרובים, מצאו את משוואות התנועה של הזוויות   .ב

המשקל שלהם בקירוב -שמתארות את הסטיות הזוויתיות של האטומים ממצב שיווי

ההרמוני. הראו כי אופני התנודה העצמיים של הזוויות הללו מתקבלים מליכסון של 

N מטריצה מסדר N ומצאו את הערכים העצמיים ואת הוֶקטורים העצמיים של ,

  הזאת.המטריצה 

  

תאי  mNאטומי שמכיל - ההכללה ליותר ממדים היא ישירה. נסתכל על סריג חד ממדים גבוהים:

  . תנאי השפה של בורן ופון קרמן מקבל עכשיו את הצורה,maיחידה בכיוון וקטור הסריג 
  

  0 0( ) ( )m mi iN u R a u R,  )5.3.9(  
  

1m ולכן mi Ne  k aממדי (שהתאים לטבעת במישור), תנאי השפה - . בהכללה של המקרה החד

mN), הוֶקטור 3.4.1ממדי. ממשוואה (-ממדי למעין טורוס תלת-האלה הופכים את הגביש הדו k 

נציה של הוֶקטורים חייב להיות אחד מוֶקטורי הסריג ההופכי, ולכן בשלושה ממדים הוא קומבי

{ , 1,2,3}b  ) רק הוֶקטור3.4.4עם מקדמים שלמים. ממשוואה ,( mb  תורם למכפלה

/, ולכן נבחר maהסקלרית עם 
m m m mNk b  מאחר שהזזה של הוֶקטור הזה על ידי וקטור .

1mסריג הופכי איננה משנה את פונקציית הגל  mmi Ne  k aאפשר לבחור את הערכים הבלתי , -

2/תלויים של מספרי הגל באזור ברילואן הראשון, כלומר,  /2 1m m mN N    התוצאה .

הסופית נותנת את פונקציות הבסיס 
0

, ,1 2 3{ }iie k R  עם וקטורי הגל הבדידים ,  
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1 2 3, , 1 1 1 2 2 2 3 3 3( / ) ( / ) ( / )N N N  k b b b     .   )5.3.10(  

  

קל לראות כי הערכים של וקטורי הגל הללו ממלאים את אזור ברילואן הראשון, בצפיפות קבועה 

1של  2 3N N N  נקודות. הצפיפות הזאת הולכת וגדלה, כשהסריג הולך וגדל. התמרת פורייה של
0( )iu R  ,בעזרת הבסיס הזה  

  

  
0

, ,1 2 3
1 2 3

1 2 3

0 1/2
1 2 3 , ,

, ,

( ) ( ) ( ) ii
i N N N e   k Ru R u k   

  
  

,  )5.3.11(  

  והצבה בהמילטוניאן 

  
2

01
( ) ...

2 2
i

i jij
i i j

p
H u K uM


  

 
    R  )5.3.12(  

  

ip(כאשר   וד לתזוזה הוא התנע הצמiu  1), נותנת סכום על 2 3N N N ,המילטוניאנים  
  

  21 1
| ( ) | ( ) ( ) ( )

2 2
H p u K uM    

 

    
 

  
k

k k k k  ,  )5.3.13(  

  

לשם קיצור הכתיבה. בגבול הקלאסי מתקבלות שלוש  kכאשר השמטנו את האינדקסים של 

3). ליכסון של המטריצה (מסדר 5.2.5שהופיעו במשוואה ( משוואות התנועה המצומדות 3 (

K
  נותן לבסוף שלושה אופני תנודה עצמיים לכל וקטור גל. במקרים סימטריים אופני התנודה

ממדים  d-אטומים ב Bnהללו כוללים גל אורכי ושני גלים רוחביים. ההכללה לתא יחידה שכולל 

Bnגם היא ישירה: לכל וקטור גל (בדיד) באזור ברילואן הראשון נקבל  d  אוסצילטורים

  הקודמים. הרמוניים, עם אותן תדירויות שחושבו בסעיפים
  

) באופן קלאסי, אפשר לבצע את 5.3.13(-) ו5.3.8פי שקיבלנו את ההמילטוניאנים (-על- אף

)[ ) לבין המשתנים במרחב התנעnp- ו nuהטרנספורמציות בין המשתנים על הסריג (למשל,  )u k 
)-ו )p k  או( )x k ו -( )y k[גם עבור האופרטורים הקוונטיים  , עם וקטורי הגל המתאימים להם

שמייצגים את המשתנים הללו. לכן, אפשר לקבל את הפתרון הקוונטי של בעיית תנודות הסריג על 

), כשמחליפים את המקום והתנע על ידי 5.3.13) או (5.3.8ידי טיפול קוונטי בהמילטוניאנים (

  טורים קוונטיים מתאימים.אופר

  

  

  הפונונימצפיפות המצבימ והחומ ה�גולי של   :5.4
  

גבישים,  רבות מהתכונות התרמיות של והחום הסגולי: רמות האנרגיה, האנרגיה הממוצעת

למשל החום הסגולי שלהם, נובעות מהתרמודינמיקה של תנודות הסריג. דוגמה לחישוב 

. בסעיף הנוכחי נכליל את הדיון 3.10הרמוני בודד הוצגה כבר בסעיף  תרמודינמי של אוסצילטור

ההוא למערכת שמכילה הרבה אופני תנודה עצמיים. כפי שקיבלנו בסעיף הקודם, אפשר לכתוב 
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את ההמילטוניאן הכללי של תנודות הסריג בקירוב ההרמוני כסכום של המילטוניאנים של 

  ממדיים,-הרמוניים חד אוסצילטורים
  

  2 2 21 1
2 2

H p M u
M    


 

  
 

,   )5.4.1(  

  

)[משתנים אלה מחליפים את  - הם התזוזה והתנע של אופן התנודה ה p- ו uכאשר  )u k 

)ואת  )p k  מהסעיף הקודם], והאינדקס  מחליף את  שמקבל)d  את ,(ערכיםk  שמקבל)

1 2 ... dN N N ום בתוך תא ערכים, עבור כל וקטורי הגל באזור ברילואן הראשון) ואת אינדקס האט

ערכים). כפי שהוסבר בסעיף הקודם, כל אחד מהמשתנים הללו (שמייצגים את  Bnהיחידה (שמקבל 

אופני התנודה העצמיים) הוא קומבינציה לינארית של משתני התנודה של האטומים הבודדים, ראו 

) מתאר 5.4.1). כל מחובר במשוואה (5.3.8), שנותנות את משוואה (5.3.5(- ) ו5.3.2למשל משוואות (

. בחישוב pועם התנע  u, עם הקואורדינטה המרחבית M, עם מסה אוסצילטור הרמוני

. בחישוב הקוונטי, רמות האנרגיה קלאסי, כל מחובר כזה מתאר תנודה מחזורית עם התדירות 

) של כל אוסצילטור הן 1/2)n   0,1,2, כאשר,...,n    הם מספרים שלמים שמייצגים

, האנרגיה של כל אחד 2/- את המצבים העצמיים. בנוסף לאנרגיית מצב היסוד ששווה ל

ת (או קוונטים) של אנרגיה, שכל אחת של יחידות בסיסיו nמאופני התנודה מכילה מספר שלם 

. כמו במקרה של פוטונים באלקטרודינמיקה קוונטית (למשל, במקרה של קרינת - מהן שווה ל

ברולי, אפשר - גל של דה- גוף שחור), וכמו שמתקיים עבור חלקיקים קוונטיים לפי הדואליות חלקיק

לקיק", שנושא את האנרגיה הבסיסית הזאת. ה"חלקיקים" להתייחס אל כל יחידה כזאת כאל "ח

בשפה הקוונטית, התנועה הגלית הקלאסית,  ).ביוונית קול  =  פונון, phonons(פונונים הללו נקראים 

, הופכת לתנועה של פונונים, שכל אחד מהם נושא שמתוארת על ידי אופן התנודה שתדירותו 

יחס הנפיצה המתאים. הצבה של הערכים , שקשור אל התדירות על ידי kותנע  אנרגיה 

  ) נותנת את רמות האנרגיה של כל המערכת,5.4.1העצמיים הללו במשוואה (
  

  ({ }) ( 1/2)E n n  


  .   )5.4.2(  

  

ומכניקה סטטיסטית. התוצאה העיקרית שלו היא  החישוב הבא מבוסס על תרמודינמיקה

). קוראים שלא למדו מכניקה 5.4.8), שאפשר לקבלה ישירות ממשוואה (5.4.6משוואה (

סטטיסטית, יכולים לדלג למשוואות הללו ולהמשיך משם. הממוצע התרמי של כל גודל פיסיקלי 

Ee/מתקבל על ידי מיצוע עם המשקל הבולצמני  Z 1, כאשר / ( )Bk T  והדרישה שסכום ,

נותנת את הביטוי למכנה, שנקרא "פונקציית החלוקה",  1-הסיכויים האלה שווה ל
E

EZ e   כאשר הסכום הוא על כל המצבים הקוונטיים של המערכת כולה (ראו גם סעיף ,

  רנית"). במקרה הנוכחי,פיסיקה מודבקורס "פרקים ב 1ביחידה  5.5
  

  
1 2 3

( 1/2)
( 1/2)

{ , , ,...}

n
nE

E n n n n
Z e e e Z

 
  



 
 


 

 
      

  


    


 .)5.4.3(  
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}בביטוי השני החלפנו את הסכום על כל המצבים בסכומים על כל המספרים הקוונטיים  }n .

תלויים, אפשר לבצע כל סכום בנפרד, ולכן פונקציית החלוקה היא -מאחר שהסכומים בלתי

הוא טור  Z. הסכום שנותן את Zמכפלה של פונקציות החלוקה של כל אוסצילטור בנפרד, 

   גיאומטרי אינסופי,
  

  
/2

( 1/2) 1
2sinh( / 2)1

n

n

eZ e
e


 




 
 

    


 


  





 
.   )5.4.4(  

  

  מוגדרת על ידי Fהאנרגיה החופשית 
  

  ln ln / 2 ln[1 ]B B BF k T Z k T Z k T e  
 

  
          .  )5.4.5(  

  

  מיצוע בעזרת המשקלות הבולצמניים נותן את האנרגיה הממוצעת של המערכת,
  

  
lnln 1

2 1

E

E
E

E

Ee
ZZE E

e e 



 
  

  




 





             


   


.  )5.4.6(  

  

  הביטוי האחרון הוא סכום על הממוצעים של האנרגיות של כל אוסצילטור בנפרד,
  

  
1 1 1
2 2 1

E n
e                .   )5.4.7(  

  

, שווה לאנרגיה של רמת היסוד של 2/) מורכב משני איברים: הראשון, 5.4.7(- אגף ימין ב

של האוסצילטור, איננו משפיע על  "תנודת האפסאנרגיית "האוסצילטור. האיבר הזה, שנקרא 

התכונות התרמודינמיות, כי הוא מספר קבוע שאיננו תלוי בטמפרטורה, והאנרגיה נקבעת ממילא 

רק עד כדי קבוע אדיטיבי. עם זאת, יש להוסיף את האיבר הזה לאנרגיה הכללית של המערכת, 

להרוס את המבנה הגבישי. כפי  והוא עלול לקזז את אנרגיית הקשר ה"קלאסית" שלה, ובכך

ודאות סופית לגבי מיקומו, וזאת -, גם במצב היסוד של האוסצילטור קיימת אי4שכבר צוין בפרק 

עלולה לגרום לפירוק הגביש, כאשר היא גדולה מקבוע הסריג. זו הסיבה שהליום נשאר נוזלי גם 

)/בטמפרטורות נמוכות מאוד. האיבר השני,  1)e  
  נובע מהמיצוע על המספר הקוונטי ,

n  ,עבור האוסצילטור שתדירותו היא של הפונונים:  
  

  1
1

n
e   


.  )5.4.8(  

  

( קל לראות כי המספר הזה דועך לאפס, כאשר הטמפרטורה יורדת לאפס   בגבול הזה .(

אין פונונים, והמערכת נמצאת במצב היסוד שלה. המספר הממוצע של פונונים גדל, כשמעלים את 

, יחידה 6) מתארת גם את מספר הפוטונים בקרינת גוף שחור (פרק 5.4.8הטמפרטורה. משוואה (

מים , "פרקים בפיסיקה מודרנית"), ומהווה מקרה פרטי של הנוסחה למספר הבוזונים (שמקיי1

  ) ברמת אנרגיה נתונה.נשטייןיאי-הסטטיסטיקה של בוזאת 
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  ) לפי הטמפרטורה,5.4.6(בנפח קבוע) של המערכת מתקבל מגזירת האנרגיה ( החום הסגולי
  

   2
2( 1)V B

V

E eC kT e




 
  


 

 
     




.   )5.4.9(  

  

מתאר את התלות בטמפרטורה של החום הסגולי שנובע מאופן תנודה בודד. החום  5.4.1איור 

, בטמפרטורות Bkהסגולי קטן אקספוננציאלית בטמפרטורות נמוכות, ושואף לקבוע של בולצמן, 

ת גבוהות שקיים בטמפרטורו חוק החלוקה השווהלגבוהות (בדקו!). התוצאה האחרונה מתאימה 

(שהוא הגבול הקלאסי): לכל איבר ריבועי בהמילטוניאן (למשל, האנרגיה הפוטנציאלית, ריבוע 

2Bk/-המקום, או האנרגיה הקינטית, ריבוע התנע של חלקיק) יש אנרגיה ממוצעת ששווה ל T .

Bkממדי היא - לכן, האנרגיה הממוצעת הכוללת של כל אוסצילטור חד T ותרומתה לחום הסגולי ,

Bk. זה נובע גם מהמשוואות דלעיל: כאשר Bkהיא  T  ) נותנת 5.4.8, משוואה (

/( )Bn k T  ) נותנת 5.4.7, ומשוואה (BE k T ) הצבה של התוצאה הזאת .Bk (

) תכפול אותה במספר האיברים בסכום, כלומר, במספר אופני התנודה של 5.4.9במשוואה (

אטומי בשלושה ממדים יש -אחד של החומר החד במולהוא מספר אבוגדרו, אזי  Nהגביש. אם 

3N  3-ל חום סגולי למול ששווה מתקבלאופני תנודה, ואז 3V BC Nk R  כאשר ,R  הוא קבוע

אכן מתקבלת ניסיונית  ,)Dulong and Petit(פטי" - חוק דולון"שנקראת הגזים. התוצאה הזאת, 

תלויה רק  5.4.1בטמפרטורות גבוהות עבור מוצקים רבים. כדאי לשים לב שהפונקציה באיור 

)/ה"מכויל"במשתנה  )Bk T  כאשר מכיילים את אוניברסליהוא " 5.4.1. הגרף באיור :"

הסגולי על ידי קבוע הטמפרטורה על ידי תדירות התנודה (שתיהן ביחידות אנרגיה) ואת החום 

  בולצמן, החום הסגולי של כל אופן תנודה מתואר בדיוק על ידי אותו האיור.

  

  

, כפונקציה של Bk, ביחידות של החום הסגולי של אופן תנודה בודד, עם תדירות  :5.4.1איור 
/(ביחידות של  הטמפרטורה Bk.(  

  

  5.4.1שאלה 

 החלוקה מתקבלת כאינטגרל על כל מרחב הפאזות. פונקציית ,במכניקה סטטיסטית קלאסית

ממד אחד מתקבל ילטור הרמוני בצלאוס
1 HZ dp du eh


 



   כאשר ,H משוואה הוצג ב

. חשבו מכאן את הוכנס כדי שפונקציית החלוקה תהיה חסרת ממד hוקבוע פלאנק  )5.4.1(

  פטי.-והראו כי מתקבל חוק דולון האנרגיה והחום הסגולי, האנרגיה החופשית,
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  5.4.2שאלה 

מייצג את הפרש האנרגיה בין  5.4.1השטח בין הקו האופקי לבין הקו של החום הסגולי באיור 

   ?י לחישוב הקוונטי. מהו ערכו של ההפרש הזההחישוב הקלאס

  

גם  ) ולכן5.4.1בסכום במשוואה ( כפי שהוסבר בסעיף הקודם, האינדקס  צפיפות המצבים:

1) מייצג את 5.4.9במשוואה ( 2 ... dN N N  וקטורי הגלk  באזור ברילואן הראשון, ולכל אחד מהם

Bnיש  d  אופני תנודה שמייצגים אתd  מרכיבי וקטור התנודה ואתBn .האטומים בתא היחידה 

Bn-התדירות של כל אחד מ d רה אל וקטור הגל באמצעות יחס הנפיצה אופני התנודה הללו קשו

) המתאים, שנסמנו על ידי )m k 1,2, כאשר,..., Bm n d מאחר שוֶקטורי הגל מכסים את אזור .

לאינטגרל.  kברילואן בצפיפות גדולה, נוח בהרבה מקרים להפוך את הסכום על וקטורי הגל 

של התרומה המתאימה לחום הסגולי היא רק דרך התלות של התדירות,  k-מאחר שהתלות ב

( )m k מחליפים משתנים, והסכום על ,k  הופך לאינטגרל על .  
  

  ת תחילה עבור המקרה הפשוט ביותר, של תנודות אורכיות בשרשרת נדגים זא :אחד ממד

Lאטומים (אטום אחד בכל תא יחידה), שאורכה  Nממדית של -חד Na עם קבוע סריג ,a   

1Bdועם אינטראקציות בין שכנים בלבד. במקרה הזה,  n  והסכום הוא רק על וקטורי ,  

2 הגל. באזור ברילואן הראשון וקטורי הגל הם /( )k k Na  עם , 

/2, /2 1, /2 2,..., /2 1N N N N       ) הסכום על וקטורי 5.3.1[ראו דיון אחרי משוואה .[(

] הגל הללו של פונקציה כללית ( )]f k הוא  
  

  
/2 / //2 1

/2 /2 / /

[ ( )] [ ( )] [ ( )] [ ( )] [ ( )]
2

N a aN

k N N a a

d Lf k f k d f k dk f k dkf kdk

 

 
    





   

        


,  

  

, והחלפנו את 1לאינטגרל, עם "צעד אינטגרציה"  כאשר הפכנו את הסכום הבדיד על 

/, תוך שימוש בקשר k- משתנה האינטגרציה ל 2 /dk d L בשלב הבא משתמשים ביחס .

||). לכל תדירות יש שני אופני תנודה, עם 5.1.6הנפיצה, משוואה ( k לכן, הופכים את .

  :2- ומכפילים ב  לאינטגרל על kהאינטגרל על 
  

  
0 0/

/ 0 0

[ ( )] [ ( )] [ ] ( ) ( )
2

a

k a

L L dkf k dkf k d f d g fd

 


      

  


     ,  )5.4.10(  

  

) צפיפות המצביםכאשר  ) ( / )( / )g L dk d   מוגדרת כך ש-( )g d   שווה למספר אופני

dלבין  התנודה שיש להם תדירויות בטווח שבין  ) 5.1.10(- ) ו5.1.6. ממשוואות,( 
2

0/ cos( /2) 1 ( / )gd dk v c ka c      ות החבורה (עם מהירות הקולהיא מהיר 

0 /2c aולכן במקרה הנדון צפיפות המצבים היא ,(  
  

  2
0( ) ( / )/ ( ) /[ 1 ( / ) ]gg L v L c        .  )5.4.11(  
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שמהירות החבורה קטנה, ולכן צפיפות המצבים [שמוצגת באיור אפשר לראות  5.1.2מאיור 

העליון  מתבדרת ליד הקצהצפיפות המצבים  . בפרט,0מתקרב אל  - ככל ש ה,גדל(א)] 5.4.2

0, ברילואן אזורשל  התבדרויות מהסוג הזה נקראות על . , שבו מהירות החבורה מתאפסת

  ).van Hove(ון הוב שמו של 
  

  החום הסגולי של הסריג עבור הדוגמה הנ"ל הוא :אחד החום הסגולי בממד
  

   
0 2 22

2 22
0 0

( )
( 1) ( 1)1 ( / )

X xB
V B x

k Te x eC k d g L dxce ex X

  

    


 
  





 ,  )5.4.12(  

  

0Xכאשר החלפנו משתנים באינטגרציה, והגדרנו    . החום הסגולי אפשר לצפות, כפי ש

  ביחס  בטמפרטורות מספיק גבוהות .L, לאורך הסריג מתכונתי(שהוא גודל אקסטנסיבי) 

0-ל / Bk 0 מתקיים 1      2, ולכן 2( ) /( 1) 1e e        בגבול הזה נוח .

0). התוצאה,5.4.12(-בעזרת הביטוי האמצעי ב לחשב את האינטגרל על 

0
( )d g N


   , שווה

00בטווח  תנודההלמספר הכולל של אופני      השוויון נובע הן מההגדרה של צפיפות]

המצבים, שסופרת את מספר המצבים ליחידת תדירות, והן מאינטגרציה מפורשת, ראו שאלה 

Vבגבול הזה מתקבל אפוא  (א)].5.4.3 BC k Nפטי. לעומת -חוק דולוןהו מקרה פרטי של ז, ו

1X בטמפרטורות נמוכות מתקייםזאת,   . כאשר מציבים באינטגרל באגף ימיןX   ,

  וגודלו ידוע:האינטגרל הזה מתכנס, 
  

  
2

2
2

0

2 (2)
3( 1)

x

x
edxx

e




 
,   )5.4.13(  

  

2 כאשר 2
1

(2) /6m m  


   ,הוא מקרה פרטי של פונקציית הזתא של רימן

1
( ) s

ms m  


  בדיקה מראה כי התיקונים לתוצאה הזאת עבור (ב). 5.4.3, ראו שאלהX 

2(מסדר גודל של  גדול הם קטנים XX e ולכן בטמפרטורות נמוכות להלן) 5.4.5, ראו גם שאלה ,

(שהם פונונים אקוסטיים) ההתנהגות המובילה של החום הסגולי של אופני התנודה הנדונים 

 מתאר היטב את החום הסגוליואכן, הקירוב הזה  בטמפרטורה. תלינאריהיא בממד אחד 

ד וההתנהגות הזאת שונה מא(ב) (הקו הדק שם). 5.4.2איור בראו  בטמפרטורות נמוכות,

הסכום על התדירויות הקטנות מקזז את ההתנהגות : 5.4.1שהוצגה באיור  התנהגותהמ

לעומת התרומה של  ונותן חום סגולי הרבה יותר גבוהשל כל אופן תנודה בנפרד ספוננציאלית קהא

   .תדירות בודדת, שעולה הרבה יותר לאט עם הטמפרטורה
  

 את האינטגרל באגף ימין של משוואהאפשר לחשב -עבור טמפרטורות בינוניות, אי :קירוב דביי

אכן נותן התנהגות (עבור ממד אחד) חישוב נומרי של האינטגרל ת, עם זא אנליטי. באופן )5.4.12(

ת של החום הסגולי בטמפרטורות נמוכות ו"התיישרות" לקראת ערך קבוע בטמפרטורות לינארי

וכדי לקבל ביטויים שאינם תלויים חישובים, פשט את הכדי ל (ב)].5.4.2ראו את איור [גבוהות 
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במקום  :שקרוי על שמואת הקירוב הבא,  Debye(1(דביי הציע  בפרטים של צפיפות המצבים,

איור ב ומוצגת על ידי הקו העבה) 5.4.11שמופיעה במשוואה (, צפיפות המצבים המדויקת

רית בגבול המקוהמצבים צפיפות פות מצבים קבועה, ששווה לערך של , נשתמש בצפי(א)5.4.2

)0, כלומר, האקוסטי של תדירויות נמוכות ) /( )g g L c  .  הצפיפות הזאת מתוארת על ידי

שני הקווים קרובים זה לזה אפשר לראות מהאיור, כפי ש(א). 5.4.2איור הדק בהקו האופקי 

צפיפות המצבים המקורבת קטנה מ צפיפות(תדירויות נמוכות). מאחר ש האקוסטי אזורב

בהשוואה ), היא נותנת פחות מצבים 0שמתקרבות אל  המדויקת (במיוחד בתדירויותהמצבים 

הציע דביי להשתמש בצפיפות החדשה עד גבול עליון לצפיפות המצבים המלאה. כדי לתקן זאת, 

D/ומסומן על ידי  ,התדירות של דבייחדש, גדול יותר, שנקרא  B Dk    )D  היא

ביחידות של טמפרטורה). התדירות הזאת נבחרת  תדירותשמבטאת אותה  ,הטמפרטורה של דביי

שווים זה לזה, ונותנים את המספר  (א)5.4.2השטחים הכוללים מתחת לשני הקווים באיור כך ש

 הוא ות המצבים המדויקתשטח מתחת לצפיפביחידות של הציור, ה ולל של אופני תנודה.הכ
1

2
0

/ 1 /2dx x   הוא)(א5.4.2באיור  כהה יותר[, ואילו השטח החדש [ 
0

Dx
Ddx x ולכן ,

/0 בוחרים /2D Dx    . מהמשוואה
0

( )D d g N


    מקבלים/( )DN L c  ,כלומר ,

0 / Dg N ומכאן ,  
  

  2
2

0
( 1)

X xBDebye
V x

k N eC dx xX e


                 ,DX   .  )5.4.12(א  

  

קירוב בין הל)] 5.4.12עבור החום הסגולי [משוואה (משווה בין התוצאה המדויקת  (ב)5.4.2איור 

שתי התוצאות קרובות זו לזו בשני הקצוות: בטמפרטורות נמוכות א)]. 5.4.12[משוואה ( של דביי

קבועה. בקירוב החום הסגולי נשלט על ידי התדירויות הנמוכות, שם צפיפות המצבים 

דביי  של אופני תנודה, והקירוב של וללבטמפרטורות גבוהות החום הסגולי מתכונתי למספר הכ

יות קיים הבדל קטן בין קירוב דביי לבין בנוי כך שהמספר הזה מדויק. בטמפרטורות הבינונ

  החישוב המדויק.
  

ערכים אופייניים של טמפרטורת דביי הם מסדר גודל של כמה מאות מעלות. כמו בדיון על איור 

 : לחומרים שונים יכולים להיות ערכים שונים של התדירותאוניברסליות, קיימת גם כאן 5.4.1

0 א) 5.4.12טמפרטורת דביי. עם זאת, המקדם לפני האינטגרל באגף ימין של משוואה (, ולכן של

0- שווה ל /( ) /B D B DC k N k NT   והאינטגרל עצמו תלוי רק ב ,-/D DX T    ,

/0רק דרך היחס וולכן החום הסגולי תלוי רק בטמפרטורה  /( )D BT k T    כאשר מכיילים .

ממדיים -הטמפרטורה ואת החום הסגולי עבור אופני התנודה האקוסטיים של חומרים חדאת 

(ב), מצופה שכל התוצאות הניסיוניות המכוילות "תיפולנה" על 5.4.2שונים, כפי שנעשה באיור 

  אותו קו.

  

                                                        
  . 1936דביי קיבל פרס נובל בכימיה בשנת    1
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  (ב)                                                                                         )א(

ממדי עם -אטומי חד-(א) הקו העבה העליון: צפיפות המצבים המדויקת של סריג חד :5.4.2איור 
0אינטראקציות בין שכנים קרובים בלבד, ביחידות של  /( )g L c 0, כפונקציה של/  השטח היותר .

0gכהה מתחת לקו האופקי  g0-, שמגיע עד ל/ /2D   שווה לשטח הבהיר שמתחת לצפיפות ,
)/0 , כפונקציה שלBNkהמצבים המדויקת. (ב) החום הסגולי של אותה מערכת, ביחידות של  )Bk T  הקו .

טגרל. הקו המקווקו: קירוב דביי. הקו הישר הדק: קירוב האינטגרל המלא העבה: חישוב מדויק של האינ
2 ) על ידי5.4.12באגף ימין של משוואה ( /3.   

  

2Bnכאשר יש שני אטומים ( תרומת הענף האופטי: .בתא היחידה, נוסף הענף האופטי (   

 ) ושימוש בקשר 5.1.4) (איור 5.1.15גזירה של שני יחסי הנפיצה במשוואה (

( ) ( / )/( / )g L d dk    כפי 5.4.3לכל אחד מהם נותנים את צפיפות המצבים שמוצגת באיור .  

  - , צפיפות המצבים של הענף האקוסטי דומה לזו של המקרה החד5.1.4שאפשר לצפות מאיור 

  עם זאת, צפיפות המצבים כאן "שטוחה" יותר, ולכן אפשר לצפות  (א)].5.4.2אטומי [איור 

  שהקירוב של דביי יהיה אפילו יותר טוב למקרה הזה. לגבי הענף האופטי, מאחר שמהירות 

  החבורה מתאפסת בשני הקצוות שלו, ההתבדרות של ון הוב מופיעה בשניהם. הענף האופטי 

) בטווח יחסית, גבוהות תדירויות רק כולל / ) (0)a     . ,הסגולי לחום תרומתו לכן  

 היא (0) 2
2( / )

( ) ( )
( 1)V B a

eC optical k d g
e

 
  

   







. התרומה  נמוכות בטמפרטורות  

minכאשר , minxe-הזאת חסומה על ידי גודל שמתכונתי ל ( / ) 1x a    ולכן היא ,

  בטמפרטורות גבוהות האינטגרל שואף . 5.4.1 (ג)], בדומה לאיור5.4.3קטנה מאוד [ראו שאלה 

ולכן התרומה של אופני התנודה האופטיים לחום הסגולי (מספר אופני התנודה האופטיים),  N-ל

Bk היא שוב N ,פטי.- חוק דולוןכמצופה מ  

  

  

0ממדי [ביחידות של -אטומי חד-צפיפות המצבים של גביש דו: 5.4.3איור  02 /( )g L a כפונקציה של ,[

0/  5.1.4, זהה לזה באיור 3/2. יחס המסות של שני האטומים הוא.  
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 בגלל הדעיכה האקספוננציאלית בטמפרטורות נמוכות, ובגלל השאיפה לערך נשטיין:יקירוב אי

קבוע בטמפרטורות גבוהות, וכן בגלל הקושי לבצע את האינטגרלים על צפיפות מצבים מסובכת 

, מקובל לחשב את תרומת הענף האופטי בעזרת 5.4.3כמו זאת שמוצגת עבור הענף האופטי באיור 

בקירוב הזה, בוחרים תדירות אופטית אופיינית (למשל, התדירות  .נשטייןיהקירוב של אי

האופטי), מחשבים את החום הסגולי שנובע מאופן התנודה הממוצע הזה [מחובר הממוצעת בענף 

 N)], ואז כופלים את התוצאה על ידי מספר אופני התנודה בענף הזה (5.4.9בודד במשוואה (

, אבל 5.4.1ממדית עם שני אטומים בתא היחידה). התוצאה נראית כמו באיור -בדוגמה החד

. הקירוב הזה טוב במיוחד, כאשר טווח התדירויות Nלת במספר אופני התנודה בענף הזה,מוכפ

של הענף האופטי הוא צר, וזה אכן קורה לעתים קרובות. אם מחברים את תרומות שני הענפים, 

ית מקבלים כי החום הסגולי בטמפרטורות שנמוכות בהרבה מהתדירות האקוסטית המקסימל

(או לחילופין מטמפרטורת דביי) גדל לינארית עם הטמפרטורה. בטמפרטורות גבוהות יותר החום 

פטי. התרומה של הענף האופטי זניחה עבור -, לפי חוק דולוןBNkהסגולי האקוסטי מגיע לקבוע 

), אבל גדלה מהר טמפרטורות שקטנות מהתדירות האופטית המינימלית (ביחידות של טמפרטורה

בטמפרטורות גבוהות יותר. לכן, בדרך כלל נראה שני שלבים של גידול עם עליית  BNkאל הערך 

2הטמפרטורה, ובסופו של דבר נגיע אל הערך האסימפטוטי  BNk.  

  

  5.4.3שאלה 

) מקיימת את 5.4.11הוכיחו בחישוב ישיר של האינטגרל כי צפיפות המצבים ממשוואה (  .א

0השוויון 

0
( )d g N


   .  

). [רמז: להוכחת השלב הראשון, פתחו את הביטוי באינטגרנד 5.4.13הוכיחו את משוואה (  .ב

בחלקים בכל איבר בסכום. להוכחת השלב  ובצעו אינטגרציה xe- בטור חזקות אינסופי ב

)השני השוו פיתוח טיילור של הפונקציה  ) sin /f x x x עם הזהות המתמטית 

( ) (1 / )m mf x x x   כאשר המכפלה היא על כל האפסים של הפונקציה על הציר ,

  הממשי.]

השוויון -גולי מקיימת את איהוכיחו כי בטמפרטורות נמוכות תרומת הענף האופטי לחום הס  .ג

min2
min( ) x

V BC optical k Nx e כאשר ,min ( / ) 1x a    ולכן היא דועכת ,

  גדל. כאשר  אקספוננציאלית

  

Bn נעבור עכשיו לממדים גבוהים יותר. כזכור, לכל וקטור גל יש ממדים גבוהים: d תנודה,  אופני

,...,1,2 עם תדירויות שמסומנות על ידי האינדקס Bm n d עבור כל ערך של .m נהפוך תחילה ,

  לאינטגרל: k את הסכום על וקטורי הגל
  

  
1

( ) [ ( )] ( ) [ ( )]
Bn d

d
m m

m m
f f n d k f


  


   

k
k k k ,  )5.4.14(  

  

)כאשר הסכום הוא על פונקציה כללית  )f ,5.4.10כמו למשל במשוואה ( של התדירות .(  

אזור ברילואן הראשון, כאשר לאינטגרל על  kעל  הבדיד בשלב האחרון הפכנו את הסכום
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( ) dn d kk  מצאים באלמנט הנפחשנהבדידים הוא מספר וקטורי הגל dd k ,ינו רא. במקרה הכללי

כי וקטורי הגל הבדידים הם 
1 2 3, , 1 1 1 2 2 2 3 3 3( / ) ( / ) ( / )N N N  k b b b      כאשר ,

/2 /2 1m m mN N   .  וה לנפח תא היחידה בסריג ההופכי,ברילואן הראשון, ששו אזורנפח 

2)הוא  ) /d
recV V כאשר ,V אזור ).3.4.3 הוא נפח תא היחידה בסריג המקורי (ראו שאלה 

1ברילואן מכיל  2 ... dN N N N בצפיפות קבועה. לכן, ווקטורי גל בדידים, שמפולגים בתוכ 

  היא(מספר הנקודות ביחידת נפח באזור ברילואן)  צפיפות הנקודות במרחב התנע
  

  ( )
(2 )drec

N NVn V 
 k,   )5.4.15(  

  

   הוא הנפח הכללי של הגביש (מספר תאי היחידה כפול נפח תא יחיד). NVכאשר 
  

  :לאינטגרל על  kמאינטגרל על  ולעבור נוח לשנות את משתני האינטגרציה,בשלב הבא 
  

  ( ) [ ( )] [ ( )] ( ) ( )
(2 )

d d
m m md

m m m

NVn d kf d kf d g f    


     k k k,   )5.4.16(  

  

   כאשר

  ( ) [ ( )]
(2 )

d
m md

NVg d k   


  k    )5.4.17(  

  

) באינטגרל באגף 5.4.17[הצבה של משוואה ( אופן התנודה הנדון שלצפיפות המצבים כמוגדרת 

כפי שנראה  ) נותנת בדיוק את האיברים שמופיעים באגף האמצעי שם].5.4.16ימין של משוואה (

יסיקליים חשובים, בנוסף לתרומתם לחום הסגולי פונונים משתתפים בהרבה תהליכים פבהמשך, 

החישובים  לכן הקטנה של המוליכות החשמלית) ועוד.(ו פיזור של אלקטרוניםכמו הולכת חום, 

צפיפות של כל התופעות הללו כוללים סיכום על אופני התנודה הפונוניים, ולכן הם כוללים את 

  .)5.4.17המצבים של הפונונים, משוואה (
  

) ), הגודל5.4.17משוואה (ב )mg d   מה"טיפוס" שווה למספר אופני התנודה)m ( שנמצאים

)-ו ברילואן, בתדירויות  אזורתדירות ב-ברווח שבין שני משטחים שווי )d  ראו איור ,

מספיק לחשב את הנפח שבין שני אזור ברילואן קבועה, שצפיפות וקטורי הגל ב . מאחר5.4.4

שנמצאת על המשטח  k ל על נקודהאם נסתכהמשטחים, ולכפול אותו בצפיפות הזאת. 

) וֶקטוראזי הה"תחתון",  )k k  יוון הגידול שלומצביע בכ למשטח הזהניצב .  המרחק

 , מקיים לכן את המשוואהkים,- k-ה בנקודה הזאת בין המשטחים במרחב

| ( ) |d k   k k.  אם נגדיר אלמנט שטח על המשטח על ידיdSהשטח  ןינו לביבהנפח  , אזי

/שמעליו על המשטח השכן הוא  | ( ) |dS k d dS    k kולכן ,  
  

  ( )
| |(2 )m d mS

dSNVg 


 
k

 
 ,   )5.4.18(  
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(שהוא משטח סגור שמקיף את ראשית הצירים) שעליו כאשר האינטגרל הוא על כל המשטח 

מהירות  ):5.4.11. נציין כי התוצאה הזאת היא הכללה של משוואה (- קבועה ושווה ל התדירות

החבורה בממד כללי היא 
0

|g   k k kv  .ממד אחד המקדם במשוואה  במקרה הפרטי של

2)/) הוא 5.4.18( ) /(2 )Na L  "וה"שטח ,S  ש"מקיף" את אזור ברילואן הראשון מכיל  

): הזהות5.4.17מתקבלת גם ישירות ממשוואה ( )5.4.18נקודות. משוואה ( 2רק 

0 0 0 0[ ( )] [ '( )( )] ( )/ '( )f x f x x x x x f x      0, שמתקיימת כאשר( ) 0f x   שאלה]

  מאפשרת לכתוב ,נ(ד)]3.2
  

  [ ( )] [ ( )]/( / ) / | |d
m m m

S S
d k dS dk k k d dk dS                 kk   ,   )5.4.19(  

  

  הוא מרכיב התנע שניצב למשטח. kכאשר 
  

  

dS- תדירות קרובים בשני ממדים. השטח הכהה שווה ל- שני קווים שווי :5.4.4איור  k  .שמוזכר בטקסט  

  

ן גם ים גבוהים הם מסובכים, ולכממדי הנפיצה ביחס, 5.2של סעיף  כפי שראינו בדוגמאות

התדירות (שמתאימים - מציג את הקווים שווי 5.4.5צפיפות המצבים שלהם מסובכת. למשל, איור 

) עבור התנודות הניצבות למישור של סריג ריבועי ושל סריג משולש עם אינטראקציות Sל"שטח" 

ברילואן, בתחום האקוסטי,  . ליד המרכז של אזור5.2.3-ו 5.2.1בין שכנים קרובים, לפי איורים 

הקווים האלה הם מעגלים, המרחקים ביניהם זהים בכל כיוון, והחישוב של צפיפות המצבים 

פשוט (ראו להלן). עם זאת, כשמתרחקים מהמרכז, הקווים מורכבים יותר, בהתאם לסימטריה 

ת בתוך של הסריג, והמרחקים ביניהם תלויים בכיוון וקטור הגל. יתרה מזאת, עבור התנודו

התדירות אינם מעגליים אפילו בתחום האקוסטי: -המישור של הסריג הריבועי הקווים שווי

2הקשר  2
1( / )[ ( / ) ]L x T L ya D M k D D k    תדירות שהם - נותן קווים שווי 5.2שמצאנו בסעיף

צפיפות  אליפסות במקום מעגלים! עם זאת, בהינתן ביטוי מפורש ליחס הנפיצה אפשר לחשב את

פי שמהירות החבורה עדיין מתאפסת בנקודות מיוחדות - על-). אף5.4.19המצבים בעזרת משוואה (

התדירות ממתנת את ההתבדרויות של צפיפות -באזור ברילואן, האינטגרציה על המשטחים שווי

המצבים, וההתבדרויות של ון הוב חלשות יותר בממדים גבוהים יותר. כפי שאפשר לראות 

, בשני ממדים ההתבדרות היא לוגריתמית, ולא חזקה כמו במקרה החד 5.4.4שאלה בפתרון ל

). בשלושה ממדים כבר אין התבדרויות של צפיפות המצבים, אבל יש 5.4.11ממדי, משוואה (

  .5.4.6התבדרות של הנגזרת שלה, ראו איור 
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  (ב)                                                                            (א)                                 

x(במישור תדירות -קווים שווי: 5.4.5איור  yk k ( הנפיצה של תנודות ניצבות למישור עם  יחסעבור
אזור כהה יותר  (א).5.2.3הסריג המשולש, מאיור  (ב). (א)5.2.1איור מ, . (א) הסריג הריבועישכנים קרובים

  מייצג צפיפות מצבים נמוכה יותר.

  

  5.4.4שאלה 

אטומי -החדהסריג הריבועי  התנודות הניצבות למישור של חשבו את מהירות החבורה עבור  .א

2 הנפיצה יחסעם  עם אינטראקציות בין שכנים קרובים, ( )zzM K  k  שהוצג במשוואה

  אפסת?ברילואן הראשון המהירות הזאת מת אזורנקודות ב. באילו (א)5.2.1איור ) וב5.2.7(

איך נראה יחס הנפיצה ליד הפינות של אזור ברילואן? מהי צפיפות המצבים ליד כל פינה   .ב

  כזאת?

, [כלומר M, הקווים הישרים שמחברים בין הנקודות מטיפוס (א)5.4.5באיור כפי שרואים   .ג

( / ,0) (0, / ) ( / ,0) (0, / ) ( / ,0)a a a a a         [ תדירות - מהווים "משטח" שווה

בתדירות שמתאימה הראו כי צפיפות המצבים אינסופית הוכיחו זאת, ועבור הבעיה הנדונה. 

  מתבדרת לוגריתמית לידו. צפיפות המצביםכי לקו הזה. הראו גם 

  תארו באופן סכמטי את התלות של צפיפות המצבים בתדירות עבור המקרה הנדון.  .ד

  

 (א),5.4.6הסיבוכיות של יחסי הנפיצה בשלושה ממדים מודגמת באיור  :ממדית- תלתדוגמה 

). האיור מראה תוצאות ניסיוניות עבור FCCשמתאר אותם עבור סריג הנחושת (שיש לו מבנה 

התלות של התדירות בוֶקטור הגל בכיוונים מוגדרים באזור ברילואן הראשון [בין נקודות 

(שיוסבר בהמשך).  אלסטי של נויטרונים- פיזור אישהתקבלו בעזרת  (ב)],5.4.6שמוגדרות באיור 

שהמציא  ,)Bertram Brockhouse(ברטרם ברוקהאוס  חד המחברים של המאמר המצוטט הואא

את שיטת המדידה הזאת, ועל כן חלק עם קליפורד שול (שכבר הוזכר לעיל) את פרס נובל 

חושב לצפיפות המצבים, שמבוסס על התאמה (ג) מציג מודל מ5.4.6. איור 1994בפיסיקה בשנת 

תאורטית למדידות הללו. בהתאמה כזאת "מנחשים" קבועי "קפיץ" עבור האינטראקציות 

). האיור הזה 5.6השונות, ומשנים אותם עד שמתקבלת התאמה לניסיון (ראו גם שאלה לחזרה 

מצבים, במיוחד אופייני איכותית להרבה חומרים, והוא מדגים את הסיבוכיות של צפיפות ה

כשיש הרבה ענפים. עם זאת, בתדירויות נמוכות, כלומר, בענף האקוסטי, צפיפות המצבים 
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, כפי שהיה מתקבל עבור יחס נפיצה לינארי פשוט, כמו במודל דביי. כפי שרואים 2- מתכונתית ל

ממדית מכילה נקודות סינגולריות, שבהן יש קפיצה בנגזרת -מהאיור, גם צפיפות המצבים התלת

/dg dתדירות חוצה את השפה של אזור -. הנקודות הללו מופיעות בכל פעם שמשטח שווה

הוב: מהירות החבורה - ן הראשון. גם ההתנהגות הזאת קשורה לסינגולרויות של וןברילוא

ממדית - מתאפסת בנקודות בודדות ליד המשטח המתאים באזור ברילואן, אבל האינטגרציה הדו

(ג) מראה גם את קירוב 5.4.6איור  )] "ממתנת" את ההתבדרות.5.4.18[משוואה ( על המשטח הזה

  דון בקטע הבא.דביי למערכת הנדונה, שיי

  

  
  (א)

                

  (ג)   ) (ב  

(א) יחסי הנפיצה שנמדדו עבור כיוונים שונים באזור ברילואן של נחושת. התדירות היא : 5.4.6איור 
/(2 )   (ב) אזור ברילואן הראשון עבור סריג .FCCואורדינטות של הנקודות המיוחדות . הק  

), , , ,X W K L2 ) מצויינות מתחת לציר האופקי בחלק (א), כשוֶקטורי הגל נמדדים ביחידות של /a .
2)- למשל, וקטור הגל בגרף השמאלי ביותר מתייחס לוֶקטורי גל ששווים ל / )(00 )a  0, כאשר 1  ,

2)- בקטע השני מתייחס לואילו זה ש / )(0 1)a  (ג) צפיפות המצבים שמתקבלת מהנחות מסוימות על קבועי .
  ה"קפיצים" (הקו הדק), והקירוב של דביי עבור אותה מערכת (הקו העבה). חלק (א) נלקח מהמאמר

E. C. Svensson, B. N. Brockhouse, and J. M. Rowe, "Crystal Dynamics of Copper", Phys. Rev. 155, 619 (1967). 
Copyright (2016) by the American Physical Society.  

  חלק (ג) משחזר תוצאות שמצוטטות באותו מאמר.
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 בגלל הסיבוכים שהוזכרו, גם בממדים גבוהים מקובל בממד כללי: ינשטייןיוא דביי קירובי

ינשטיין זהה בכל ממד: כל ענף אופטי ישל א. הקירוב ינשטייןילהשתמש בקירובים של דביי ושל א

, שצורתה נקבעת על ידי התדירות האופיינית 5.4.1תורם לחום הסגולי פונקציה שדומה לאיור 

כמו בממד אחד, קירוב דביי מחליף את  לאותו ענף. לעומת זאת, הקירוב של דביי דורש דיון חדש.

ם פשוטה, שלוכדת את ההתנהגות צפיפות המצבים המסובכת של החומר על ידי צפיפות מצבי

וממשיך את התלות הפשוטה הזאת עד לתדירות דביי, כך שמספר  האקוסטית בתדירויות נמוכות,

אופני התנודה הכללי נשמר. מסתבר שהקירוב ה"גס" הזה נותן תוצאות טובות למדי עבור החום 

וי בכיוון הגל, בצורתו הפשוטה, קירוב דביי מניח יחס נפיצה לינארי שאיננו תל הסגולי.

| |m mc  k כדורים (בשלושה ממדים) או מעגלים (בשני  התדירות הם-שווי. לכן, המשטחים

) במרחב התנע, וצפיפות המצבים עבור אופן תנודה 5.4.5ממדים, כמו ליד הראשית באיור 

  ) היא5.4.18אקוסטי בודד במשוואה (
  

  1( )
(2 )

d
m dd

m

NVg S
c

 


,   )5.4.20(  

  

1ממדים [ d- ב 1-הוא השטח של כדור (או ההיקף של מעגל) שרדיוסו שווה ל dSכאשר  2S  ,

2 2S  ,3 4S ו [-V הוא נפח הגביש ה-d - ממדי. האינטגרלים על התדירות הם עכשיו עד

  לתדירות של דביי, שמוגדרת על ידי הדרישה שיתקבל מספר אופני התנודה הנכון,
  

  
0

( )
2

Dm
d

d Dm
m

m

NVS
N d g d c

 
 


 

   
 

 ,   )5.4.21(  

  

1/2ולכן  ( / ) d
Dm m dc VS d   1, וכן( ) /d d

m Dmg Nd   5.4.20( המשוואות. הצבה של(   

) נותנת את החום הסגולי בקירוב דביי עבור כל אחד 5.4.14(-) ו5.4.9) במשוואות (5.4.21(-ו

  מהענפים האקוסטיים,

  1 2

0

( ) ( ) /( 1)
Dm

d d x x
V B DmC m k dN dxx e e

 

    


.   )5.4.22(  

  

Bבטמפרטורות נמוכות,  Dmk T  אפשר לחשב בקירוב את האינטגרל, כאשר הגבול העליון , 

 )], והוא מתכנס לערך סופי ידוע:5.4.13שלו שואף לאינסוף [כמו במשוואה (
1 2

0
/( 1) ( 1)! ( 1)d x x

ddxx e e I d d
       2, כאשר

1 2 (2) /3 3.29I     ,

2 6 (3) 7.212I   4-ו
3 24 (4) 4 /15 25.98I     ]

1
( ) s

ns n  


   היא פונקציית

ממדי -עבור המקרה החדדומה לזה שהוצג  תקבלת באופןהזתא של רימן, והתוצאות האלה מ

, התיקונים לקירוב הזה קטנים אקספוננציאלית. לכן, 5.4.5כפי שנראה בשאלה  (ב)].5.4.3בשאלה 

)- בטמפרטורות נמוכות החום הסגולי של כל ענף אקוסטי מתכונתי ל / )d
B Dmk T  מאחר .

בתדירויות הקטנות, התוצאה הזאת נכונה גם עבור הפתרון שצפיפות המצבים משתנה לאט מאוד 

המלא של הבעיה (ללא קירוב דביי). שוב, בטמפרטורות נמוכות החום הסגולי מהתנודות 

 האקוסטיות גדול בהרבה מזה של התנודות האופטיות, שדועך אקספוננציאלית שם.
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Bבטמפרטורות גבוהות,  Dmk T  ם על כל המצבים, ומקבלים את חוק , האינטגרל מסכ

)פטי, - דולון )V BC m k N עבור כל אופן תנודה ,m  ויש)Bn d  ,כאלה). גם בשלושה ממדים

Dm/טמפרטורת דביי  Dm Bk   וין.היא בדרך כלל מסדר גודל של כמה מאות מעלות קל  
  

 ) נותנת תדירות דביי שונה עבור כל ענף אקוסטי. צפיפות5.4.21משוואה ( :שלושה ממדים

המצבים של כל ענף אקוסטי היא פרבולית (בשלושה ממדים) עד תדירות דביי המתאימה, ואז 

יורדת לאפס. החום הסגולי הוא סכום של שלושה אינטגרלים שונים, עם גבולות עליונים שונים. 

), ולרשום את צפיפות המצבים הכוללת של שלושת 5.4.20נוח יותר לחזור אל משוואה (לפעמים 

   ,בגבול של תדירויות קטנות אופני התנודה (אחד אורכי ושניים רוחביים)
  

  
3

2 2
33 3 3 2 3

1

1 2 3
( ) ( )

(2 ) 2m
m L T

NV NVg g S
c c c

   
 

 
    

 
,   )5.4.23(  

  

 מוגדרת על ידי השוויון cכאשר מהירות הקול הממוצעת 
3 3 3

3 1 2

L Tc c c
  . בשלב הבא

  ,3N- ללי של אופני התנודה שווה לככך שהמספר ה תדירות דביי יחידה, מגדירים
  

  
3

2
0

3 ( )
2

D
DNVN d g c

 
 


 

   
 ,   )5.4.24(  

  

2כלומר,  1/3(6 / )D V c  2- ו 3( ) 9 / Dg N   . לשימוש בחישובים, הביטוי הזה נוח יותר

והוא נותן את ההתנהגות הנכונה של החום הסגולי בגבולות של טמפרטורות נמוכות וטמפרטורות 

   גבוהות.

  5.4.5שאלה 
  מוגדרת על ידי )] 5.4.22[שמופיעה במשוואה ( יםממד d-הפונקציה של דביי ב

  
1

20
( )

( 1)

d xX
d d x

d x eD X dx
X e




.  

  

1Xעבור   .א  ,(טמפרטורה גבוהה)  2הוכיחו כי( ) 1 /[12( 2)] ...dD X dX d    זהו .

  פטי.- התיקון המוביל לחוק דולון

1X עבור  .ב   (טמפרטורה נמוכה), הוכיחו כי( ) ( )X X
d dd

dD X I dXe O e
X

    זהו .

  ).5.4.22הוגדר אחרי משוואה ( dI בטמפרטורות נמוכות. dTהתיקון לחוק 

  

  5.4.6שאלה 

2אלכסונית, יחסי הנפיצה הם  Kכאשר המטריצה  ( )M K   k ואגף ימין קשור ,

)להתמרת פורייה של  )K R ) אם האינטראקציות ארוכות טווח, כך 5.2.6[משוואה .[(

)1שמתקיים  ) / dK D R


R 0, כאשר  אזי בתנאים מתאימים האיבר המוביל ,

|בהתמרת פורייה הוא מהצורה  |K k 
  קירוב דביי המוכלל מניח כי יחס הנפיצה .
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2 | |k    קיים לכל התדירויות, ומגדיר תדירות דביי מוכללת שמשמרת את המספר הכללי

של אופני התנודה. מהי צפיפות המצבים עבור המודל הזה? מהי תדירות דביי? איך מתנהג החום 

  ובטמפרטורות גבוהות? הסגולי בטמפרטורות נמוכות?

  

  5.4.7שאלה 

ביטוי לחום הסגולי האקוסטי של מערכת בצורת תיבה  השתמשו בקירוב של דביי כדי לקבל

xשממדיה הם  yL L L  "כאשר ה"עובי .L ,קטן מאוד לעומת הממדים האחרים של התיבה

x yL L L ממדית. השתמשו בסימטריה טטרגונלית, כשהכיוון - , מצופה התנהגות דו

ניצב למישור המערכת. הראו כי בטמפרטורות נמוכות החום הסגולי משנה את תלותו  ה"דק"

ממדית, והסבירו איך המעבר הזה -ממדית להתנהגות תלת-בטמפרטורה מההתנהגות הדו

  . L-) תלוי בcrossover(שנקרא באנגלית 

  

  

  אלרוו-דביי הגורמ שלהיציבות של גבישימ ו  :5.5
  

בדיון  להתכה של מוצקים. הקריטריון של לינדמןניסחנו את  3.10 בסעיף ואגנר:-משפט מרמין

ההוא הנחנו כי כל אטום בסריג מתנודד בלי קשר לאטומים אחרים, וקיבלנו הערכות מקורבות 

לטמפרטורת ההתכה, שמבוססות על הערכות מקורבות של ממוצע הריבוע של תנודת האטום. 

ם הקודמים של הפרק הנוכחי אנחנו יכולים עכשיו לשפר את הדיון ההוא. כפי אחרי הדיון בסעיפי

)0), התנודה של כל אטום, 5.3.11שרואים ממשוואה ( )iu R איננה בלתי תלויה בתנודות של ,

עקרונית משתתפים  היא סכום של התנודות העצמיות של הגביש. למעשה, האטומים האחרים.

Bdnל בסכום הזה כ N  אופני התנודה, כאשרd  ,הוא הממדBn  הוא מספר האטומים בתא

1-היחידה ו 2 ... dN N N N  הוא מספר תאי היחידה בגביש. נחשב עכשיו את ממוצע הריבוע של

0 התנודה הזאת, 2( )m iu R 1,2, כאשר שוב,..., Bm n d  סופר את אופני התנודה השונים. בגלל

הסימטריה תחת הזזות של הסריג, סטיות התקן הממוצעות של כל האטומים מאותו הסוג זהות 

  לכן, אפשר למצע על כל תאי היחידה,  זו לזו.
  

  0 02 21 1
( ) ( ) ( ) ( )m m m mi i

i
u u u uN N   

k
R R k k ,  )5.5.1(  

  

), והמשכנו בחשבון בדיוק 5.3.11כאשר הצבנו את הפיתוח באופני התנודה העצמיים ממשוואה (

מכיל את הערכים הבדידים שלו, כפי  k ) (בדקו!). הסכום על5.3.13כמו בחישוב של משוואה (

  ).5.3.10( שהוגדרו במשוואה
  

 ממוצע הריבוע של התנודה של האוסצילטור ההרמוני) הוא 5.5.1הגודל שמופיע באגף ימין של (

)-שתדירותו שווה ל )m k.  יש לחשב תחילה את הממוצע הקוונטי, ואז 3.10כפי שראינו בסעיף ,

להמשיך ולמצע עם המשקלות הבולצמניים של המכניקה הסטטיסטית. התוצאה, שחושבה שם 

  )], היא 3.10.5[משוואה (
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( ) ( ) coth
2 ( ) 2
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 ,  )5.5.2(  

  

כאשר הסוגריים המשולשים מבטאים ממוצע כפול, גם על ההסתברות הקוונטית וגם על המצבים 

  ) ומעבר לאינטגרל על התדירויות נותנים לבסוף5.5.1התרמיים. הצבה במשוואה (
  

  0 2 1
( ) ( ) ( ) ( )coth

2 2m m m mi
k

du u u gN MN
  


     
 

 R k k


 .   )5.5.3(  

  

ן הוא על טווח סופי של תדירויות, ולכן הוא מתכנס. זה בענפים האופטיים, האינטגרל באגף ימי

 ומתחשבים בתדירות ממוצעת בודדת.ינשטיין, יאם משתמשים בקירוב של אנכון במיוחד, 

ממשיכות להיות תקפות. לעומת זאת, בענפים  3.10בקירוב הזה, כל התוצאות של סעיף 

 )], בתדירויות נמוכות מתקיים5.4.20האקוסטיים יכולה להתעורר בעיה: כפי שראינו [משוואה (

1( ) d
mg    נבחין עכשיו בין טמפרטורה סופית לבין טמפרטורה אפס. בגבול של טמפרטורה .

)) נותנת 5.5.3אפס, משוואה ( ) ( )
2m m

m
u u M

 k k   ולכן ,

0 2 2( ) ( ) ~
2

d
m mi

du g dMN
  


  R 
. מאחר שהביטוי הזה מתכונתי הפוך למסה של 

האטומים בסריג, הסריגים שבנויים מאטומים קלים יותר יהיו פחות יציבים. אינטגרל זה מתכנס 

ברור שההתבדרות הזאת  , אבל מתבדר בגבול התחתון עבור ממד אחד.1-בממדים שגדולים מ

 התנודה הממוצעת של כל אטום גדולה בהרבה מקבוע הסריג, שוברת את הקריטריון של לינדמן:

לכן, בממד אחד התנודות ההרמוניות של הגביש הורסות את  כול להישאר יציב.והגביש איננו י

  המבנה הגבישי אפילו בטמפרטורה אפס. 
  

Bk/נעבור עכשיו לטמפרטורה סופית. בתדירויות נמוכות,  T  מתקיים , 

2
( ) ( ) B

m m
m

k T
u u

M
 k k ) 3- ) מתכונתי ל5.5.3, ולכן האינטגרנד במשוואהd  האינטגרל .

2d מתבדר בגבול התחתון עבור ממדי-. קריטריון לינדמן גורר לכן התפרקות של הגביש הדו 

ועל  לנדאוידי על  20-בכל טמפרטורה סופית. התוצאה הזאת זוהתה בשנות השלושים של המאה ה

 משפט של מרמין וואגנרשים של אותה מאה ביונוסחה בשנות הש), (Landau, Peierls פיירלס ידי

)Mermin & Wagner:( ,אין גבישים מוצקים יציבים בטמפרטורות סופיות  בקירוב ההרמוני

  .בטמפרטורה אפס אין גבישים מוצקים בממד אחד בממד אחד או בשני ממדים.
  

יים? ממד-ודו -כשלמדנו את כל התכונות של סריגים חד ,האם זה אומר שבזבזנו את זמננו לריק

בניגוד למשפט של מרמין וואגנר, התצפיות הניסיוניות מראות שלכאורה קיימים בטבע גבישים 

ממדיים, וצריך להסביר מדוע המשפט הזה איננו חל עליהם. המשך הסעיף -ממדיים ודו-חד

  הנוכחי יסקור כמה הסברים אפשריים.
  

ואגנר חל רק על התנודות ההרמוניות, -כפי שכבר צוין, משפט מרמין :נייםהרמו-איאפקטים 

הרמוניים. איברים אלה יידונו בפרק הבא. עם - ולכן הוא איננו חל כאשר קיימים גם איברים אי
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 זאת, אפשר לציין כבר עכשיו כי אם האנרגיה הפוטנציאלית של אופן תנודה מסוים היא מהצורה
2 2 4( ) /2 /4U u M u Bu  0, עםB  אזי גם כאשר התדירות ההרמונית שואפת לאפס, עדיין ,

0יעצור את התבדרות התנודות: באופן קלאסי, בגבול  4האיבר מסדר    האנרגיה של

2החלקיק היא  4/(2 ) /4E p M Bu ;  4החלקיק מתנודד בין הנקודות 4 /u E B  וריבוע ,

2התנודה הוא מסדר גודל של  4 /u E B אם משתמשים במיצוע הבולצמני הקלאסי, שנדון .

, מקבלים 5.5.1בשאלה 
4 4

4 4

2 /4 2
2

/4

4Bu x
B

Bu x

duu e dxx ek T
u Bdue dxe





 

 
  
 

(החלפנו את משתני  

ותן שהיחס ביניהם האינטגרציה). האינטגרלים שמופיעים באגף ימין מתכנסים [עיון בספרות נ

/(3/4) שווה לקבוע (5/4) 1.35  ולכן ממוצע ריבוע הסטייה נשאר סופי ומתכונתי ל ,[ -T .

הרמוני. בכל מקרה, -החישוב הקוונטי מסובך יותר, כי אין פתרון אנליטי פשוט לאוסצילטור האי

  מייצבים את הגביש.הרמוניים -התנודה חסומה, והאיברים האי
  

ים הנמוכים מחוברות ממדבהרבה מקרים, המערכות בעלות ה מטסטביליות:גידול על מצע ו

או בסעיף  2.9שתוארו בסעיף עבור כל המערכות הספוחות  ,למשל ,י. זה קורהממד-למצע תלת

גם כשמייצרים  כדי לייצב את המערכת.גם אם הצימוד למצע הוא חלש, הוא מספיק  .3.12

ורק אז "מקלפים" אותה  ית, בדרך כלל מגדלים אותה תחילה על מצע,ממד- דה מערכת דובמעב

של  מאטומים בודדים גרפןלגדל גבישים חופשיים של  גרפן: קשה מאודזה חל במיוחד על  ממנו.

כדורי  ,למשל –עם מבנה שאיננו מישורי . כל ניסיון כזה נגמר בגבישונים סופיים קטנים, פחמן

הדרך היחידה שבה הצליחו גיים ונובוסלוב לקבל  ].1.2.4איור [או צינורות נאנו  פולר-בקמינסטר

 ממדי של גרפיט-היתה בשיטת ה"קילוף" מדגם תלת גרפן(ולא גדולים מדי) של  דגמים סופיים

האטומים בדגם הזה כבר נמצאים במבנה של הסריג המשושה שבו  .(כיום יש כבר שיטות אחרות)

כי הוא מצב מטסטבילי של המערכת  ,שארים במבנה הזה גם אחרי הקילוףהם נגרפיט, והם היו ב

וזה יכול , צריך להתגבר על מחסומי פוטנציאל כדי לעבור למצב היציב יותר (כמו בזכוכית):

 מאוד. ארוךזמן  הימשךל
  

 100גרפן אינם גדולים מדי. הם מסדר גודל של הדגמים הקיימים של כפי שהוזכר,  סופי: גודל

 ., ואפילו די קטניםסופייםשהם הסבר אפשרי אחד ליציבות שלהם מבוסס על העובדה מיקרונים. 

אלא הוא רל רציף, ) איננו באמת אינטג5.5.3משוואה (אגף ימין של האינטגרל ב, עבור גביש סופי

בביטוי האמצעי של י הגל הבדידים שהופיעו וֶקטורסכום על התדירויות שמתאימות לקירוב ל

 טורי הגל שמופיעים בסכום ההוא הםים וקממדכזכור, בשני ה. המשווא

1 2, 1 1 1 2 2 2( / ) ( / )N N k b b   ר שמופיע בסכום הוא . לכן, אורכו של וקטור הגל הקטן ביות

i/ מסדר גודל של iNb. 1יוונים, בהנחה שמידות הסריג דומות בשני הכ 1 1L N a   

2 -ו 2 2L N aנקבל כי , min 1 2 max2 / max{ , } 2 /k L L L   בתדירויות הקטנות שמתאימות .

minהנפיצה הוא אקוסטי, ולכן  יחסלמספר הגל הזה,  min max2 /mck c L   אם רוצים עדיין .

לי עד (או הגבול התחתון שלו חייב להיות שווה ) לאינטגרל, אזי5.5.1להפוך את הסכום במשוואה (
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2d ) עבור5.5.3) במשוואה (5.4.20הצבה של קירוב דביי ( .min- ל כדי קבוע כפלי)  ,
2/(2 )m mg NS c , נותנת עכשיו  

  

  

min

0 2
2

min

sinh[ /2]
( ) ( )coth ln

2 2 sinh[ /2]2

D
B D

m mi
m

Sk Tdu gMN M c





   
  

      
   

R



,  )5.5.4(  

  

 הביטוי הזה אכן מתבדר עבור גביש אינסופי, ממדי.-הוא שטח תא היחידה הדו S(בדקו!), כאשר 

maxLכאשר    עם זאת, עבור גביש סופי ועבור .max mL c   הגורם הלוגריתמי באגף ,

maxימין נשלט על ידי  maxln[sinh( / )] ln[ /( )]m mc L L c      מאחר שהפונקציה .

לאט עם הארגומנט שלה, ההתבדרות של ריבוע תנודת האטום עם גודל  הלוגריתמית משתנה

הסריג היא אִטית, ולכן ייתכן לקבל תנודות יחסית קטנות גם עבור דגמים גדולים למדי. יתרה 

maxמזאת, הארגומנט של הפונקציה הלוגריתמית תלוי ביחס  /L  ולכן הוא קטן כשמורידים את ,

minבטמפרטורות מספיק נמוכות, כאשר  הטמפרטורה. max/B mk T c L    הלוגריתם ,

)min- ) שווה בקירוב ל5.5.4באגף ימין של משוואה ( )/2D   ולכן ריבוע התנודה שואף ,

לגבול סופי שאיננו תלוי בטמפרטורה. אפשר אפוא לקבל גבישים יציבים די גדולים, גם עבור טווח 

  טמפרטורות מעל לאפס.של 

  

  5.5.1שאלה 

י ממד-ממוצע ריבוע התנודה האטומית בסריג חד, של Lהתלות המובילה באורך הדגם,  ימה

  לפי קריטריון לינדמן, מתי הסריג הזה יציב? ?aקבוע סריג עם 

  

 ) כלל את מהירות הקול של החומר. כפי שראינו5.5.4המכנה במשוואה ( כוחות ארוכי טווח:

, מהירות הקול גדלה, כשמוסיפים אינטראקציות עם שכנים רחוקים. למשל, בשאלה 5.1בסעיף 

2קיבלנו  5.1.1
, /L mmc a m D M  וברור שהסכום גדל עם תוספת אינטראקציות. ככל ,

בוע התנודה קטן, ואפשר לייצב גבישים גדולים יותר. המצב שנוספות אינטראקציות, ממוצע רי

: דעיכת 5.4.6משתפר עוד יותר, אם האינטראקציה אכן דועכת לאט עם המרחק, כמו בשאלה 

)1"קבוע הקפיץ" לפי  ) / | |dD R D R   נותנת( )K k k ואז מתקבל ,/ 1( ) dg    .

0) נותנת עבור טמפרטורה אפס 5.5.3הצבה במשוואה ( 2 / 2
0

( ) ~ D d
iu d

  R ואינטגרל זה ,

dמתכנס עבור   לעומת זאת, בטמפרטורות סופיות ההתנהגות ליד הגבול התחתון של .

0האינטגרל היא  2 / 3
0

( ) ~ D d
iu R d

  2/ , ואינטגרל זה מתכנס עבורd .  
  

כאשר מחממים מוצק גבישי, נוצרים בתוכו פגמים גבישיים שהולכים  :טופולוגיות פאזות

ומתרבים עד שהם מגיעים לטמפרטורת ההיתוך, והגביש מתפרק והופך לנוזל. דיון מפורט וכמותי 

לשאלת בפגמים כאלה חורג ממסגרת הספר הזה. נזכיר כאן רק סוג אחד של פגמים, שרלוונטי 

(א), היא פגם קווי 5.5.1, שמוצגת לדוגמה באיור דיסלוקציההיציבות של גבישים בשני ממדים. ה

שנוצר בשלושה ממדים, כאשר אחד ממישורי הסריג נגמר לאורך קו, והמישורים האחרים 

מצטופפים, כך שבמרחק גדול מהקו הזה חוזר המבנה המחזורי המסודר. בשני ממדים [איור 
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יסלוקציה היא נקודה במישור, שבה נגמר אחד מהקווים של הסריג. הדיסלוקציה (ב)] הד5.5.1

אפשר לבטל אותה, גם אם משנים את צורתו באופן -: בסריג אינסופי איטופולוגית תופעההיא 

אפשר לבטל את החור היחיד שקיים בשני - רציף (אפשר לעוות ספל עם ידית לטבעת, אבל אי

ר הדיסלוקציות, הוא קבוע). בסריג סופי אפשר לבטלה רק אם המקרים. מספר החורים, כמו מספ

מסיעים אותה עד לדופן הסריג, או כאשר שתי דיסלוקציות "הפוכות" נפגשות ומבטלות זו את זו. 

בשני ממדים העלות האנרגטית של העיוותים שנוצרים בגביש בגלל דיסלוקציה בודדת, גדלה 

פי של דיסלוקציות בודדות הורס את המצב המוצק. לוגריתמית עם המרחק ממנה, ולכן ריכוז סו

עם זאת, כששתי דיסלוקציות מתחברות זו לזו (בלי להתבטל), ההשפעה המשולבת שלהן 

), במקביל Kosterlitz and Thoulessגילו קוסטרליץ ותאולס ( 1972במרחקים גדולים קטנה. בשנת 

מחזורי אכן איננו קיים, אבל מופיעה ), כי בשני ממדים המצב הגבישי הBerezinskiiלברזינסקי (

, שיאי הקסטיתפאזה חדשה, שבה כל הדיסלוקציות מחוברות בזוגות. בפאזה הזאת, שנקראת 

בראג שתיארו את הסדר הגבישי המחזורי של מיקומי האטומים מתרחבים, כך שהסדר המחזורי 

נהרס, אבל נשמר הקשר בין כיווני הקשרים בחומר. למשל, הזוויות בין הקשרים ממשיכות לקבל 

בגבישים נוזליים, , כמו בסריג המשולש. הפאזה ההקסטית מופיעה גם 60את הערכים אפס או 

. בטמפרטורת ההיתוך של הפאזה הזאת הזוגות של הדיסלוקציות מתפרקים, 7.2.2ראו איור 

והחומר הופך לנוזל במעבר שנקרא על שם ברזינסקי, קוסטרליץ ותאולס. מעברים דומים 

 פאזה מעבריעל בשני ממדים. התגלית הזאת, של - על ונוזלי- מסבירים את קיומם של מוליכי

, פתחה תחום חדש של החומר המעובה והובילה לגילויים של פאזות טופולוגיות רבות, גייםטופולו

היה תאולס בין הראשונים  1982-גם במערכות אלקטרוניות וגם בשלושה ממדים. בין היתר, ב

גילה הלדיין  1982- ). ב6.11שהסבירו את אפקט הול הקוונטי כתופעה טופולוגית (ראו סעיף 

)Haldaneממדי. על תגליותיהם אלה (שכונו "מצבים מוזרים - ופולוגית בסריג ספינים חד) פאזה ט

  . 2016-או אקזוטיים של החומר") קיבלו תאולס, קוסטרליץ והלדיין את פרס נובל לפיסיקה ב

  

             

  (ב)                                                                          )א(

  .סלוקציה בשלושה ממדים (א) ובשני ממדים (ב)די :5.5.1איור 

  

 , תנודות הסריג גורמות לדעיכה של שיאי בראג3.10כפי שראינו בסעיף  וואלר:- גורם דביי

היה איכותי בלבד, כי הוא  3.10שמאפיינים את הסדר המחזורי של הגביש. הטיפול בנושא בסעיף 
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בהתחשב בטיפול המפורט שהוצג בפרק  ינשטיין.יהתייחס לאופן תנודה בודד, שמתאים לקירוב א

): אגף ימין של המשוואה הזאת צריך להיות מוחלף 3.10.3הנוכחי, יש לתקן את משוואה (

  בסכומים על אופני התנודה השונים שתורמים לתנודת כל אטום בגביש, כפי שהוצגו לעיל.
  

  ) נותנות 5.4.20(-ו )5.5.3בממד כללי, בקירוב דביי משוואות (
  

  

min

0 2 2( ) coth
22

D
d

m i dD D

du d
M





  


    
 R 

  )5.5.5(  

  

  נשטיין נותןימכל ענף אקוסטי, ולזה יש להוסיף את התרומה של כל ענף אופטי, שבקירוב אי
  

  0 2( ) coth
2 2

E
m i E E

u M
 


   
 

R
,  )5.5.6(  

  

  היא התדירות שמייצגת את הענף האופטי. Eכאשר 
  

), יכולה להיות גדולה 5.5.5וואלר, משוואה (-לגורם דבייהתרומה של אופני התנודה האקוסטיים 

  מאוד ואף להתבדר בממדים נמוכים!

  

  5.5.2שאלה 

בהנחה שטמפרטורת ההיתוך גדולה מטמפרטורת דביי, השתמשו בקריטריון לינדמן כדי לבטא 

  יי שלו.אטומי באמצעות תדירות דב-ממדי חד-dאת טמפרטורת ההיתוך עבור סריג 

  

  

  ופיזור גלי קול אופני תנודה ממוקמימ"זיהומימ",   :5.6
  

למעשה, אין  עד כאן עסקנו רק בגבישים מחזוריים מושלמים. ממדי:-"זיהום" בודד על סריג חד

או גבישים כאלה בטבע. תמיד ישנו ריכוז סופי (שיכול אמנם להיות קטן) של אטומים "זרים" 

מסודרים, שמכילים ריכוז סופי של "זיהומים" - ). הנושא של גבישים לאimpurities" (זיהומים"

במיקומים אקראיים, הוא נושא כבד שמקומו בקורסים מתקדמים יותר. כדי להמחיש את 

האפקט שלהם, נניח כאן ריכוז קטן מאוד, ונסתכל על אטום "זר" בודד, שמאכלס את אחת 

0nר" שנמצא באתר האמצעי (נסתכל על אטום "ז ,פשטותמנקודות הסריג. לשם   של סריג (

2)ממדי שמכיל -חד 1)N  0 אטומים, שיסומנו על ידי, 1, 2, 3,...,n N     ונניח תנאי שפה ,

)"קשיחים",  1) 0Nu  אלה . אפשר לקבל פתרונות דומים גם עבור תנאי שפה אחרים (ראו ש

0n, פרט לזו שבנקודה M-) וגם עבור סריג אינסופי. נניח כי כל המסות שוות ל5.6.1  ששווה ,

פרט לאלה , D- . נניח גם כי כל קבועי ה"קפיצים" האורכיים בין מסות שכנות שווים לm-ל

  . משוואות התנועה הן0D-שמחברים את האטום ה"זר" עם שכניו, ששווים ל
  

0 0 0 1 1(2 )mu D u u u   ,  

1 0 1 0 1 2( ) ( )Mu D u u D u u       ,  
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( 1) ( 1)(2 )n n n nMu D u u u              ,1 1n N  ,  

  ( 1)(2 )N N NMu D u u     .  )5.6.1(  
  

nקל לבדוק כי המשוואות האלה סימטריות לשיקוף דרך הראשית,  n  לכן, הפתרונות .

סימטריים ביחס לשיקוף כזה. נגדיר עכשיו פונקציות -חייבים להיות סימטריים או אנטי

nסימטריות, -סימטריות ואנטי n nu u u
  1, עבור n N  ,כפי שאפשר היה לצפות .

  מתקבלות משוואות נפרדות עבור כל קבוצה של פונקציות: 
  

0 0 0 1(2 )mu D u u                 ,1 0 1 1 2( )Mu D u D u u      ,  

0 01 1 1 2( 2 ) ( )Mu D u u D u u       ,  

1 1(2 )n n n nMu D u u u  
       2 עבור 1n N  ,  

  1(2 )N N NMu D u u  
   .  )5.6.2(  

  

1משוואות עבור  Nבסך הכול מתקבלות  2, , ..., Nu u u  ו ,-( 1)N   משוואות עבור

0 1 2, , , ..., Nu u u u  .  
  

2המשוואות עבור  1n N    (שורה שלישית במשוואה) הן משוואות התנועה ה"רגילות" עבור

n ולכן יש להן פתרונות מהצורה הכללית שרשרת הומוגנית, i t
nu C e    זה נובע ממשפט בלוך)

ikaC). אם 5.1שהוזכר בסעיף  e כאשר ,ka גליים. אחרת, אלה ממשי, אזי אלה פתרונות 

פתרונות שגדלים או קטנים אקספוננציאלית. הפתרון המונוכרומטי הכללי עבור התנודות הללו 

  הוא לכן מהצורה
  

  ( )n n i t
nu A C B C e      ,  )5.6.3(  

  

  ובלבד שיתקיים יחס הנפיצה ה"רגיל",
  

  2 (2 1 / )M D C C    .  )5.6.4(  
  

עוד  סימטריים. אלה חייבים לקיים-נתמקד עכשיו בפתרונות האנטי :סימטריים-פתרונות אנטי

1nשתי משוואות, עבור    ועבורn N הצבת הביטויים הנ"ל נותנת .  
  

2 2 2
0( )( / ) ( / ) 0M D D A C B C D A C B C         ,  

  2 1 1( 2 )( / ) ( / ) 0N N N NM D A C B C D A C B C          .  )5.6.5(  
  

  נותנת לבסוף )5.6.4( . הצבת יחס הנפיצהB- ו Aאלה שתי משוואות בשני הנעלמים 
  

  02 2

0

( )
( ) /

N D D C DB C D D C DA





 
  

 
 .  )5.6.6(  

  

0Dכאשר  D 2, מתקבל 2 1NC   ולכן ,ikaC e עם ,/[( 1) ]k k N a    ,

1,2,..., N ,במקרה הזה .B A   2, ולכן sin( )nu iA nka  אלה הפתרונות הגליים .
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), כי כל 5.3.1שהיו מתקבלים, גם אם האטום הזר היה זהה ליתר האטומים (ראו, למשל, בשאלה 

0התנודות הסימטריות שוות לאפס, לרבות  0u  והאטומים המתנודדים אינם קשורים לאטום ,

  ה"זר". לכן, פתרונות אלה אינם תלויים במסה של האטום הזר.
  

0Dכאשר  D עדיין אפשר לחפש פתרונות גליים. אם מציבים ,ikaC e ) 5.6.6במשוואה ,(

)2ממשי, המשוואה הופכת להיות מהצורה  kaומניחים כי  1) 2i N ka ie e  כאשר , 

0

0

( )sin( )
tan

( )cos( )
D D ka

D D ka D



 

). לכן,  )/[( 1) ]k k k N a   וצריך לפתור את המשוואה ,

מתקבל ערך ממשי  , באופן גרפי או באופן נומרי. לכל ערך של הטרנסצנדנטית הזאת עבור כל 

תרונות גליים עם תדירויות שנמצאות בתוך התחום האקוסטי שנמצא פ N, ונשארים kמוזז של 

  קודם.
  

2עבור הפתרונות הסימטריים, נציב תחילה  פתרונות סימטריים:
0 0 01 /( 2 )u D u m D   

  צריכים לקיים את המשוואות B-ו A כי המקדמים , ונקבל1uבמשוואה עבור 
  

2 2 2 2 2
0 0 0[ 2 /( 2 )]( / ) ( / ) 0M D D D m D A C B C D A C B C            ,  

  2 1 1[ 2 ]( / ) ( / ) 0N N N NM D A C B C D A C B C           .  )5.6.7(  
  

  עכשיו מתקבל הכול בסך סימטרי.-המשוואה השנייה זהה לזו שהייתה במקרה האנטי
  

  02 2

0

( )
( )/

N D D X C DB C D D X C DA





  
  

  
,  )5.6.8(  

  

כאשר 
2

0
2

0

2

2

D
X

m D



2וכאשר   (2 1/ )M D C C    כמו קודם, אפשר להציב .ikaC e 

1פתרונות גליים, כאשר  Nולקבל  ( )/[( 1) ]k k k N a    עם

0
1

0

( )sin( )
tan ( )

( )cos( )
D D X ka

k D D X ka D
 


  

.  

  

2)מאחר שבסך הכול צריכים להיות  אופן תנודה ממוקם: 1)N  2 אופני תנודה, ומצאנו כברN 

1Cפתרונות גליים, חסר לנו עוד פתרון אחד. ננסה פתרון שעבורו    בדקו כי מתקבל פתרון)

1Cדומה, אם מניחים   עבור .(N ) קטן מאוד. 5.6.8מספיק גדול, האגף האמצעי במשוואה (

)0אם מזניחים אותו, מתקבלת המשוואה  ) 0D D X C D   ) 5.6.4. הצבת יחס הנפיצה (

1C. קל לבדוק כי הערך הטריוויאלי Cבנעלם  3נותנת משוואה ממעלה    תמיד פותר את

לשם  המשוואה, ולכן נשארת משוואה ריבועית, ובדרך כלל רק פתרון אחד שלה מתאים לדרישות.

0Dפשטות, נציג את הפתרון עבור  D,במקרה פרטי זה המשוואה הנ"ל היא משוואה ריבועית .

2(1 2 / ) 2(1 / ) 1 0M m C M m C     1, עם הפתרון הטריוויאליC   ועם הפתרון הנוסף

/( 2 )C m m M  1. קל לבדוק כי הדרישהC   שקולה לדרישהm Mכי  , ואז מתקבל

1 0C   ולכן ,( )n nC C  אטומים שכנים. אם; פונקציית הגל מחליפה סימנים בין 

M m 1, הפתרון הנ"ל נותן C.וצריך לחזור להתחלה ,  
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  ) נותנת5.6.4( הצבה של התוצאה במשוואה
  

  
2

2 4
(2 )

DMM m M m 


.  )5.6.9(  

  

2קיים  קל לבדוק כי 2
04 /D M   0, כאשר  עבור  המקסימלית שקיבלנוהיא התדירות

Mגלים אקוסטיים בממד אחד (בדקו!). כאשר  m  0מתקבל שוויון  כצפוי. כפי שאכן ,

 פונקציות אקספוננציאליות, שאינן גלים. מייצגות 0- , תדירויות יותר גבוהות מ5.1ראינו בסעיף 

 פתרונות כאלה לא היו קבילים במקרה ההומוגני (כי אז הם מתבדרים לאינסוף באחד הקצוות),

2M . נציין עוד כי עבוראבל הם מופיעים, כאשר הסימטריה נשברת על ידי האטום הזר m 

  נות דועכים בזמן.התדירות הופכת להיות מדומה, ולכן הפתרו
  

מספיק גדול מתקיים  N ), נקבל כי עבור5.6.8אם נחזור עכשיו למשוואה (
2( 1)

/ 1
NB A C     ומכאן ,( )n a n

nu A C A e       כך שגודל התזוזות דועך עם ,

logעם מקדם הדעיכה  המרחק מהאטום הזר, C   .שגדל ככל שהמסות שונות יותר זו מזו ,

" אופן תנודה ממוקםבשם "אופן התנודה הזה מוגבל אפוא לסביבה של האטום הזר, ונהוג לכנותו 

)localized(.  
  

2בסך הכול, קיבלנו  1N   אופני תנודה. ההבדל היחיד לעומת הפתרונות הקודמים הוא שעכשיו

מאופני התנודה יש תדירויות בתחום האקוסטי, ואילו אופן תנודה בודד "נפרד" מהענף  2N- רק ל

התנודות  . אם יש רק אטום זר בודד על כל הסריג, אזי התרומה שלתדירות בדידההאקוסטי, עם 

האחרות, ויהיה קשה מאוד לראותה לעומת תרומת התנודות  2Nשלו לחום הסגולי קטנה פי 

. אם הריכוז קטן, אפשר pבניסיון. בדרך כלל יהיה ריכוז סופי של אטומים זרים, שנסמן על ידי 

להניח שהאטומים הזרים רחוקים זה מזה, ולכן הפתרונות הממוקמים ליד כל אחד מהם דומים 

זה, תרומת הענף האקוסטי לחום הסגולי תוכפל על ידי זה לזה, ונותנים אותה תדירות. במקרה 

1)הגורם  )pינשטיין, עם התדירות י, ותיתוֹסף תרומה של הזיהומים, מהטיפוס של מודל א

. גילוי ניסיוני של תרומה כזאת 2Npשנמצאה לעיל ועם מקדם ששווה למספר האטומים הזרים, 

  הסגולי הוא אחת הדרכים לגלות את קיומם של "זיהומים" בגביש. לחום

  

  5.6.1שאלה 

 מניחים תנאי שפה מחזוריים, כלומר, ), אם5.6.1ישתנו הפתרונות של משוואות ( איך

N Nu u ?  

  

ההכללה של הדיון הזה למערכות מסובכות יותר, למשל, עם תאי יחידה גדולים יותר, נותנת 

תוצאות דומות. בממדים גבוהים יותר המשוואות מסתבכות, והפתרונות הממוקמים יכולים 

לדעוך עם המרחק מהראשית באופן שונה בכיוונים שונים. דיון מפורט בפתרונות הללו חורג 

  ממסגרת ספר זה.
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ם לגרו בנוסף להופעה של אופני תנודה ממוקמים, "זיהומים" עלולים גם פיזור פונונים מזיהום:

התקדמות של גלים כאלה , ובכך להקטין את הגביש(או פיזור של פונונים) בתוך ה לפיזור של גלים

נניח כי האטום הזר כבד, כך שהפיזור הוא אלסטי: אין החלפת אנרגיה בין הפונונים  דרך הגביש.

נתבונן עכשיו בגל שמגיע מצד שמאל של  כדי להדגים את התופעה החשובה הזאת,לאטום המפזר. 

פונקציית הגל שלו ולכן יל. הגל המקורי נע משמאל לימין, שנדון לע(האינסופי) ממדי - הגביש החד

)  היא מהצורה )i kna t
nu Ae .  ,שנע נוצר גם גל מוחזר, אחרי שהגל הזה "פוגע" באטום הזר

הוא  r(היחס  Arתדירות, ועם אמפליטודה שנסמן על ידי אותה מספר גל ו ושמאלה עם אות

) " של הגל): אמפליטודת ההחזרה" )i kna t
nu Are   . ,נניח פתרון שצורתו משמאל לאטום לכן

  הזר היא
  

   ( )ikna ikna i t
nu A e re e     0  עבורn  .  )5.6.10(  

  

שמקורו בחלק של הגל המקורי שעבר דרך ן לאטום הזר יש רק גל שנע ימינה, מימי לעומת זאת,

  נניח לכן, האטום הזה.
  

   ikna i t
nu Ate e    0  עבורn ,  )5.6.11(  

  

  

) 5.6.2. שתי הפונקציות הללו פותרות את משוואה ("אמפליטודת ההעברהנקרא " tכאשר היחס 

|לכל  | 0n ) 0 ),5.1.6, אם מתקיים יחס הנפיצה המקורי ממשוואה( ) sin( /2)k ka  עם .

2) דורשת עכשיו שיתקיים 5.6.1זאת, משוואה ( [2 ( )]ika ika ikam t K t te e re       אם .

0משתמשים גם בקשר  1u r t     1(שחייב להתקיים כדי שהמשוואות עבורn   

  תתקיימנה), מתקבלת התוצאה
  

  
2

sin( )
1 2( / )sin ( /2)ika

i kat
e m M ka


 

.  )5.6.12(  

  

(בדקו!), כי אז הסריג הומוגני, והגל עובר  1-כאשר המסות שוות, אמפליטודת ההעברה שווה ל

בשלמות. עם זאת, כאשר המסה של האטום הזר שונה מזו של יתר האטומים, אמפליטודת 

it ההעברה היא מספר מרוכב, עם ערך מוחלט שקטן מאחד. אם נסמן Te אזי פונקציית ,

)הגל שעובר ימינה היא  )i kna i t
nu A T e e  הפאזה של הגל הזה מוזזת ב .-, 

 ,"מקדם ההעברה"שנקרא , T. התלות של הגודל T והאמפליטודה שלו קטנה על ידי הגורם

  . לכל הקווים יש מקסימום ka, עבור ערכים אחדים של 5.6.1ביחס המסות מוצגת באיור 

1T-ב .מקדם ההעברה קטן מהר יותר, ככל שמספר הגל עולה. , כאשר המסות שוות  
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m/, כפונקציה של יחס המסות Tמקדם ההעברה,  :5.6.1איור  Mדם ההעברה קטן, כשמספר הגל . מק
0.1ka-מ המקורי עולה בהדרגה  (הקו העליון)  0.9אלka   0.2(הקו התחתון), בצעדים של.  

  

 ראשית, גם בממדים גבוהים יותר אפשר לחשב מה קורה לפני סיום, עוד שתי הערות: הכללות:

י. בממדים הללו הגל המישורי הפוגע, לגל מישורי שפוגע ב"זיהום" נקודת
0
ii i te  k R יכול ,

להתפזר לכיוון כלשהו במרחב, ותתקבל אמפליטודה שונה לגל היוצא בכיוונים שונים. הטיפול 

 דומה לחישוב של פיזור חלקיקים במכניקה קוונטית, עם הסיבוך הנוסף של הסימטריה הסריגית.

באופני התנודה הממוקמים באופן קלאסי. אפשר לחזור על הטיעונים של שנית, עד כאן טיפלנו 

) שבה מוחלפים חלק מאופני התנודה 5.3.8, ולקבל לבסוף משוואה שדומה למשוואה (5.3סעיף 

הגליים באופני תנודה ממוקמים. במשוואה הזאת אפשר לטפל באופן קוונטי, כמו שעשינו 

רים" מפזרים גם "חלקיקים" אחרים, ולא רק בסעיפים הקודמים. שלישית, האטומים ה"ז

להתנגדות החשמלית  פונונים. למשל, הפיזור של אלקטרונים על ידי זיהומים הוא המקור העיקרי

   הסופית של מתכות בטמפרטורות נמוכות (ראו בפרק הבא).

  

  

  ל�טי של פונונימא-איהתנע ה�ריגי ופיזור   :5.7
  

 ), התיאור הגלי של אופני5.4.2כפי שציינו בהקשר של משוואה ( התנע הסריגי של פונונים:

 התנודה הסריגיים יכול גם להתנסח ב"שפה" חלקיקית: אם האנרגיה של אופן תנודה בתדירות

 1/2)- שווה בממוצע ל )n  אזי אומרים שהתנודה הזאת מכילה ,n  פונונים, כל אחד עם

אפשר  . באנלוגיה לדואליות בין חלקיקים לגלים של דה ברולי במכניקה הקוונטית,אנרגיה 

ינו כי ורא . בסעיף הקודם טיפלנו בפיזור של גל מ"זיהום",k-לשייך לכל פונון גם תנע, ששווה ל

, אבל כאשר הגל -נשארת שווה ל פיזור אלסטיב בממד אחד האנרגיה של הפונון המפוזר

-מוחזר, התנע שלו יכול להפוך את כיוונו, ולהיות שווה ל k התנע ש"איבד" הפונון המפוזר .

-מאוד, התנע שנבלע על ידי הסריג הוא זניח, ואינבלע על ידי הסריג כולו. מאחר שהסריג גדול 

אפשר למדוד אותו. בממדים גבוהים יותר, הפונון יכול להתפזר לכיוונים שונים, והתנע שלו 

  ישתנה בהתאם, אבל בקירוב ההרמוני האנרגיה תישמר גם במקרה הזה.
  

ערכי, -חד בניגוד לאלקטרונים או לפוטונים, שהתנע שלהם מוגדר על ידי דה ברולי באופן

pבאמצעות הקשר  k התנע של הפונון איננו מוגדר באופן כזה. כפי שראינו במקומות רבים ,

בפרק זה, מספיק לזהות את וקטור הגל של תנודת הסריג באזור ברילואן הראשון, כי תכונות הגל 
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אינן משתנות כאשר משנים את וקטור הגל על ידי וקטור סריג הופכי כלשהו,  k k G ,לכן .

, מתארים בדיוק את אותה תופעה Gפונונים שהתנעים שלהם שונים זה מזה בשיעור 

אותו באזור  ולמקם, "תנע סריגיהפונון "פיסיקלית. מהסיבה הזאת מקובל לקרוא לתנע של 

ברילואן הראשון. אם, כתוצאה של תהליך פיסיקלי כלשהו (דוגמאות יבואו בהמשך), התנע של 

הפונון קיבל ערך חדש מחוץ לאזור הזה, אפשר להשתמש בהזזה  k k G ולהזיז את התנע ,

  ת.שלו לאזור ברילואן הראשון מבלי לשנות שום דבר בתוצאה הפיסיקלי
  

פיזור  דרך ישירה להבהרת המושג של התנע הסריגי מופיעה בדיון על :פיזור קרינה מהפונונים

כדי  .3הדיון הבא מכליל את הדיון על פיזורים אלסטיים שנכלל בפרק  .של קרינה מהחומר

של ם המפוזרים יכולה להיות שונה מזו שבו האנרגיה של החלקיקי, אלסטי- פיזור אילאפשר גם 

 שום את פונקציית הגל הממשית של הגל הפוגע בצורההפוגעים, נר החלקיקים
( ) ( )cos( ) [ ]/2i t i tt e e        k r k rk r כאשר ,( )   k ההתדירות המתאימ היא 

נדגים את לשם פשטות,  ).3.1ראו סעיף  הנפיצה שמתאים לקרינה הנדונה, שמתקבלת מיחס(

פונקציית הגל המפוזר מתקבלת במקרה הזה, יין עבור סריג שמכיל מפזרים נקודתיים. הענ

  ),3.3.1הכללה של משוואה (מ
  

  
0 0

0

[ ( , )]i i t i t i tA e cc e e cc          q R q R u R

R R
,  )5.7.1(  

  

'וכאשר  מייצג את הצמוד המרוכב, ccכאשר  q k k להפרש ה"תנע" בין החלקיקים  השוו

  ). הכפלי אלקטרונים) לבין אלה המפוזרים (עד כדי הקבוע(פוטונים, נויטרונים או  הפוגעים
  

 ) ביטאנו את המיקום ה"אמיתי" של5.7.1באגף ימין של משוואה ( שימור התנע והאנרגיה:

)0משקל, - שיוויהתזוזה שלו מל עו, 0R משקל,-יוויבש בסריגמיקומו ל עכסכום , Rהגרעין,  )u R 

שהופיע בסעיפים הקודמים). בהנחה שהתזוזות הללו  iהשמטנו את האינדקס  ,(לשם פשטות

  ,ים- u-בנפתח את אגף ימין של המשוואה הזאת בטור  קטנות,
  

  
0

0

0[1 ( ) ...]i i tA e e i cc       q R

R
q u R.  )5.7.2(  

  

ונותן שיאי בראג  ,3הביטוי הזה משחזר את התוצאה של פרק  כאשר מתעלמים מתנודות הסריג,

qבכל פעם שמתקיים  G. במקרה זה התדירות של הגל היוצא שווה גם היא ל - והפיזור הוא ,

אמפליטודת התנודה ), 5.3.11( הפוגע). כפי שראינו במשוואהאלסטי (משמר אנרגיה של החלקיק 

של כל אטום בגביש היא סכום של תרומות מאופני התנודה העצמיים של הגביש. במקרה 

  בצורה אפשר לרשום את האמפליטודההקלאסי, 
  

  00 1/2 ( )( , ) ( ) i i tt N e     K R K

K
u R u K,  )5.7.3(  

  

 הבדידים שמותרים על ידי תנאי השפה, אשר הסכום מכיל רק את וקטורי הגלכ

1 1 1 2 2 2 3 3 3( / ) ( / ) ( / )N N N  K b b b   ) וכאשר הוספנו את התלות  )],5.3.10[משוואה
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), עם התדירות שמתקבלת מיחס הנפיצה של הפונונים, המפורשת בזמן )  K . הצבה של

  ) נותנת 5.7.2) בכל אחד מהאיברים של משוואה (5.7.3משוואה (
  

  
0 0

0

( ) 1/2 ( )[1 ( ) ...]i t i i te iN e         q R K R K

KR
q u K.  )5.7.4(  

  

, האיבר השני בסוגריים המרובעים K (תנע סריגי) עם וקטור הגל מסוים,(פונון) עבור אופן תנודה 

0מכיל את הסכום
0

( )ie   K q R
R) הסכום הזה שווה 3.3.5. כפי שראינו בדיון אחרי משוואה ,(  

כאשר מתקיים  ,N-ל K q G, וערכיו קטנים מאוד, כאשר עבור וקטור סריג הופכי כלשהו ,

אמפליטודת  גל המקוריים של הקרינה נותנת לכן. הצבת מספרי ההשוויון הזה אינו מתקיים

  רק כאשר מתקיים(באיבר השני), פיזור גדולה 
  

  ' ( )    k k q K G   .  )5.7.5(  
  

ל ואגף ימין נותן את התנע הסריגי שמפוזרים, אגף שמאל נותן את שינוי התנע של החלקיקים ה

שהקרינה המפוזרת יכולה "לפלוט" או "לקלוט" פונון מכאן,  הפונון שמתאים לתנודות הסריג.

התלות  ).5.7.5( חוק שימור התנעולצאת עם תנע חדש שמקיים את  (בהתאם לסימן באגף ימין),

)בזמן של האיבר הנדון היא  )i te  ולכן אפשר לזהות את התדירות של הגל היוצא על ידי , 

'    ומכאן ,  

  ' ( )     K  .  )5.7.6(  

חדש ון מייצג "יצירה" של פונון תחת. הסימן החוק שימור האנרגיההקשר הזה מבטא את 

ון מייצג "חיסול" של פונון עליוהסימן ה יבוד אנרגיה ותנע על ידי הקרינה,תוך כדי א במערכת,

של הפונונים מחזורי במרחב  הנפיצה כזכור, יחס ובליעת האנרגיה והתנע שלו על ידי הקרינה.

) התנע, ) ( )  K G K, ) את אותו  םימתאר )5.7.6(-) ו5.7.5כך שאגפי ימין של המשוואות

 שכולל ,המילטוניאןל ) מתקבלים גם מטיפול קוונטי מלא ש5.7.6(- ) ו5.7.5הקשרים ( אופן תנודה.

  איברים שמתייחסים לאינטראקציה בין הקרינה לבין תנודות הסריג.
  

), 5.7.4( ) במשוואה5.7.6(- ) ו5.7.5אם מציבים את המשוואות ( אלסטי:- שיאי בראג מפיזור אי

ראג שנובע מהפיזור האלסטי מלווה עכשיו בשיאים נוספים, שבהם התנע מתקבל שכל שיא ב

והאנרגיה. שיאי  סריגיוהאנרגיה של החלקיקים המפוזרים מקיימים את חוקי שימור התנע ה

כדי לראות את שינויי האנרגיה  .אלסטי-פיזור איבראג החדשים הללו מייצגים לכן תהליכים של 

גודל כמו האנרגיות של  יקים המפוזרים תהיינה מאותו סדרבניסיון, צריך שהאנרגיות של החלק

, מספרי הגל הרלוונטיים הם מסדר גודל Å שקבועי הסריג הם מסדר גודל של הפונונים. מאחר

או דר גודל של אלפי אלקטרון וולטים, . מספרי גל כאלה נותנים אנרגיות של פוטונים מס1Å של

שהאנרגיות  מאחר ).3.1לקטרון וולטים (סעיף אנרגיות של נויטרונים מסדר גודל של מאיות א

האופייניות של פונונים הן מסדר גודל דומה לזה של אנרגיות הנויטרונים, זוהי הקרינה 

בחר  שברוקהאוסלכך זו הסיבה  .אלסטי- המתאימה ביותר לחקר הפונונים על ידי פיזור אי
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 כדי למדוד את ספקטרום התדירויות של תנודות הסריג,(ולא בפוטונים) להשתמש בנויטרונים 

  . 5.4.6כפי שתיארנו בהקשר עם איור 

  

  5.7.1שאלה 

, (בכיוון מקביל לסריג)י ממד-אטומי חד- פוגעים בסריג חד kותנע  nmנויטרונים עם מסה 

מהם הערכים האפשריים  בין שכנים קרובים. Dוקבוע קפיץ  M שבנוי מאטומים בעלי מסה

  של התנע והאנרגיה של הנויטרונים המפוזרים?

  

 היא בניגוד לנויטרונים, האנרגיה האופיינית לפוטונים של אור נראה אלסטי של אור:- פיזור אי

פיזור לכן, אנגסטרומים.  יואורך הגל הוא מסדר גודל של אלפמסדר גודל של אלקטרון וולט אחד, 

י וֶקטורד (ביחס לומתנודות הסריג אפשרי רק עבור וקטורי גל קטנים מא אלסטי של אור-אי

אלסטי של אור מפונונים -אי פיזורברילואן.  אזורלמרכז של קרוב  ,הסריג ההופכי), כלומר

 Raman(.2(פיזור רמן ופיזור כזה מפונונים אופטיים נקרא , פיזור ברילואןאקוסטיים נקרא 

פיזור סטוקס ) תקפות גם כאן. פליטה של פונון על ידי הפוטון נקראת 5.7.6(-) ו5.7.5משוואות (

)Stokes( , שמתקיים מאחר. סטוקס-פיזור אנטיובליעה של פונון נקראת ( )c   k K, 

k' קיים כאן בקירוב k,  2ולכן sink K  מדידת האנרגיה של הפוטון ). 3.2.5(ראו איור

  המפוזר מאפשרת לזהות רמות אנרגיה בתוך הגביש; למשל, תדירויות אופטיות של פונונים.

  

  הרמוניימ-תופעות שנובעות מאיברימ אי  :5.8
  

בקירוב  עד לשלב הנוכחי התמקדנו הרמוניים באנרגיה הפוטנציאלית:- חשיבות האיברים האי

), שבו קירבנו את הפוטנציאל בין שני אטומים בגביש על ידי 5.2.1) או (5.1.1ההרמוני, משוואות (

מראה את פוטנציאל  5.8.1נימום שלו. איור פונקציה ריבועית של שינוי המרחק ביניהם ליד המי

ומשווה בינו לבין  ,)]4.4.5ומשוואה ( 1.1.1איור ג'ונס, שנדון בפרקים הקודמים [ראו -לנארד

הפרבולה שעוברת דרך המינימום, כך שהנגזרת השנייה במינימום זהה עבור שני הקווים. ברור 

ם, אבל מתרחקת מהקו המקורי, לגמרי שהפרבולה לוכדת את ההתנהגות קרוב מאוד למינימו

כשמתרחקים מהמינימום. בטמפרטורות נמוכות, הקירוב הזה היה טוב, כי נזקקנו רק לסטיות 

קטנות מהמינימום. בשפה הקוונטית, התכונות שחישבנו הושפעו רק מרמות האנרגיה הנמוכות 

וני מחמיץ כמה של כל אופן תנודה, כלומר, ממספר קטן של פונונים. עם זאת, הפוטנציאל ההרמ

תכונות חשובות של מוצקים. ראשית, הפוטנציאל האמיתי תלול יותר מהפרבולה משמאל 

למינימום ותלול פחות מהפרבולה מימין לו. כתוצאה מכך קשה יותר לדחוס את החומר מלמתוח 

  אותו. הפוטנציאל ההרמוני סימטרי בשני הכיוונים, ולכן איננו משחזר את התכונה הזאת.
  

                                                        
  .1930- על עבודתו זאת קיבל רמן פרס נובל ב   2
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המרחקים הממוצעים בין האטומים נשארים קבועים בכל הטמפרטורות, קירוב ההרמוני שנית, ב

 יסיוניות ידוע כי גבישים מתפשטיםממדידות נ .התפשטות תרמיתולכן לא מתקבלת התכונה של 

   מוגדר על ידיממדים  d-בהנפחי של חומר  מקדם ההתפשטות כשמחממים אותם.
  

  
1

V L
p p

V d LdV T L T              
,   )5.8.1(  

  

נובע מהביטוי עבור נפח הגביש, שהוא  dהוא מקדם ההתפשטות האורכי (הגורם  Lכאשר 

L, dVבעלת צלע  ממדית-d קובייה L ולכן ,/ /V V d L L   בהמשך נראה כי מקדם זה .(

  הרמוניים. - מתאפס בקירוב ההרמוני, ונדגים את חישובו, כשמוסיפים לפוטנציאל איברים אי

  

  

), לבין הקירוב ההרמוני ליד המינימום 4.4.5ג'ונס, משוואה (-השוואה בין פוטנציאל לנארד: 5.8.1איור 
  ., האנרגיה ביחידות של שלו. המרחק ביחידות של 

  

שלישית, ראינו כבר כי בקירוב ההרמוני גלי התנודות מתפשטים על פני כל הסריג. במילים 

בהיעדר "זיהומים" הפונונים נעים מקצה אחד של הדגם לקצהו האחר בלי הפרעה.  אחרות,

דרך מוצקים. בניסיון  הולכת חוםאנרגיה, הפונונים משתתפים ב מאחר שכל פונון נושא אִתו

שמקשר בין זרם החום  ,)Fourier(חוק פורייה ידי על  של החומר  מוליכות החוםמגדירים את 

  לבין מפל הטמפרטורה שגורם לו,
  U T j ,  )5.8.2(  

  

   ,שעוברת דרך יחידת שטח ביחידת זמן)התרמית הוא זרם החום (כמות האנרגיה  Ujכאשר 

חוק אוהם (שימו לב לאנלוגיה עם  פרטורה שגורם לקיומו של הזרם הזההוא גרדיאנט הטמ T-ו

ט הפוטנציאל דיאנשדה חשמלי שהוא גרל שמתכונתי, החשמלי במתכתזרם שמתאר את ה

שאין התנגדות להולכת  פירוש הדבראם כל הפונונים עוברים דרך החומר ללא הפרעה,  החשמלי).

שמוליכות החום היא אינסופית. ראינו כבר שחלק מהפונונים עשויים להתפזר על  ,החום, כלומר

נגשויות התידי "זיהומים". עם זאת, הסיבה העיקרית לקיומה של מוליכות חום סופית נובעת מ

ההרמוני, ההמילטוניאן של תנודות הגביש נפרד לסכום על המילטוניאנים של  בקירוב .בין פונונים

כל אופן תנודה בנפרד, ולכן האנרגיה של כל אחד מאופני התנודה (הפונונים) הללו נשארת קבועה 

 הרמוני יוצרים אינטראקציות בין הפונונים.-בזמן. איברים גבוהים יותר בפיתוח האי

אינטראקציות אלה מאפשרות להם להתנגש זה בזה וכך לגרום להקטנת מוליכות החום. גורמים 
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נוספים שמקטינים את מוליכות החום הם, כאמור, התנגשויות של הפונונים בזיהומים או בפגמים 

אחרים בסריג, וכן התנגשויות עם דפנות הגביש הסופי. מיד נראה חישוב פשוט של מוליכות 

  החום.
  

 הרמוני-להבין את ההתפשטות התרמית, נסתכל על הפוטנציאל האי כדי :תרמית טותהתפש

2הפשוט ביותר,  3 4
3 4( ) /2 ...U x Cx g x g x   3( 3מסדר האיבר  . הסימן של 0g  ( נבחר כך

0x(קסימום שהתיקון המוביל לפרבולה הוא שלילי מימין למ (  וחיובי משמאלו)0x ( ,

בקירוב הקלאסי, הממוצע התרמי של מיקום החלקיק (ביחס לנקודת  .5.8.1בהתאמה עם איור 

  המשקל) הוא- שיווי
  

  
2

2

( ) /2 3 4
3 4 3

2( ) /2 3 4
3 4

(1 ...) 3
...

(1 ...)

U x Cx

BU x Cx

dxxe dxxe g x g x g
x k T

Cdxe dxe g x g x

 

 

 

 

 

 

  
   

  
 
 

.  )5.8.3(  

  

- יבאגפים הימניים של המשוואה פיתחנו את המונה ואת המכנה בטורי חזקות באיברים הא

הממוצע  לראות, אפשר. כפי ש(בדקו!) ובסופו של דבר שמרנו רק את האיבר המוביל מוניים,רה

טמפרטורה, כשמוסיפים את התיקון ארית עם המתאפס בקירוב ההרמוני, וגדל לינשל המיקום 

  הרמוני הראשון. -האי

  

  5.8.1שאלה 
בטמפרטורה אפס אפשר לפתח את האנרגיה החופשית של הגביש סביב המינימום שלה, בצורה 

2
0 ( ) ( ) ( )

2tot tot
BF U V U V V V
V

    כאשר ,V  הוא נפח הגביש, שנותן מינימום לאנרגיה

החופשית שלו, וכאשר 
2

2

UB V
V

    
)]. 4.2.9(הוא מקדם הנפח [ראו דיון סביב משוואה  

  בטמפרטורה סופית יש להוסיף את האנרגיה החופשית של הפונונים.

  הוכיחו כי האנרגיה החופשית הכוללת היא  .א
  

2
0 ( , ) ( ) ( ) log[2sinh( /2)]

2tot B
BF T V U V V V k T
V 


      ,  

  כאשר הסכום הוא על כל אופני התנודה.  

הרמוניים מניחה כי התדירויות ההרמוניות תלויות בנפח -דרך אחת לכלול אפקטים אי  .ב

)0 בהנחה כי הלחץ על הגביש מתאפס, הגביש. / ) 0Tp F V    , נפח  שינוי הראו כי

 הוא בגלל הפונונים הגביש
log1

coth
2 2 log

V V B V
  


     

       


 
.  

ln בקירוב מניחים כי  .ג / lnV      זהה לכל אופני התנודה. הגודל קבוע  נקרא

phV/. הוכיחו כי במקרה הזה מתקיים )Grüneisenגרינייזן ( V U B  כאשר ,

ph phU E .היא האנרגיה הממוצעת הכללית של הפונונים  

Vבמקרה הזה, הוכיחו כי   .ד VCBV
  ) כאשר5.8.1[מוגדר במשוואה ,[( 

( / )V VphC E T   .הוא החום הסגולי הפונוני  
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 מושפעת בעיקר מההתנגשויות בין פונונים. אפשר להתייחס להתנגשויות הללו מוליכות החום

  ):5.7.5באותו אופן שהתייחסנו ל"התנגשות" בין נויטרון לבין פונון, שהובילה למשוואה (

  
  2 1 3( )   k k k G,  )5.8.4(  

  

, אחרי ש"בלע" או ש"פלט" פונון אחר 2kהוא התנע של פונון שמתפזר ויוצא עם תנע  1k כאשר

1 דרך אחרת לרשום את המשוואה הזאת היא: .3k עם תנע 3 2  k k k G אגף שמאל נותן .

ם" להתנגשות, ואגף ימין מכיל את התנע של את סכום התנעים הסריגיים של הפונונים ה"נכנסי

התנע , ו0G אזיאם שלושת התנעים קטנים,  הפונון היוצא, עד כדי וקטור של הסריג ההופכי.

ל הפונונים לא וכך התנע הכללי ש"נכנסים", יהיה שווה לסכום שני התנעים ה "יוצא"של הפונון ה

 אזוריוצר וקטור שיוצא מה"נכנסים"  הסריגיים שני התנעיםאם סכום ישתנה. לעומת זאת, 

לסכומם פחות וקטור של סריג שווה "יוצא" ה הסריגי התנעגודלו של  אזי ,ברילואן הראשון

 רם הפונונים המקורי.שלהם ולהפחית את זן הפוך לתנועה כיווולכן הוא עשוי לנוע בהופכי, 

 ("היפוך" בגרמנית). "Umklapp" נקרא תהליך שלשל התנגשות שיוצרת תנע הפוך, תהליך כזה, 

  ". זיהוםדוגמה אחרת לתהליך היפוך כזה ראינו בסעיף הקודם, בפיזור מ"
  

גז  התורה הקינטית שלהטיפול הפשוט ביותר במוליכות החום נעשה במסגרת  הקינטית: התורה

ל פונון נע בתנועה . בתורה הזאת מתייחסים אל הפונונים כאל חלקיקים שנעים בחומר. כפונונים

, עד v , עם מהירות, למרחק אופייני ששווה למהלך החופשי שלו, קצובה במשך זמן אופייני 

שיש הפרש שהוא מתנגש עם משהו (זיהום, או דופן הכלי, או אלקטרון, או פונון אחר). נניח עכשיו 

. נחשב x- טמפרטורה בין דפנות נגדיות של הגביש, כך שהטמפרטורה יורדת בכיוון החיובי של ציר

בגביש האנרגיה של פונון מתקבלת  x. נניח עוד כי בכל מקום x- עכשיו את זרם החום בכיוון ציר

)- בטמפרטורה המקומית, ששווה ל תרמודינמימשקל - יווימש )T x :( ) [ ( )]eqE x E T x אם מספר .

ימינה ומחציתם  , אזי (בהיעדר זרם שקול של פונונים) מחציתם נעיםnהפונונים ליחידת נפח הוא 

 x-נעים שמאלה, ולכן מספר הפונונים שעובר משמאל לימין דרך יחידת שטח שניצבת לציר

שטח הזאת ידת הפונונים שפוגעים ביח חיובי). xv-(בהנחה ש 2xnv/הוא ביחידת זמן  xבנקודה 

xv משמאל, הגיעו אליה ממרחק  ,ולכן יש להם אנרגיה [ ( )]eq xE T x v .  באופן דומה, פונונים

]שעוברים שם מימין לשמאל נושאים אנרגיה  ( )]eq xE T x v .  ,כמות האנרגיה בסך הכול

  שעוברת דרך השטח הזה ביחידת זמן היא
  

  , { [ ( )] [ ( ]} 2
2 2

eq
U x x eq x eq x x x

En n Tj v E T x v E T x v v vT x  
      
 

 ,  )5.8.5(  

  

י המשתנים בהפרשביותר כאשר פיתחנו גם את האנרגיה וגם את הטמפרטורה בטור לסדר הנמוך 

)את החום הסגולי ליחידת נפח,  שבתוכם. נציב עכשיו / )V eqC n E T   , ונקבל את משוואה

  עם מוליכות החום ),5.8.2(

  2 21
3V x VC v C    v,    )5.8.6(  
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 x- הוא על כל כיווני המהירות של הפונונים (מאחר שאין עדיפות לכיוון ציר ...כאשר המיצוע 

המהירות שלהם היא מהירות הקול, שאיננה תלויה דווקא). בהנחה שהפונונים אקוסטיים, 

בטמפרטורות גבוהות (מעל טמפרטורת דביי), החום הסגולי קרוב לערכו מחוק  רטורה.בטמפ

מסתבר נותר להעריך את הזמן בין התנגשויות.  כן גם הוא איננו תלוי בטמפרטורה.פטי, ול- דולון

שבהם מתנגשים שני  Umklappשהתהליכים החשובים ביותר לקביעת מוליכות החום הם תהליכי 

כוי של פונון לפגוש פונון אחר מתכונתי לצפיפות הפונונים בגביש. הסי פונונים. במקרה הזה,

)/1 ), בטמפרטורות גבוהות מתקיים5.4.8( ממשוואה 1) /( )Bn e k T 
    ולכן , 

הסיכוי מתכונתי לטמפרטורה, ו"זמן החיים" בין התנגשויות מתכונתי הפוך לטמפרטורה, 

1/T ,1 . בגבול הזה/T . במכנה, 1-בפועל, מדידות ניסיוניות נותנות חזקה מעט גדולה מ 

נגשויות בין יותר משני פונונים. מאידך, בטמפרטורות נמוכות, רוב כנראה בגלל התרומה של הת

הפונונים הם בעלי תנע קטן, ולכן התנגשויות ביניהם תשארנה את התנע של הפונון החדש בתוך 

, צריך שלשני הפונונים Umklappאזור ברילואן, בלי השפעה על מוליכות החום. כדי לקבל תהליכי 

הסריג ההופכי, והסיכוי למצוא כאלה בטמפרטורות נמוכות הוא יהיה תנע שגדול מחצי וקטור 

nאקספוננציאלית נמוך,  e  


  כאשר ,  היא מסדר גודל של תדירות דביי. המהלך

החופשי שנובע מכאן עשוי להיות גדול מאורך הגביש. לכן, מוליכות החום בטמפרטורות נמוכות 

לטת על ידי תהליכים אחרים, כגון התנגשויות עם דפנות הדגם או התנגשויות עם זיהומים. נש

3התלות בטמפרטורה של מוליכות החום תיקבע עכשיו על ידי זו של החום הסגולי, 
VC T 

ך בשלושה ממדים. כשמאחדים את כל המידע הזה, מתקבל כי מוליכות החום הפונונית עולה בער

   .T/1 בטמפרטורות נמוכות, מגיעה למקסימום ואז יורדת בקירוב כמו 3Tכמו 

  

  

  )Magnonsמגנונימ (  :5.9
  

עם  נציין כי בנוסף לפונונים קיימים בגביש עירורים רבים אחרים, לפני סיום, עירורים מגנטיים:

, שנקראים עירורים מגנטייםהתנהגות דומה לזו של הפונונים. נסתפק כאן בעוד דוגמה אחת, של 

ההתנהגות המגנטית של חומרים רבים מתוארת על ידי המודל הפשוט של  כזכור, .מגנונים

ˆ ):4.7.2הייזנברג, משוואה (
M nm n mnmH J

 
   S Sכאשר , n B ng μ S  המומנט הוא

, ביחידות של הוא הספין של האטום שנמצא באתר הזה nSשל הסריג ( n המגנטי שנמצא באתר

 ,(nmJ  הוא מקדם החילוף (ביחידות של אנרגיה) והסכום הוא על זוגות אתריםnm .  ברגע

שנוצר על ידי המומנטים המגנטיים הרגעיים  שדה מגנטי שקול, n- הספין במקום ה פועל על נתון,

n של שכניו: nm mm J Β S ,השדה המגנטי הוא ביחידות  (מאחר שה"ספינים" חסרי ממד

מהקורס בחשמל  כזכור .משוואות תנועה קלאסיותבאנרגיה). לצורך המחשת הנושא נסתפק כאן 

מפעיל עליו מומנט סיבוב, כך  μ שפועל על מומנט מגנטי קלאסי Β ומגנטיות, שדה מגנטי

שמשוואת התנועה שלו היא  μ μ Β 2)/, כאשר ) /Bge mc g    במקרה שלנו .

  (וביחידות שלנו),
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  n n nm m
m

J μ μ μ ,  )5.9.1(  

  

)/2כאשר  ) /( )nm nm B nm BJ J g J g      היא משוואה 5.9.1). משוואה (5.9.1(ראו שאלה (

. בטמפרטורות נמוכות, המומנטים המגנטיים (הקלאסיים) nμלינארית עבור המשתנים -לא

מסודרים, ואפשר להסתכל על סטיות קטנות מהמצב המסודר הזה (באנלוגיה לתנודות הסריג, 

המשקל). נדגים זאת על ידי -שיווישבהן מסתכלים על סטיות קטנות של מיקום האטומים ממצב 

  שתי דוגמאות.
  

זה  נתחיל מסידור פרומגנטי, שבו כל המומנטים המגנטיים שווים ומקבילים :המקרה הפרומגנטי

nˆ. במצב היסוד, z- לזה, למשל, בכיוון ציר μ z נניח עוד כי המרכיבים הרגעיים .nx ו-ny 

קטנים, ונחשב את הסטיות ממצב היסוד עד לסדר לינארי במרכיבים הללו. מאחר שאורך 

2המומנט המגנטי נשאר קבוע, קיים  2 2 2 2
nz nx ny       ואפשר להניח כי מרכיבי ,-z  של

הן מסדר ריבועי במרכיבים  -המומנטים המגנטיים אינם משתנים (כי הסטיות שלהם מ

  ) הן5.9.1משוואות התנועה ( האחרים). בקירובים הללו,
  

/ ( ) ( )nx nm ny mz nz my nm ny my
m m

d dt J J           ,  

  / ( ) ( )ny nm nz mx nx mz nm mx nx
m m

d dt J J           .  )5.9.2(  

אלה שתי משוואות לינאריות עם שני נעלמים, שדומות למשוואות רבות שטופלו בחלקים קודמים 

 ). הצבה של פתרון גלי, 5.2.13), (5.2.4), (5.1.12של הפרק הנוכחי, למשל (
0( )

, , ni t
nx y x ye     k R, 

  נותנת

  [ (0) ( )]x yi J J     k ,          [ (0) ( )]y xi J J      k ,  )5.9.3(  
  

  כאשר

  
0( ) nmi

nm
m

J J e   k Rk  )5.9.4(  

  

0 היא התמרת פורייה של מקדם החילוף, וכאשר 0 0
nm n m R R R למשל, עבור אינטראקציה בין .

)שכנים קרובים בממד אחד מתקבל  ) ( ) 2 cos( )ika ikaJ k J e e J ka   . הצבה של המשוואה

2) נותנת 5.9.3(-הימנית במשוואה השמאלית ב 2 2[ (0) ( )]y yJ J     k זהו פתרון,  , ולכן

2 אם מתקיים יחס הנפיצה 2 2[ (0) ( )]J J   k  הדמיון למקרה של תנודות הסריג, למשל .

   יחס הנפיצה שונה: עם זאת, ברור. ),5.1.5משוואה (
  

  [ (0) ( )]J J   k  ,  )5.9.5(  
  

למשל, בממד אחד עם אינטראקציה בין שכנים כאשר בחרנו את הערך החיובי של התדירות. 

  קרובים בלבד נקבל
  

  2[ (0) ( )] [2 2 cos( )] 4 sin ( /2)J J k J ka J ka        .  )5.9.6(  
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 , ומתקבל יחס נפיצה ריבועי,k- בתדירויות נמוכות, אפשר לפתח את אגף ימין בטור ב
2( )J ka  בענף האקוסטי של תנודות הסריג.. שימו לב להבדל לעומת הקשר הלינארי  

  

  5.9.1שאלה 

 הראו כי הפתרונות של המשוואה  .א μ μ Β וֶקטורנותנים פרצסיה של ה μ וֶקטורסביב ה 

Β,עם תדירות לרמור , L  .  

  ) מתוך המשוואה של חלק (א).5.9.1(קבלו את משוואה   .ב

  

 )5.9.5". אם מציבים את (גלי ספיןהגלים שמתקבלים מהחישוב הנ"ל נקראים " :גלי ספין

y כי מקבלים ),5.9.3( במשוואות xi  2/ . לכן, יש הפרש פאזה של  בין התנודות של שני

כאשר  ,z-מבצע תנועה סיבובית סביב ציר XYמרכיבי הספין: מרכיב המומנט המגנטי במישור 

מראה את המומנטים המגנטיים (חִצים בהירים)  5.9.1. איור kמתקדמים בכיוון וקטור הגל 

. אם המומנט kקרה שהמומנט הפרומגנטי (חץ אנכי) ניצב לכיוון הסריג, ולכן גם לוֶקטור למ

   המגנטי מקביל לכיוון הסריג, יתקבל סיבוב בורגי של הספינים סביב הכיוון הזה.

  

   

ממדי, כאשר הגל נע בכיוון הסריג (הכיוון האופקי באיור), והמומנט -גלי ספין בפרומגנט חד :5.9.1איור 
למומנט הפרומגנטי מסתובב סביבו,  המרכיב הניצבהפרומגנטי (החץ האנכי) ניצב לכיוון הזה. 

  כשמתקדמים לאורך הסריג.

 

  5.9.2שאלה 

בפרומגנט היא לבנות משוואות עבור דרך חלופית לפתרון משוואות התנועה עבור גלי הספין 

n הפונקציות nx nyi     ולפתור אותן. הראו כי מתקבלים אותם פתרונות כמו ,

   שהתקבלו לעיל.

  

 בדרך חלופית לקבלת הפתרון הנ"ל עוברים תחילה אל התמרות פורייה של התמרות פורייה:

   המומנטים המגנטיים,

  
0( ) ni

n
n

e   k Rμ k μ,   )5.9.7(  

  

  מתקבלות המשוואות ).5.9.2ומציבים את משוואות התנועה (
  

/ [ (0) ( )]x yd dt J J    k  ,  

  / [ (0) ( )]y xd dt J J     k  .  )5.9.8(  



 399   תנודות ה�ריג :5פרק   

 

  נותנות והצבת המשוואה השנייה, גזירה של המשוואה הראשונה לפי הזמן,
  

  2 2 2 2/ [ (0) ( )]x xd dt J J     k  ,   )5.9.9(  
  

. המשוואה הזאת זהה למשוואת התנועה של אוסצילטור הרמוני, עם yומשוואה זהה עבור 

] התדירות (0) ( )]J J   k   שמצאנו לעיל, ולכן משוחזרים הפתרונות הקודמים. המיפוי הזה

. רמות האנרגיה xלאוסצילטור הרמוני מאפשר גם לרשום המילטוניאן קוונטי עבור המשתנה 

)של כל "אוסצילטור" כזה הן מהצורה  1 / 2)n  והמכניקה הסטטיסטית שלהן זהה לזו ,

שנדונה לעיל עבור פונונים. במקרה הנוכחי קוראים ל"חלקיקים" הקוונטיים שמייצגים את גלי 

 הפרומגנטיים הוא ביחס הנפיצה.". ההבדל היחיד בין הפונונים למגנונים מגנוניםהספין בשם "

כדי להשלים את החשבון צריך עוד להוסיף את תנאי השפה, וגם אלה זהים לאלה של הפונונים. 

), 5.3.10תנאי שפה מחזוריים נותנים מספרי גל בדידים כמו במשוואה (

1 2 3, , 1 1 1 2 2 2 3 3 3( / ) ( / ) ( / )N N N  k b b b      2/, כאשר /2m m mN N   גם חישוב .

המגנוני דומה, אבל יחס הנפיצה השונה נותן התנהגות שונה של החום הסגולי החום הסגולי 

  .5.9.3בטמפרטורות נמוכות, ראו בשאלה 

  5.9.3שאלה 

 יחסשבו מניחים את  מגנונים מקובל להשתמש במודל דביי מוכלל,גבי גם ל בדומה לפונונים,

  עד לתדירות דביי המוכללת.הריבועי הנפיצה 

אינטראקציה בין שכנים קרובים, מצאו את יחס הנפיצה והראו כי בגבול לפרומגנט קובי עם   .א

|2 של גלים ארוכים אפשר לכתוב אותו בצורה |   k מהו המקדם . ?  

בטמפרטורות נמוכות  מהי התלות המובילה של החום הסגולי המגנוני בקירוב הזה,  .ב

  ובטמפרטורות גבוהות?
  

 . לשם פשטות,פרומגנטים-אנטיבנעבור למשוואות התנועה של גלי הספין  :פרומגנטים-אנטי

 C ממדי עם אינטראקציה בין שכנים קרובים. מצב היסוד מתואר בחלק-נתאר את המקרה החד

. תא היחידה מכיל שני מומנטים מגנטיים, 2.10.1של איור 
(1)
n משמאל ו-

(2)
n ,ובשיווי מימין -

(1) משקל מתקיים ˆn μ z, (2)-ו ˆn  μ zלכן משוואות התנועה הן .  
  

(1) (1) (2) (2)
1/ ( )n n n nd dt J   μ μ μ μ,  

  (2) (2) (1) (1)
1/ ( )n n n nd dt J   μ μ μ μ  )5.9.10(  

  

של המומנטים המגנטיים  z-המשקל, מרכיבי-עד לסדר הלינארי בסטיות ממצב שיווי ).(בדקו!

(1) אינם תלויים בזמן. הצבה של (1) (1)( , , )n nx ny  μ 2)- ו ) (2) (2 )( , , )n nx ny   μ  נותנת עכשיו

פתרון  ).5.9.4(ראו שאלה  XYארבע משוואות עבור מרכיבי המומנטים המגנטיים במישור

  המשוואות הללו נותן גלי ספין, עם יחס הנפיצה
  

  2 | sin( /2) |J ka .  )5.9.11(  
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  5.9.4שאלה 

ממדי עם שכנים -פרומגנט חד-רשמו את משוואות התנועה המפורשות עבור גלי הספין של אנטי

  ).5.9.11והוכיחו את משוואה ( קרובים,

  

קלאסי  בנוסף לפונונים ולמגנונים, יש עירורים רבים אחרים שמתבטאים באופןעירורים אחרים: 

בהופעת גלים שמתארים תנודה של גודל פיסיקלי כלשהו, ובאופן קוונטי בהופעת "חלקיקים" 

. נזכיר כאן 6שנעים בחומר. הרבה דוגמאות קשורות לתנועה של אלטרונים בגביש, שתידון בפרק 

רק את קיומם של פלזמונים, פולרונים ואקסיטונים (הסיומת "און" מייצגת תמיד חלקיק בסיסי, 

מתאר עירור קולקטיבי  פלזמוןה ...).personמו אלקטרון, פרוטון, נויטרון, פוטון, פונון, מגנון וגם כ

נובע מהצימוד בין האלקטרון  פולרוןשל גז האלקטרונים במתכת, ביחס לסריג של היונים. ה

לתנודות הגביש שבו הוא נע, והוא מתאר תנועה של האלקטרון שמלווה בתזוזות של היונים 

הוא עירור שבו אלקטרון מפס הערכיות מעורר לפס ההולכה שמעליו,  אקסיטוןבו בגביש. השסבי

כשהוא משאיר "חור" בפס התחתון; האלקטרון והחור ממשיכים להיות קשורים, כמו המטען 

(כלומר תחומי תדירות שבהם פסים . החיובי והשלילי באטום המימן, ולכן הם נעים יחד

, 6יוסברו בפרק  מו במקרים של פונונים אקוסטיים או אופטיים)מתקיימים פתרונות גליים, כ

   אבל חישובים מפורטים עבור העירורים הנ"ל שייכים לקורסים מתקדמים יותר.
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  הרצפ גבול  :נ�פח
  

) ראינו כי משוואות התנועה שואפות לגבול הרצף, כאשר קבוע הסריג קטן 5.1.8משוואה (ב

משוואות התנועה עבור חומר רציף ידועות מתורת האלסטיות,  בהרבה מאורך הגל של גל הקול.

בלי שום קשר למבנה הסריגי של החומר. בנספח הזה נסקור מושגי יסוד מתורת האלסטיות, 

  ונקבל משוואות עבור גלי קול במקרה הרציף הכללי.
  

)על ידי  xית של הנקודה . נסמן את התזוזה האורכx- ממדי, על ציר-נתחיל מהמקרה החד )xu x. 

xx/ מוגדר על ידי מעוותה xu x   . ,מאמץה על פי חוק הוק xx  ששווה לכוח ליחידת שטח)

) ) לינארי במעוות,x-שניצבת לציר / )xx xx xY Y u x     כאשר ,Y  הוא הקבוע שנקרא

. החוק השני Aושטח הבסיס שלו הוא  dx, גובהו x- . נסתכל על גליל שצירו בכיוון צירמודול ינג

  את הצורהשל ניוטון מקבל עכשיו 
  

2 2

2 2

( , ) ( , )
( ) ( ) ( )x xx x

xx xx
u x t u x t

Adx x dx x A dxA Y dxAxt x


  
  

        
,  

  

2מתקבלת משוואת גלים,  צפיפות החומר, ולכן כאשר  2 2 2/ ( / ) /x xu t Y u x     כמו ,

)). הצבה של גל מונוכרומטי, 5.1.8במשוואה ( )i kx t
xu e ,  ,נותנת יחס נפיצה לינאריck , 

c/ עם מהירות הקול Y .   
  

 ידי על מוגדר המעוות טנזורו מרכיבים, שלושה u ההזזה וֶקטורל יש ממדים בשלושה

1
2

u u
x x
 


 


 

     
  שטח  יחידת על הכוח של  (מרכיב  לטנזור הוא גם הופך המאמץ .

C, ), וחוק הוק הופך להיות-שניצבת לציר     .  הטנזור ,C   מכיל את

קובעים הקבועים האלסטיים הללו  של החומר.(או המודולים האלסטיים)  הקבועים האלסטיים

הוא מההגדרה, טנזור המעוות  מקדמים שונים שמתארים את תגובת החומר לכוחות שונים.

 סימטרי,  . אזי התאוצה הזוויתית מתאפסת,  ,אם לא פועל על החומר מומנט סיבוב

 גם טנזור המאמץ סימטרי, אזו   תלויים, -גדלים בלתי שישה לכן. כל טנזור כזה כולל

1 שנהוג לסמנם על ידי 2 3 4 5 6, , , 2 , 2 , 2xx yy zz yz zx xye e e e e e            בחלק)

טנזור באופן דומה,  .אלכסוניים)-בשלושת האיברים הלא 2מהספרים לא כוללים את הגורם 

ijC, הקבועים האלסטיים C  6 א מסדרהו 6 , תלויים -מקדמים בלתי 21והוא מכיל

  החומר נרשמת לבסוף בצורה האנרגיה החופשית של (בדקו!).
  

6
3

, 1

1
2 i ij j

i j
F d r e C e


 .  

  

. עם זאת, מספר הקבועים המקדמים יכולים להיות שונים זה מזה עבור הסריג הטריקליני 21כל 

תלויים קטן במידה רבה, כאשר מתחשבים בסימטריות של החומר. למשל, -האלסטיים הבלתי

 120-). סיבובים בקובייה(סביב אלכסוני ה 3בסימטריה קובית ישנם ארבעה צירי סיבוב מדרגה 

xסביב הצירים הללו ממפים את הצירים באופן הבא:  y z x   ,x z y x    ,
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x z y x      ,x y z x     שימוש במיפויים הללו קובע כי האנרגיה החופשית .

 של החומר צריכה להישאר ללא שינוי, כאשר מבצעים את השינויים האלה:

( ) ( )xy yz z x x y xy          כתוצאה משיקולים כאלה מתקבל כי האנרגיה .

  תלויים,-שלושה מקדמים בלתי החופשית של חומר קובי מכילה רק
  

11 22 33C C C    ,44 55 66C C C    ,12 23 31C C C .  
  

14כל יתר המקדמים האלסטיים מתאפסים, למשל,  15 16 0C C C   45- ו 56 64 0C C C   .

קבועים אלסטיים לתיאור הסריג המונוקליני, תשעה קבועים  13באופן דומה מתקבל כי דרושים 

לתיאור הסריג האורתורומבי, שישה או שבעה קבועים לתיאור הסריגים הטטרגונלי או 

  הרומבוהדרלי, וחמישה קבועים לתיאור הסריג ההקסגונלי. 
  

, בעלת צלעות קובייהסימטריה קובית. נסתכל על  עבור משוואת הגליםבעכשיו  נדון ,dx dy dz 

הזאת  קובייהממדית, הכוח שפועל על ה-בכיוונים של שלושת הצירים. בהכללה של הדוגמה החד

  הוא x- בכיוון ציר
2

2

( )
( )

yxx xx zxu
dxdydz dxdydzx y zt

 


   
       

r
.  

  

   נותן , חוק הוקבסימטריה קובית, ועם הסימונים דלעיל
  

11 12 11 12( )
yx z

xx xx yy zz
uu u

C C C Cx y z   
  

          
,

44 442
yx

xy xy
uu

C C y x 
 

      
   ,44 442 x z

xz xz
u u

C C z x 
  

     
.  

  

  בסך הכול מתקבל
  

2 22 2 2 22 2

11 12 442 2 2 2
y yx x x xz zu uu u u uu u

C C Cx y x z x y x zt x y z


        
                         

,  

  

 פונקציות גל, . הצבה שלz-ו yועוד שתי משוואות דומות עבור הכוחות בכיוונים 
( )( ) i te   k ru r A,נותנת שלוש משוואות לינאריות מצומדות ,  

  
2 2 2 2

11 44 12 44[ ( )] ( )( )x x y z x x y y x z zA C k C k k A C C k k A k k A      ,  

2 2 2 2
11 44 12 44[ ( )] ( )( )y y x z y x y x y z zA C k C k k A C C k k A k k A      ,  

2 2 2 2
11 44 12 44[ ( )] ( )( )z z x y z x z x y z yA C k C k k A C C k k A k k A      .  

  

11נקבל גל אורכי עם יחס נפיצה  x-למשל, עבור גל בכיוון ציר /L xC k   ושני גלים רוחביים

44עם יחס נפיצה  /T xC k במקרה הכללי ביותר מתקבל באופן דומה . 
2

,A C k k A       .  
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  נ5.1 שאלה

  את יחסי הנפיצה לגלי קול בסימטריה קובית, עבור  קבלו

   ,XY-במישור כללי בכיוון גל  .א

  ).111( בכיוון גל  .ב
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  בגופ הפרקשאלות תשובות ל
  

  5.1.1 תשובה

 ם), משוואות התנועה הכלליות עבור אינטראקציה הרמונית ע5.1.3בהכללה של משוואה (  .א

   הן ma שכנים במרחק
  

, (2 )n L m n n m n m
m

Mu D u u u    .  

 מובילים שוב אל פתרון גלי מהצורה 5.1סעיף שיקולים דומים לאלה שהוצגו בהתחלת   
( )

0
i kna t

nu A e . ובלבד שיתקיים הקשר  שזהו אכן פתרון, הצבה במשוואת התנועה מראה  
  

2 2
, ,(2 ) 4 sin ( /2)ikma ikma

L m L m
m m

M D e e D mka     .  

  

), ולכן מספיק לחקור אותו 5.1.7גם יחס הנפיצה הכללי הזה מקיים את המחזוריות, משוואה (  

, מספיק לחשב את קשר kהראשון. בגלל הסימטריה להיפוך הסימן של  באזור ברילואן

0רק עבור  הנפיצה /k a ,גזירה נותנת את מהירות החבורה . 

,[ /( )] sin( )g L mmv a M mD mka  גם במקרה הכללי הזה מהירות החבורה מתאפסת .

kaבקצה אזור ברילואן,  0 . פיתוח לידk   ,נותן את מהירות הקול

2
, /g L mmc v a m D M  . 1 הפיתוח הזה נכון, כל עודmka   לכלm .שמופיע בסכום  

  

), 4.4.5ממשוואה (  .ב
12 6

( ) 4U R R R
 

         
     

2. שימוש בהגדרה 2
, ( )/ |L m R maD U R R    

 נותן
14 8

2 2
2

96
26 7 sin

2m
mkaM ma ma

  


             
       

 אחרי ביצוע הסכימה, יש להציב .

6משקל, - את הערך של קבוע הסריג בשיווי
12 6( / ) 2 /a A A   ראו את הדיון ואת הסימונים]

)]. בממד אחד, 4.4.6אחרי משוואה (
1
1/ ( )n

n mA m n


  ,כאשר ערכי פונקציית הזתא ,

( )n מתועדים בכל תוכנת חישוב ובכל ספר של פונקציות ,  

(6)6מתמטיות ושל קבועים מתמטיים. בפרט,  /945 1.0173     

(12)12-ו 691 /638512875 1.000246  ארוכים, מציבים  . בגבול של גליםsin x x  אם)

1kamכי זה קירוב טוב רק עבור  ולכן הוא לא יעבוד במרחקים הגדולים) ומקבלים ,  
  

12 6 2
62 2 2 2

12 6
12

24 26 7 72 74.5
A

M A A k k ka a A
    

               
      

.  

8.63זאת התנהגות אקוסטית, עם מהירות הקול    /c M חישוב נומרי של הסכום בלי .

  פיתוח בטור של הסינוס נותן תוצאה איכותית דומה. 

2 ,הנדון במקרה  .ג 2 2 2
0 ,2 ,1sin ( /2)[1 (4 / ) cos ( /2)]L Lka D D ka  0 , כאשר ,12 /LD M . 

  האיור להלן מראה את יחס הנפיצה. קל לראות כי בקצה של אזור ברילואן האיבר 

0ום מקומי, השני בסוגריים מתאפס, ומקבלים מינימ  בין הראשית לבין הנקודה .  



 405   תנודות ה�ריג :5פרק   

 

maxהזאת מופיע מקסימום,  0 ,1 ,2 ,1 ,2( 2 )/(4 )L L L LD D D D  , בנקודה 

2
max ,1 ,2 ,2sin ( /2) ( 4 )/(8 )L L Lk a D D D  מהירות החבורה מתאפסת גם בנקודת המקסימום .

), ולכן גם בה יופיעו גלים עומדים. בדוגמה הנדונה, הזאת (כמו בכל נקודת אקסטרמום

maxהמקסימום מופיע בנקודה  2 /3k a  כפי שאפשר לראות מהאיור, מתקבל פתרון גלי .

0(לכל סימן של מספר הגל) עבור  בודד  0. בתחום max     ,יש שני פתרונות גליים

maxבתחום ו  .אם סופרים גם את 2- מספר הפתרונות מוכפל ב אין פתרונות גליים ,  

  ים השליליים.- k- ה

  

  

  

  5.1.2 תשובה

,לבין שני שכניו הם  n- הוֶקטורים שמקשרים בין האטום ה 1n nR ולכן הזווית ביניהם מתקבלת ,

,מהקשר  1 , 1 , 1 , 1cos /( )n n n n n n n n nR R     R R הצבה של ., 1 1ˆn n n na    R x u u  ופיתוח

2בטור טיילור בתזוזות של האטומים נותנים  2
1 1cos 1 (2 ) /(2 ) ...n n n n a      v v v כאשר ,

nv  הוא המרכיב הרוחבי של הוֶקטורnR ,בהנחה שהאנרגיה מתכונתית לביטוי הזה .

(1 cos )nnU C   משוואות התנועה עבור המרכיבים הרוחביים הן ,  
  

2
1 1 2 1 2 12(2 ) ( 2 ) ( 2 ) /n n n n n n n n n nM C a                v v v v v v v v v v,  

  

) והצבת )
0 Ti kan t

n e v v נותנת  2 2 2 46 2cos(2 ) 8cos( ) / ...TM C ka ka a Ca k     .  

  

  5.1.3 תשובה

  ) בצורה5.1.13אפשר לרשום את משוואה (
  

2 2/ ( 1)/
(1 )/ 2/

ika
ika

A AM e MDB Be m m
              

.  

  

הוא וקטור עצמי של המטריצה שמופיעה באגף ימין, עם  B- ו Aלכן, הוֶקטור שמרכיביו הם 

, אזי הערכים העצמיים מתקבלים . אם מסמנים את המטריצה הזאת על ידי 2הערך העצמי 

)2מהשוואת הדטרמיננטה של  )  2היא מטריצת היחידה מסדר  1לאפס, כאשר  1 2 .

). כשמציבים את אחד הערכים העצמיים לתוך המשוואה, 5.1.14הדרישה הזאת זהה למשוואה (

  ).5.1.18כמו במשוואה ( בין מרכיבי הוֶקטור העצמי המתאים, מתקבל היחס
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  5.1.4 תשובה

   משוואות התנועה הופכות להיות
  

( )
1 0( ) ( ) i kna t

n n n n nMu D u v D u v e e 
      ,  

( )
1 0( ) ( ) i kna t

n n n n nmv D v u D v u e e 
      .  

אלה משוואות של תנועה הרמונית מאולצת. נחפש פתרון פרטי של המשוואות: נניח שהאטומים 

)"עוקבים" אחרי התנודות של השדה החשמלי, כלומר, נשתמש בהצבה הרגילה,  )i kna t
nu Ae  ,

( )i kna t
nv Be עם אותם מספר גל ותדירות כמו של השדה החשמלי. ההצבה נותנת , 

2
0[2 (1 ) ]ikaM A D A e B e      ,2

0[2 (1 ) ]ikam B D B e A e     ומכאן ,  
  

2
0[ 2 (1 )] E / detikaA m D D e e    ,    2

0[ 2 (1 )] E / detikaB M D D e e    ,   
  

2כאשר  2 2 2det ( 2 )( 2 ) 4 cos ( /2)M D m D D ka    בתא יחידה . מומנט הדיפול המושרה 

 ק בין היונים החיוביים והשליליים:מרחשינוי ההוא המטען כפול ב
2 2 2( , ) ( ) ( , )[( ) 4 sin ( /2)]/detn np n t e v u e n t m M D ka       .שמהירות האור  מאחר

1ka, מותר להניח כי רויות הגלים האקוסטיים והאופטיים בגבישממהי 510גדולה בערך פי  . 

0ka בקירובאם מציבים  רה אינם תלויים הן השדה החשמלי והן מומנט הדיפול המוש , אזי

P מומנט הדיפול המושרה ליחידת נפח, במקום, ומתקבל   , עם מקדם הקיטוב

2 (הפולריזביליות) 2 2
0/[ ( )]e      כאשר ,  היא הצפיפות (מספר תאי היחידה ליחידת

)/ נפח), )mM M m   0-היא המסה המצומצמת ו 2 /D   היא תדירות התנודה

0kהאופטית בגבול  5.1.17( , משוואה(.  
  

1למקדם הקיטוב,  קשור, המקדם הדיאלקטרי ומגנטיות בחשמל מהקורס כידוע 4   ,

2 ולכן 2 2
01 4 /[ ( )]e       הפונקציה הזאת מתוארת באיור להלן. מהירות האור .

lightc/בחומר היא  c  ולכן מספר הגל הוא ,/ / lightk c c    .שהמקדם  מאחר

 הזה מספר הגל הזה הופך להיות מדומה, באזורהדיאלקטרי שלילי בטווח מסוים של תדירויות, 

k i ,כמוהמרחק עם דועכים בחומר האור גלי ןולכ , nae  .החומר תדירויות של הזה בתחום 

  .לקרינה אטום
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  5.1.5 תשובה

  הן"חדשות" ה התנועה משוואות
  

1 2 1 2 1( ) ( ) ( ) ( )n n n n n n n n nMu D u v D u v D u u D u u            

1 2 1 2 1( ) ( ) ( ) ( )n n n n n n n n nmv D v u D v u D v v D v v          .  
  

) פונקציות הגל הצבת )i kna t
nu Ae , ( )i kna t

nv Be  נותנת   
  

2
2[2 ( 1) ] 2 [1 cos( )]ikaM A D A e B D ka A     ,  

2
2[2 (1 ) ] 2 [1 cos( )]ikam B D B e A D ka B     ,  

  

  להיות הופכת המקדמים ודטרמיננטת
  

     2 2 2 2 2 2
2 22 4 sin 2 4 sin 4 cos 0

2 2 2
ka ka kaM D D m D D D               

,  

  

  הפתרונות עם

 22 241 1
1 sin

2
D kaD M m D          

  

   
2 22 2

2 2 22 24 4 24sin ( /2)1 1
1 sin 1 sin

2 2
D D Dkaka kaD M m D Mm D D

                       
.  

  

 שני ערכים של עבור ,5.1.4אותם סימונים כמו באיור  עם מראה את שני הפתרונות, להלן האיור

2D .2. כאשר האופטי בענף האיכותי השינוי את לציין מענין 0D  ,5.1.4 איור משוחזר .

0k-ב המקסימום ואז"משתטח",  אופטי, הענף הגדלים השניים השכנים עם כשהכוחות  הופך 

0D בגבולהולך וגדל.  2D- ש ככל וקטן הולך הזה המינימלי הערך. למינימום  ,הכוחות 

 אטומים סוג לכל התנועה משוואות. הסוג מאותו אטומים בין רק פועלים שקיימים היחידים

נפיצה כמו אלה שמתוארים באיור  יחסי מתקבלים ולכן), 5.1.5( המשוואות עם אז מתלכדות

 תדירויות ועם שונות קול מהירויות עם ולכןסריג, - אבל עם מסות שונות לכל תת – 5.1.2

  .שונות מקסימליות
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  5.1.6 תשובה

 האטומים בין הקפיץ קבוע את נסמן. שוות מסות עם עכשיו, אטומים שני כולל עדיין היחידה תא

 בתאים קרובים אטומיםואת קבוע הקפיץ שמחבר בין  1D- (למשל, הקשר היחיד) ב התא בתוך

 עיגול שנמצאים בשני הצדדים של אלה הקפיצים 5.1.3 באיור( 2D-ב(הקשר המשולש)  שכנים

  הן התנועה משוואות). כהה
  

2 1 1( ) ( )n n n n nMu D u v D u v    ,     1 2 1( ) ( )n n n n nMv D v u D v u     ,  

  ומכאן
  

2
1 2 1 2( ) ( )ikaM A D D A D D e B    ,       2

1 2 1 2( ) ( )ikaM B D D B D D e A    ,  

  דטרמיננטת המקדמים מתאפסת כאשר ולכן
  

2 2 2
1 2 1 2 1 22 cos( )M D D D D D D ka     .  

  .5.1.4 באיור לתוצאה איכותית דומה הזאת התוצאה

  

  5.2.1 תשובה

0, וקטורי הסריג הם x-מימדי בכיוון ציר- עבור סריג חד  .א ˆm maR xולכן , 
0 0
0( ) ( ) '( )/( ) [ "( ) '( )/( )] "( )L xx mmD D U ma ma U ma U ma ma U ma    R Rזאת,  . לעומת

 ) איננו תורם לתנודות רוחביות, ולכן5.2.3האיבר השני במשוואה (
0 0 0
0( ) ( ) ( ) '( )/( )T yy m zz mmD D D U ma ma  R R R.  

ג'ונס, -עבור פוטנציאל לנארד  .ב
7 13

24
'( ) 2U ma ma ma

  


         
    

 

14 8

2
24

"( ) 26 7U ma ma ma
  



         
    

   וההמשך ברור. ,

  

  5.2.2 תשובה

0 תלויה בקואורדינטה iu הפונקציה
iR. 0- נסמן את הפונקציה הזאת ב( )i iu U  R,לכן . 

0
' 1( )i iu U  R a,  0ומתקיים 0

1 1( ) ( ) ( )i iU C U  R a a R.  הזזה חוזרת על ידי אותו

0וקטור סריג נותנת  0 02
1 1 1( 2 ) (2 ) ( ) [ ( )] ( )i i iU C U C U    R a a R a Rולכן גם , 

1 1( ) [ ( )]nC n Ca a, 1 או 1log[ ( )] log[ ( )]C n n Ca a 1. הפונקציה היחידה שלna  שגדלה

1 ולכן הזה,היא הפונקציה שמתכונתית לוֶקטור  nלינארית עם  1log[ ( )]C n n a a K, כאשר K 

הוֶקטור  ,1-יהיה שווה ל C הוא וקטור כלשהו. מאחר שאנחנו גם דורשים שהערך המוחלט של

K  ,חייב להיות מדומה, כלומרiK k,  כאשרk  :וקטור ממשי. זה משלים את ההוכחה

11( ) iC e  k aaטיפול דומה בוֶקטורי הבסיס האחרים נותן עכשיו . 

1 1 2 2 3 3( )
1 1 2 2 3( ) i n n nC n n n e      k a a aa a a 0. אם נבחר 0i R ,כלומר ,( )i t

i e u A וכן ,
0

1 1 2 2 3'i n n n  R a a aלבסוף , נקבל 
0
'( )

' 1 1 2 2 3( ) ii t
i iC n n n e      k Ru a a a u A.  
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  5.2.3 תשובה

 נסמן את קבועי הקפיץ עבור השכנים השניים על ידי ,)5.2.3( משוואהבעקבות   .א

0 0 0
3 4 3

ˆ ˆ( ) ( )D D D D     R R R. למקדמים  מתקבלות התוספות הבאות ,לכן

3ההרמוניים האלכסוניים:  4 3 3 4( )/2 ( )/2xx yyD D D D D D D        ,3zzD D  ,

4 כאשר "( 2)D U a, 3 '( 2)/( 2)D U a a. ,0 מתקיים כמו כן 0ˆ ˆR R 1/2ijx ijy  ,  ולכן

4 אלכסוניים למטריצת המקדמים,-ם לאנוספים איברי 3( )/2xyD D D    כאשר הסימן ,

0 עבורחיובי  ˆ ˆ( )ij a  R x y  0ושלילי עבור ˆ ˆ( )ij a  R x y0 , וכןxz yzD D   . 

  ) מקבלים כעת5.2.6ממשוואה (
  

3 4

3 4

( ) ( ) ( )[4 2cos( ) 2cos( )]/2

2( )[1 cos( )cos( )]

xx yy x y x y

x y

K K D D k a k a k a k a

D D k a k a

        

  

k k 
  

3( ) 4 [1 cos( )cos( )]zz x yK D k a k a  k  

3 4

3 4

( ) ( )[cos( ) cos( )]

2( )sin( )sin( )

xy x y x y

x y

K D D k a k a k a k a

D D k a k a

     

  

k
  

  

2 ), משוואות התנועה הן5.2.5ממשוואה (   [ ( ) ( )]x xx xx x xy yM A K K A K A     k k  , 

2 [ ( ) ( )]y yy yy y xy xM A K K A K A     k k   ,2 [ ( ) ( )]z zz zz zM A K K A   k k  ,לכן .

  התדירות של התנודה הניצבת למישור היא
  

2 2 2
2 2 3( ) 4 [sin ( /2) sin ( /2)] 4 [1 cos( )cos( )]T zz T x y x yM K D k a k a D k a k a     k .  

 ות מצומדות,לינאריכדי לקבל את התנודות בתוך המישור יש לפתור עכשיו שתי משוואות   

 ריבועית עבור התדירויות המותרות,ולכן יש לפתור משוואה 

2 2 2( )( ) ( )xx yy xyM K M K K     .  אם מתעלמים מהקשרים בין קבועי הקפיץ, שנובעים

מקבלים תוצאות שאינן שונות בהרבה מאלה  המשקל של הכוחות המרכזיים,-שיווימדרישת 

  שהתקבלו עבור שכנים קרובים בלבד.
  

התוצאות עבור שלושת אופני התנודה מוצגות באיור הימני להלן, עבור שלושת הכיוונים   

1 העיקריים באזור ברילואן (עם קבועי הקפיץ 3 42 , 1.5 , 0.5T L L LD D D D D D   

La/ וביחידות של D M.( עבור גל אורכי שנע בכיוון אחד הצירים, למשל ציר -x,  מתקיים

0xyK , 2 ולכן 2
3 4( ) 4( )sin ( /2)L xx L xM K D D D k a    k.  יחס הנפיצה הזה דומה

אטומים על אותו קו  וכן עבור אותו גל במקרה הקודם: ממדית,- לזה שקיבלנו עבור שרשרת חד

 שניצב לכיוון התנועה נעים עם אותן תזוזות. רק מהירות הקול השתנתה,

3 4( )/Lc a D D D M  . באופן דומה, התדירות של גל רוחבי שמתנודד בכיוון ציר -y  שנע

2באותו כיוון מתקבלת מהמשוואה  2
1 1 3 4( ) 4( )sin ( /2)T yy T xM K D D D k a    k ואילו ,

באותו כיוון מתקבלת מתוך  z- התדירות עבור גל רוחבי שמתנודד בכיוון ציר
2 2

2 2 3( ) 4( 2 )sin ( /2)T zz T xM K D D k a   k 2, עם מהירות הקול 3( 2 )/Tc a D D M  .
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כל הניוונים  מתקבלים אפוא שלושה יחסי נפיצה שונים זה מזה, עם שלוש מהירויות קול שונות.

  ויש שלושה ענפים בכל אזור ברילואן. שקיבלנו קודם מוסרים,
  

אילוץ זה נותן  משנה את התמונה. המשקל-האילוץ שנובע מדרישת שיווי אחד, ממדכמו ב  

2 עכשיו [ ( ) ( 2 )]totU N U a U a ולכן , '( 2 ) '( )/ 2U a U a  ,2. מכאן 32 0TD D  ,

התנודות הללו הוא  שלהנפיצה  יחסתנודות ניצבות למישור מתאפסת.  שלומהירות הקול 

2 עכשיו
2 2( ) 2 [1 cos( )][1 cos( )]T zz T x yM K D k a k a    k הוא מתאפס על  (בדקו!), ולכן

2 ומקבל את הצורה המקורבת ברילואן, אזורהצירים ב 4 2 2
2 2T T x yM D a k k  ליד הנקודה 

.  י הנפיצה בכיוונים יחס באופן איכותי. דומהההתנהגות של אופני התנודה בתוך המישור

ועית של התדירות עבור נבחרים מוצגים באיור השמאלי להלן. שימו לב להתנהגות הריב

  בצד ימין של האיור הזה.  התנודה הניצבת למישור ליד הנקודה

  

                

  

  בגבול האקוסטי,  המשוואות שקיבלנו הן  .ב
  

2 2 2 2
3 4 1 3 4 3 4{[( ) ( ) ] 2( ) }x L x T y x x y yM A a D D D k D D D k A D D k k A        ,  

2 2 2 2
3 4 1 3 4 3 4{[( ) ( ) ] 2( ) }y L y T x y x y xM A a D D D k D D D k A D D k k A        ,  

2 2 2 2
2 3( 2 )( )z T x y zM A a D D k k A   .  

ולכן יש להכליל את המשוואות שבנספח  הנוכחית יש סימטריה ריבועית במישור,למערכת   

  ממדי הזה. השוואה עם המשוואות בנספח מאפשרת לזהות- למקרה הדו
 

, , 3 4( )xx xx yy yy LC C a D D D   ,     , , 3 42 ( )xx xy xy xyC C a D D  , 

, , 2 3( 2 )zx zx zy zy TC C a D D  .  

  מתאפסים.עבור הכוחות המרכזיים המקדמים האחרונים   

  

  5.2.4 תשובה

2 ) מתקבל5.2.14מהביטוי שאחרי משוואה (  .א (3 / )[1 | | /3]D M U  , כאשר 

1 2 1 2( )i i iU e e e     k a k a k a a.  וקטור הגל של הנקודהK 4ˆ הוא /(3 )K ak x הצבה של .

1 2ˆ ˆ ˆ, ( 3 ) /2a a  a x a x y 0 מראה כיU ,  .ולכן שני הפתרונות מנוונים  
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K ההצבה  .ב k k q,  ופיתוח עד לסדר הראשון במרכיביq, נותנים 

(3 3)( )/4 ...x yU ia i q iq    ,  2ולכן 2 2| | 3 | | /4 ...U a q ומכאן ,

( ) (3 / )[1 ( 3/6) | |]K D M a   k q q .התדירות לינארית בסטיית וקטור הגל מהנקודה 

K.  

  

  5.2.5 תשובה

n,השכנים השניים של כל אטום שתנודותיו סומנו על ידי   .א mu  הם בדיוק ששת השכנים מאותו

זהות לאלה שנכללו במשוואה  תםת האינטראקציות אִ וולכן תרומ טיפוס בתאים השכנים,

משוואות  לכן, דבר חל לגבי האטומים מהסוג השני.אותו ) עבור הסריג המשולש. 5.2.9(

  ) הופכות עכשיו להיות5.2.14(
  

1 2 1 2( )2 [3 ] ( )i i iM A D K A D e e e B            k a k a k a a,  

1 2 1 2( )2 [3 ] ( )i i iM B D K B D e e e A         k a k a k a a,  

2כאשר    2 2
2 1 2 2 14 [sin ( / 2) sin ( /2) sin ( ( )/2)]K D       k a k a k a a התאפסות .

  משוואה ריבועית, עם הפתרונות המקדמים עדיין נותנת דטרמיננטת

1 2 1 2( )2 3 | |i i iM D K D e e e         k a k a k a a. את שני  יםמציג יםהבא יםהאיור

2הפתרונות עבור  0.4D D ,וברור שהתחרות  ,הענף האופטי משמאל) (הענף האקוסטי מימין

  הנפיצה. ת מבנה מורכב יותר של יחסיבין שני סוגי האינטראקציה יוצר

  

           

  
  

1ie הגורמיםרק את  הי הנפיצה מכיליחסשל כל הביטויים עבור  k- התלות ב  .ב k a 2- וie k a .

1שקיים  מאחר 2 1i ie e  G a G a, ,ברור שיתקבלו בדיוק אותן לכל וקטור סריג הופכי 

 ם נציבא ,משוואות k k G. משתנות תחת ההזזה הזאת. קיים גםהתדירויות לא  ,לכן 
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 1 2 1 2( ) 2
1 2 2 1| | 3 2cos( ) 2cos( ) 2cos ( )i i ie e e            k a k a k a a k a k a k a a גם .

Kהביטוי הזה וגם הביטוי עבור   כאשר מבצעים את ההחלפה ,אינם משתנים 

1 2 2 1 1    a a a a aוֶקטורכאשר מסובבים את ה ,, שצריך לעשות k 60-ב. ,לכן 

  כפי שאכן רואים גם מהאיורים שלהם לעיל. י הנפיצה אינם משתנים תחת הסיבוב הזה,יחס

| עבור  .ג | 1a k ,הענף עבור  ונקבל נפתח את התוצאות הנ"ל בטור טיילור בגודל הזה

2 האקוסטי 2
2( /4 3 /2)(| | )M D D a   k. ,וון הגל, ומהירות יהתוצאה איננה תלויה בכ שוב

/2 הקול היא עכשיו | | ( /4 3 /2)/c a D D M  k.  

2קיים  0k- ב  .ד ( 0) 3 3M D D   k2 , ולכן התדירות האופטית היא ( 0) 6M D  k .

A התנועה,ממשוואות  B , הסריגים מתנודדים זה לעומת זה (כמו במקרה של - ולכן שני תת

   שני אטומים שונים בממד אחד).

1 קיים Mבנקודה   .ה /2k b )1b ,ולכן ,)5.2.4 איוראו  3.4.2איור  הוא וקטור הסריג ההופכי 

1  k a, 2 0 k a. ,2 מכאן
2( ) (3 1) 8M M D D   , ו -A B   הסימן העליון עבור)

4ˆקיים  K בנקודה ).האקוסטיהענף  /(3 )ak x, 1 ולכן 4 /3 k a, 2 2 /3 k a. ,מכאן 

2
2( ) 3 9M K D D  , .היחס בין אמפליטודות התנודה  בענף האופטי, ושני הענפים מנוונים

1הוא  2 1 2 1 2 1 2( ) ( )/ ( )/ | |i i i i i iA B e e e e e e               k a k a k a a k a k a k a a כמוצג באיור ,

הבא (הקו העבה והקו הדק מתארים את החלק הממשי ואת החלק המדומה של היחס). בענף 

האקוסטי יש להחליף את הסימן של היחס. כפי שאפשר לראות, המונה והמכנה מתאפסים 

 ,0.5 הואהחלק הממשי שם  ולכן מתקבל גבול שונה משני צִדי הנקודה הזאת: ,Kבנקודה 

3 והחלק המדומה הוא  ,K ) מתאפסים בנקודה5.2.14מאחר שכל המקדמים במשוואות ( .2/

בכל מקרה, הערכים . B- ו Aאפשר בנקודה המיוחדת הזאת לבחור מקדמים כלשהם 

המוחלטים של שתי האמפליטודות תמיד שווים זה לזה, ורק הפאזות שלהן משתנות עם וקטור 

  הגל.
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  5.2.6 תשובה

להם מסות  ויש ההבדל היחיד בין שני הגבישים הוא שעכשיו שני היונים בתא היחידה אינם זהים,

  הופכות להיות  )5.2.13(  משוואות לכן, .m- ו M שנסמנן על ידי שונות,
  

, , 1, , 1 1, 13 ( )n m n m n m n m n mMu Du D v v v       ,  

, , 1, , 1 1, 13 ( )n m n m n m n m n mmv Dv D u u u       .  
  

1) הופכות להיות 5.2.14משוואות ( 2 1 2( )2 3 ( )i i iM A DA D e e e B          k a k a k a a ,

1 2 1 2( )2 3 ( )i i im B DB D e e e A       k a k a k a a, המשוואה  פתרוןמ יםמתקבלי הנפיצה יחסו

1הריבועית  2 1 2( )2 2 2 2( 3 )( 3 ) | |i i iM D m D D e e e         k a k a k a aלהלן מראה  . האיור

/ עבור את הענף האופטי והענף האקוסטי, 1.1M m  ההבדל הבולט ביותר לעומת המקרה של .

 הניוון הזה מוסר עבור בורון שני הענפים נפגשו בנקודה הזאת, גרפןבעוד ב :K נקודהבהוא  גרפן

בנקודה הזאת אגף ימין של המשוואה  הסיבה לפיצול ברורה מהמשוואה הריבועית: חנקני.

2ואז שני השורשים הם  מתאפס, 3M D  2- ו 3m D  שימו לב לדמיון למקרה החד)-

   י עם תא יחידה שמכיל שתי מסות שונות).ממד
  

  
  

  5.3.1 תשובה

,...,2,3 התנועה עבור כל הנקודות ה"פנימיות"משוואות  1n N   נשארות ללא שינוי, כמו

). כפי שראינו, המשוואות הללו נפתרות על ידי שתי פונקציות גל מונוכרומטיות, 5.1.3במשוואה (
( )i kna te  או ( )i kna te  ,  ולכן גם על ידי כל קומבינציה לינארית שלהן. משוואות התנועה עבור

1nהקצוות,   ו -n N) אבל יש להתחשב גם בתנאי השפה. התנאי 5.1.3, זהות גם הן למשוואה ,(

0 0u  קציות הללו, כלומר,מחייב אותנו לבחור את ההפרש בין שתי הפונ sin( ) i t
nu A kna e  .

), 5.1.3קל לבדוק על ידי הצבה שהפונקציות הללו, שמתארות גל עומד, אכן פותרות את משוואה (

). נותר רק לדרוש את תנאי השפה השני, 5.1.5עם אותו יחס נפיצה שקיבלנו קודם, משוואה (

1 0Nu   שנותן ,sin[ ( 1) ] 0k N a  ,כלומר ,/ [( 1) ]k k N a   .  לכאורה, קיבלנו

 צפיפות כפולה של ערכים של מספר הגל (בהשוואה לתנאי השפה המחזוריים שנדונו עד כה):

)]/ ההפרש בין ערכים סמוכים הוא 1) ]N a  2 במקום /( )Na  זניח עבור(ההבדל בין המכניםN 

שונות זו מזו רק עד כדי סימן, ולכן הן  k- ו kעם זאת, עכשיו פונקציות הגל עם מספרי הגל  גדול).

 אופן תנודה. מכאן, שיש לספור רק את הערכים החיוביים בתוך (חצי) אזור אותומתארות את 

,...,1,2ברילואן הראשון,  N בסך הכול קיבלנו .N ,כמו קודם. פתרונות בלתי תלויים  
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  5.3.2 תשובה

משקל מיקומי האטומים הם -במצב שיווי , אזיRאם רדיוס המעגל הוא   .א
0 (cos[2 / ],sin[2 / ])n R n N n N R 0. קל לראות כי מתקיים 0

nn N R R,  ולכן הטבעת

). אותו קשר חייב להתקיים בין מיקומי האטומים, גם כשהם 5.3.1מקיימת את משוואה (

  המשקל.- מתנודדים סביב מצב שיווי

cos[2)-נסמן את מיקומי האטומים המתנודדים ב  .ב / ],sin[2 / ])n n nR n N n N     R .

  נים עוקבים הוא המרחק בין שני אטומים שכ
 

, 1 1, 1,2 sin[ / /2] {2sin[ / ] cos[ / ] ...}n n n n n nR R N R N N          ,  
  

,1 כאשר   1n n n n    לכן, הפוטנציאל המרכזי בין השכנים הללו הוא .  
 

2
, 1 0 0 0 1, 0 0 1,( ) ( ) '( ) "( )( ) /2 ...n n n n n nU R U X U X Y U X Y      ,  

  

0 כאשר   2 sin( / )X R N ,, 0 cos( / )Y R N 1, 1N N N    לבסוף מתקבל . 

2 2
, 1 0 0 0 1,1 1

( ) ( ) "( )( ) ( ) /2 ...
N N

n n n nn nU R NU X U X Y   
    כאשר השתמשנו גם ,

1,1בסכום 
0

N
n nn  

. משוואות התנועה הן לכן  
  

2, 3, ..., 1n N              ,1 1(2 )n n n nM D       ,  

1 1 2(2 )NM D      ,             1 1(2 )N N NM D      ,  

2כאשר   
0 0"( )( )D U X Y6 . עבורN , אפשר לרשום את המשוואות הללו בצורה  

  

11

22

33

44

55

66

2 1 0 0 0 1

1 2 1 0 0 0

0 1 2 1 0 0

0 0 1 2 1 0

0 0 0 1 2 1

1 0 0 0 1 2

M D








     
        
        
     
        

       








.  

ים אחרים פשוטה. בדיקה מראה כי וקטור העמוד שמרכיביו הם - Nההכללה עבור   
2 3 4 5 6( , , , , , )ik ik ik ik ik ike e e e e e       עם הערך  עצמי של המטריצה באגף ימין,הוא וקטור

cos]2 העצמי 1]k 1 , בתנאי שמתקיים גם התנאיNike  שנובע מהשורה הראשונה ,

2ערכים מותרים של "מספר הגל",  Nומהשורה האחרונה במטריצה. לכן, יש רק  /k N  ,

1,2,..., N.  אפשר עכשיו לרשום כל פתרון כללי של משוואת התנועה כסכום של הוֶקטורים

 העצמיים הללו,
1

N ik n
n e 


  

ולקבל  כי ,  
  

1 1

2 [cos 1]
N N

ik n ik nM e D k e 
 

     
 

 ,2   ,    כלומר [1 cos ]M D k     
 .  
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 ,שנותנת את התלות המחזורית בזמן של המקדמים  זאת משוואה של אוסצילטור הרמוני,  

  ).5.1.6עם התדירויות שהתקבלו במשוואה (
  

  5.4.1 תשובה

2 נחשב את האינטגרלים עבור אחד מאופני התנודה. שימוש בזהות /2 2 /axdxe a
 


 נותן  
 

 2 12 / 2 /( ) / ( )Z M M h           ,  

  

ln ולכן ln [ ln( ) ln( )]Z Z N         ,ומכאן 
ln

B
ZE Nk T


  


 ,  

V-ו B
V

E
C NkT

 
    

.  

  

  5.4.2 תשובה

   שווה לאנרגיה הכללית הקלאסית. 5.4.1השטח מתחת לקו האופקי באיור 

Bk- ל שווה הזה השטח T לטמפרטורה עד T. הוא באיור המוצלל השטח  
 

0 0
( ) ( 0)

T T
V

V

E
dTC dT E T E TT

 
      

 , האנרגיות  הם ימין באגף כשהביטויים  

  הואהשטח הנדון ). לכן, 5.4.6הקוונטיות הממוצעות, שמופיעות במשוואה (
 

0 0
[ ( )] lim [ ( )] lim [ ( ) ( 0)]

T
B V B V BT T

A dT k C T k T dTC T k T E T E T


 
        .  

) ),5.4.6( ממשוואה 0) /2E T   .  גבוהות נותןפיתוח של אותה משוואה בטמפרטורות 

 2 3 2( ) /2 /{ ( ) /2 [( ) ]} ( )BE T O k T O                        ,לכן . 

limבסך הכול מתקבל  [ ( /2)] /2T B BA k T k T        אנרגיית תנודת . זוהי בדיוק

  שמבדילה בין התוצאה הקוונטית לתוצאה הקלאסית. האפס,

  

  5.4.3 תשובה

0), 5.1.6ממשוואה (  .א | sin( /2) |ka ,0 . עבור גלים ארוכים | /2 |ka ,  ולכן מהירות

0הקול היא  /2c a) 00 ), המספר הכללי של מצבים בטווח5.4.11. ממשוואה    הוא  
  

0 0 1
0

2 2
0 0 00

12
( ) arcsin( )

1 ( / ) 1 0

LL d dx L Ld g x Nc c a ax

 
 

   
    

   .  

  :xeבטור במשתנה  )5.4.13נפתח את הביטוי שבתוך האינטגרנד במשוואה (  .ב
  

2 2

0 1

1
/( 1) /(1 )

1
x x x x mx mx

x
m m

d de e e e e medx dxe

 
   


 

       
  .  
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2 הצבה באינטגרל נותנת   2
1 10

2/ 2 (2)mx
m mdxx me m 

  
 

    משתמשים פעמיים)

. אחת הדרכים לעשות זאת היא מפיתוח של (2)באינטגרציה בחלקים). נותר לחשב את 

sin הפונקציה /x x  לסדר שני בעד-x. הפונקציה הזאת מתאפסת בנקודות x m  ולכן ,

היא חייבת לקיים 
2 2 2 2

4
2 2 2 2

sin
(1 )(1 )(1 )... 1 (2) ( )

4 9
x x x x x O xx 

   
      . ,מצד שני 

2 פיתוח טיילור רגיל נותן 4sin / 1 /6 ( )x x x O x  . ,(2)2 מכאן /6 .  
  

min, כאשר נמוכות בטמפרטורות  .ג ( / ) 1x a    2, הפונקציה 2/( 1)x xx e e   שיורדת)

min מונוטונית) חסומה מלמעלה על ידי min min2 2 2
min min/( 1)x x xx e e x e  .את מחליפים אם 

 החום עבור לאינטגרל מחוץ אל אותו ומוציאיםהזאת באינטגרל על ידי החסם הזה,  הפונקציה

(א). מתקבל חסם עליון לאינטגרל,  בחלק שהופיע האינטגרל את חשבל, אזי נותר הסגולי

min min min2 2 2
min min( ) /( 1)x x x

V B BC optical k Nx e e k Nx e   . מאחר שהחסם דועך

  גם החום הסגולי חייב לדעוך באופן דומה (או אפילו יותר מהר). גדל, -אקספוננציאלית כש

  

  5.4.4 תשובה

2יחס הנפיצה הוא   .א
22 [1 cos( ) 1 cos( )]T x yM D k a k a     ולכן מהירות החבורה היא ,

2 ˆ ˆ( ) sin( ) sin( )T
g x y

D a
k a k aM


    kv x y מהירות החבורה מתאפסת, רק אם שני .

xk,0 מרכיביה מתאפסים, וזה קורה, רק כאשר a  0-ו,yk a  כלומר, עבור הנקודות ,

בנוסף  ,(הפינות) של אזור ברילואן K ועבור הנקודות מטיפוס (אמצעי הפאות) Mמטיפוס 

  .  למרכז האזור, בנקודה
  
) ליד הפינה  .ב / , / )K a a  אפשר להציב 'x xk a k a  ו -'y yk a k a , ולקבל 

2 2 2 2
2 22 [1 cos( ' ) 1 cos( ' )] [8 {( ') ( ') } ]T x y T x yM D k a k a D k k a        המשטחים .

שרדיוסו  מהירות החבורה על כל מעגל כזה, .K התדירות הם לכן מעגלים סביב הנקודה- שווי

'k, ,וגודלה הוא מצביעה בכיוון הרדיאלי 
2

2 '
| | T

g
D a k

M
v .(!בדקו) 2 היקף המעגל הוא 'k ,

 ) נותנת5.4.18ולכן משוואה (
2 2

2
( )

2 T T

NM N Mg D D


 
  2-(השתמשנו גם בV a מעניין .(

  לציין שצפיפות המצבים הזאת איננה תלויה בתדירות. 
  

מספיק לחשב את התרומה מהרבע הימני העליון של אזור ברילואן. התוצאות מהרבעים   .ג

)האחרים זהות. על הקו  / ,0) (0, / )a a   מתקייםy xk a k a  הצבה בביטוי לתדירות .

2תדירות, עם -מראה כי זהו אכן קו שווה
24 TM D ,הצבה בביטוי למהירות החבורה . 

2 ˆ ˆsin( ) sin( )T
g x y

D a
k a k aM

   v x y, 2 נותנת| | 2 sin( )T
g x

D a
k aM

v לכן, תרומת הקטע .

00-) מתכונתית ל5.4.19ינטגרל במשוואה (הזה לא
ln[tan( /2)] |

sin
x
x

dx xx
 

  ,  כאשר
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xx הצבנו k a. ,מהתלות הלוגריתמית של האינטגרל בגבולותיו אפשר להסיק  עם זאת

גם כשנזיז את התדירות מעט מתחת או מעט מעל לערך  שתתקבל תלות לוגריתמית כזאת,

  הנדון.
  

התדירות היחיד באזור ברילואן שמכיל נקודות שבהן - הקו שתואר בחלק (ג) הוא הקו שווה  .ד

מהירות החבורה מתאפסת. לכן, לצפיפות המצבים יש ערכים סופיים בכל נקודה אחרת באזור 

0- ברילואן. היא מתחילה עם קו לינארי ב  ) ית )], מתבדרת לוגריתמ5.4.20[ראו משוואה

24-ב /TD M וחוזרת לערך הקבוע שחושב בחלק (ב) ליד התדירות המקסימלית , 

28 /TD M .  צפיפות המצבים מתאפסת מעל לערך הזה. האיור הבא נותן תיאור סכמטי

  של התוצאה.

 

 

  5.4.5 תשובה

  , ולקבל  x- אפשר לפתח את הביטוי בתוך האינטגרל בטור חזקות ב 1Xעבור    .א
  

1
1 2 2 3 2 1 2

2
0 0 0

2

1 1 1 1
(1 ...)/( ...) (1 ...)

2 2 6 12( 1)

/ /[12( 2)] ...

X X Xd x
d d

x

d d

x edx dxx x x x x x dxx x
e

X d X d


 



         


   

    

  ומכאן התוצאה המבוקשת.  
  

 אפשר לבטא את האינטגרל בצורה  .ב
1 1 1

2 2 20 0( 1) ( 1) (1 )

d x d x d xX
x x xX

x e x e x edx dx dx
e e e

    


 

    .   

, עם ערכים מספריים dI- האינטגרל הראשון שווה ל ),5.4.22כפי שהוזכר אחרי משוואה (

  , אפשר לפתח את האינטגרנד באינטגרל השני בטור חזקות 1X- סופיים. מאחר ש

, xe- ב
1

1 2
2

[1 ( )]
(1 )

d x
d x x

xX X
x edx dxx e O e

e
     


 
 אינטגרציה בחלקים נותנת . 

1 1 1
1| ( 1) ( )d x d x d X d X

d dXX
J dxx e x e d J X e O X e

        
       וזה משלים ,

  ההוכחה.את 
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  5.4.6 תשובה

 ) נותנת5.4.18משוואה ( בסימטריה כדורית,
1

( )
(2 )

dd
d g

NVS kg v



. ,מיחס הנפיצה 

/2 1/gv d dk k  , 2 ולכן / 1( ) dg   . ,2 עבור יחס נפיצה אקוסטי ,   

): 5.4.21מתקבלת מההכללה של משוואה ( ). תדירות דביי5.4.20חוזרים לתוצאה (

2 /
0

( )D d
DN d g

    ) נותנת עכשיו 5.4.22. הכללה של משוואה ( 
 

2 /
2 2 / 1

2 20 0

2
( )( )

( 1) ( 1)
D D

d xB B d
V xD

k dN k Te eC d g dxx
e e

    
    

 
 

      
 




.  

B כאשר Dk T  , ,ולקבל אפשר לשלוח את הגבול העליון של האינטגרל לאינסוף 
2 /d

VC T . פטי,-בגבול ההפוך מתקבל חוק דולון V BC k N,  שאיננו תלוי בפרטי יחס

   הנפיצה.

  

  5.4.7 תשובה

 ), החום הסגולי של ענף אקוסטי אחד הוא5.4.9ממשוואה (

 
( )2

( ) 2
( )

( 1)V B
eC k

e
 

  

k

k kk


,  ,כשהסכום הוא על הערכים הבדידים של וקטור הגל

1 2 3, , 1 1 1 2 2 2 3 3 3( / ) ( / ) ( / )N N N  k b b b     , 2/ עם /2 1m m mN N   .  במשוואה

 ,3aאם העובי הסופי הוא בכיוון  ים לאינטגרלים.- i-הפכנו את שלושת הסכומים על ה )5.4.16(

3 אזי 3 1 2/ ,N L a N N  ,במקרה הזה אין להפוך את  ועשוי להיות קטן. הוא עכשיו סופי

מותר להפוך את שני הסכומים האחרים  מצד שני, ויש להשאירו כסכום. לאינטגרל, 3 סכום עלה

 ) הופכת להיות5.4.9לאינטגרלים. לכן, משוואה (
3

1 2 1 2 2
2

[ ( )] [ ( )]
(2 )

N N a a
f d kf 


  k k k. 

222222במודל דביי, בסימטריה טטרגונלית, יחס הנפיצה הוא  )( zyx kckkc   הסימטריה .

2 ולכן מאפשרת לעבור לקואורדינטות גליליות, XYבמישור  22 2 /d k kdk d c   ,  כאשר

השתמשנו ביחס הנפיצה. אם נסכם על כל הגלים עם תדירות קטנה מתדירות דביי, 

2 2 2 2 2 2 2( )x y z Dc k k c k     1 , נקבל 2 1 2
2

[ ( )] 2 ( )
(2 )

D

z zk c k

N N a a
f d f

c


   
 

  k k, 

3רק על הערכים החיוביים,  נובע מהסכימה 2כאשר הגורם של  30 2 / /zk L N L    .

zגם  תתקבל תרומה שונה מאפס, רק אם יתקיים Dc k  . המספר הכולל של אופני תנודה הוא 

1 2 3 1N N N N  k1  . הצבת)( f  באגף ימין של הביטוי דלעיל נותנת את מספר אופני

 התנודה, 
 

 2 2 2 2 2
3 3 3 3

0

/ /2 /4 ( / ) ( 1)( 2)/12
D

z zz

D z D
k kc k

N Z d c k N c L N N N


    


 


       ,  
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2 כאשר
1 2 1 2 /( )Z N N a a c וכאשר השתמשנו בזהות 

/2 2
0

( 1)( 2)/24
N N N N


   אם . 

3N ,אפשר להפוך גם את הסכום על  גדול מאודzk ,ומשחזרים את הביטויים התלת לאינטגרל -

3 ), כאשר מציבים גם5.4.21ממדיים ממשוואה ( /( )DN L c   לעומת זאת, אם בסכום יש רק .

  ממדי. - ומשוחזר הביטוי הדו אזי האיבר השני קטן, מספר קטן של איברים,

  

 נציב נחזור עכשיו לחישוב החום הסגולי. 2 2
( )

( 1)B
ef k

e
 

   




 החלפת משתנה .

3האינטגרציה נותנת לבסוף 

3 3

/22 3 2
0

( / ) /( 1)DN x x
V B BC k Z k T dxx e e

 


  


 

כאשר , 

2 /c L   ,3 עם . האיבר הראשון בסכום 0,  נותן את התוצאה הרגילה עבור החום

1 הסגולי בשני ממדים. אם , 2 כלומר, אם / Bc L k T ,  אזי כל אחד מהאיברים האחרים

בסכום מתנהג כמו החום הסגולי של תדירויות אופטיות: הוא קטן אקספוננציאלית בטמפרטורות 

פטי) בטמפרטורות גבוהות. בתחום של טמפרטורות נמוכות - (חוק דולון Bk-נמוכות, ושואף ל

2ממדית, - דו והחום הסגולי מתנהג כמו במערכת י האיבר הראשון,הסכום נשלט על יד
VC T. 

2 בתחום הביניים לעומת זאת, / B Dc L k T      הגבול התחתון של האינטגרלים עבור

3 1  ,בר הראשון.והם יתרמו תרומות מסדר גודל דומה לתרומתו של האי הוא קטן יחסית 

-אזי מעבר לאינטגרל ייתן התנהגות תלת מספיק גדול), Lאם התחום הזה מספיק רחב (כלומר, 

3 כלומר, ממדית,
VC T.  2האיור להלן מראה תוצאות של חישוב נומרי של/VC T ביחידות ,

3 השונים, בסדר יורד, חושבו עבורשרירותיות. הקווים  /2 1,3,10,1000N  האזור האופקי .

3ממדית, והאזור שלימינו (עבור-בטמפרטורות נמוכות מתאים לתלות הדו 2N (  מראה

  ממדית.- התנהגות אפקטיבית תלת

  

כמו  ממדיות,-רכות חדממדיים כאלה נפוצים במצב מוצק. הם מופיעים גם עבור מע-מעברים בין

ממדיות - דו-בשכבות גליליות שמספרן הולך ועולה, וכן במערכות קוואזי יםצינורות ננו, שמצופ

ממדיות), שבנויות מסריגים מישוריים (או קוויים) עם צימודים חלשים מאוד -חד-(או קוואזי

  ביניהם.
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  5.5.1 תשובה

)/ אחד היא ממדצפיפות המצבים של מודל דביי ב ),5.4.11ממשוואה ( )g L c. ,לכן 

2

1

0 2( ) coth
2

x
i x

a dxu R xMc x
 

, 1 כאשר min /2x   , 2 /2Dx   .  לאינטגרל הזה אין

 קטנים מתקבל מהגבול התחתון x ביטוי אנליטי פשוט, אבל לערכי

2

1

0 2
2 2 2

1
( )

2 2 2

x B
i x

Lak Ta dx au R Mc Mcxx Mc  
  

 
 אם קיים בהסריג יצי מקריטריון לינדמן, .

0 2 2( ) /100iu R a,  ולכן
2 2

50B
Mck T N

, כאשר /N L a .  

  

  5.5.2 תשובה

 ) נותנת5.5.5בטמפרטורות גבוהות, משוואה (

min

1
0 2 2

2
( )

22 ( 2)
D Bd

i dD D D

dk Td d
M d M




 

 


      u R 

 . מקריטריון לינדמן,

0 2 2( ) /100iR au,  2ולכן טמפרטורת ההיתוך היא 2( 2) /(100 )B m Dk T a M d d .  

  

  5.6.1 תשובה

N תנאי השפה המחזוריים קובעים, בין היתר, כי Nu u. ,האחרונות  שתי משוואות התנועה לכן

  ) הופכות להיות5.6.1במשוואה (
  

( 1) ( 1)(2 )n n n nMu D u u u              ,1 2n N  ,  

( 1) ( 1) ( 2)(2 )N N N NMu D u u u        ,  

1 ( 1)(2 )N N N NMu D u u u     .  

  סימטריות הופכות להיות-המשוואות המתאימות עבור הפונקציות הסימטריות והאנטי
  

1 1(2 )n n n nMu D u u u  
                   1עבור 2n N  ,  

1 1 2(2 2 )NN N NMu D u u u  
     ,             1 1 2(2 )N N NMu D u u  

    ,
  

1(2 )N N NMu D u u   .  

 סימטריות דומות לאלו שהיו לנו קודם, בהחלפה של-עבור הפונקציות האנטימשוואות התנועה 

N 1 על ידיN  לכן, יתקבלו .( 1)N  סימטריים. משוואות התנועה עבור -פתרונות גליים אנטי

1Nuהפתרונות הסימטריים גם הן דומות, אלא שעכשיו יש להציב במשוואה עבור    את הביטוי
2

1/( )N Nu Du D M
 ) נותנת לבסוף משוואות דומות5.6.3. הצבת פתרונות מהצורה (   

  ),5.6.7(-ל
  

2 2 2 2 2
0 0 0[ 2 /( 2 )]( / ) ( / ) 0M D D D m D A C B C D A C B C            ,  

2 2 2 1 1 2 2[ 2 2 /( 2 )]( / ) ( / ) 0N N N NM D D M D A C B C D A C B C               ,  
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) הופכת להיות 5.6.8ולכן משוואה (
2

02
2

0

( )3
( ) /3

N D D X C DB C C D D X C DA C




    
  

 . אם

ikaC e,  מתקבלים פתרונות גליים דומים לאלה שנמצאו קודם. אם מניחים כי| | 1C וכן , 

1 N,  אפשר שוב להזניח את אגף שמאל, ולקבל בדיוק אותה משוואה שקיבלנו קודם לכן

)0עבור המצב הממוקם,  ) 0D D X C D   :מאחר שהמצב הממוקם דועך  . זה לא מפתיע

  הוא איננו רגיש לתנאי השפה שרחוקה מהאטום ה"זר". אקספוננציאלית,

  

  5.7.1 תשובה

' נותן התנע שימור חוק. k' ידי על היוצאים הנויטרונים של התנע את נסמן ( )k k G K   ,

2 כאשר /G h a, h נותן האנרגיה שימור חוק. כלשהו שלם 
2 2

2 2 2 2
0 sin( /2) ( ) ( ') [ ( )]

2 2n n
Ka K k k k k G Km m                

   ,כאשר 

0 2 /D M . אגף את מתאר הדק הקו :הזאת המשוואה של גרפי פתרון מתאר להלן האיור 

 עבור ימין אגף את מתארים) המקווקו העבה הקו או( המלא העבה והקו), 0 של ביחידות( שמאל

) של כפונקציה שניהם, פונון של) התחתון הסימן( בליעה או) העליון הסימן( פליטה )K G 

0 של ביחידות 2 /G a .האופקי הציר את שחותכת, פרבולה הוא ימין אגף, לראות שאפשר כפי 

, הפוגע החלקיק לאנרגיית סימן כדי עד ששווה), מינימום או( מקסימום לה ויש, 2k-וב 0-ב

2 2 /(2 )nk m ,בנקודה K G k   .התנע של אפשרי ערך נותן הקווים שני של חיתוך כל 

  .k של לערך בהתאם משתנה הפתרונות מספר .הפונון של והאנרגיה

  

  
  

  5.8.1 תשובה

)log[2sinh) שקולה למשוואה 5.4.5קל לבדוק כי משוואה (  .א /2)]ph BF k T     .   

0גזירה של   .ב ( , )F T V  מחלק (א) לפיV ת את התוצאה בחלק (ב).ונותנ 0-ל והשוואה  

coth ) שקולה לזהות5.4.6משוואה (  .ג
2 2phE  


   

  
 

 
 בהנחה שהגודל .

log / logV  איננו תלוי ב-.מקבלים מיד את התוצאה המבוקשת ,  

  גזירה של התוצאה מהחלק הקודם לפי הטמפרטורה נותנת מיד את התוצאה המבוקשת.  .ד
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  5.9.1 תשובה

ˆ נניח כי  .א Β z .0, לכןz ומרכיב , -z  .עבור המשוואותשל המומנט המגנטי קבוע בזמן 

x הן לשדה הניצבים המרכיבים שני y   , y x     .הראשונה המשוואה של גזירה 

)2נותנים  השנייה המשוואה של והצבה )x x     ,(0) הפתרון עם cos( )x Lt   ,

L כאשר  (0) . הצבה במשוואה הראשונה נותנת/ sin( )y x L Lt       ,לכן .

וקטור המומנט המגנטי נע בקצב  המרכיב הניצב לשדה מסתובב סביב השדה בתדירות לרמור.

  קבוע על חרוט שצירו מקביל לשדה המגנטי.
  

 יים:את האנרגיה של המערכת באמצעות המומנטים המגנט נרשום  .ב

ˆ
M nm n mnmH J

 
   μ μ2 , כאשר/( )nm nm BJ J g.  ,לכןˆ

M n nH   μ Β,   

n כאשר nm mm J Β μ .מכאן ,n n n n nm mm J   μ μ Β μ μ, עם 

2/( ) /( )nm nm nm B nm BJ J J g J g       .  

  

  5.9.2 תשובה

n של הצבה  נותנת) 5.9.2( במשוואות / ( )n nm n mmd dt i J       .  

)0, גליים פתרונות של הצבה )ni t
n e    
  k R, נותנת [ (0) ( )]i i J J       k , כלומר, 

[ (0) ( )]J J   k . ,0 הפתרון לכן( | | )ni t
n e    
  k R וֶקטורנע בכיוון ה k,  והפתרון

0( | | )ni t
n e    
  k R 0כי  נניחההפוך. אם  ווןנע בכי  2/, נקבל כיx    

2y/-ו i ,  2/כך ששוב מתקבל הפרש הפאזה של  ,מסתובבים והספיניםבין מרכיבי הספין 

  .XY במישור

  

  5.9.3 תשובה

), אבל הסכומים הם על כל השכנים 5.9.1משוואות התנועה בשלושה ממדים זהות למשוואה (  .א

ועם מקדם חילוף בין שכנים  a ממדי. עבור סריג קובי עם קבוע סריג- הקרובים במרחב התלת

  ) נותנת5.9.4, משוואה (Jקרובים 
  

( ) 2 [cos( ) cos( ) cos( )]nmi
nm x y z

m
J J e J k a k a k a    k Rk,  

 ) נותנת5.9.5, ומשוואה (m-ו nהוא הוֶקטור המחבר את האתרים  nmR כאשר  

2 2 2 24 [sin ( /2) sin ( /2) sin ( /2)] | |x y zJ k a k a k a      k 2, עםJa .  
  

4, כאשר 5.4.6עבור פרומגנט זהה לזה שנדון בשאלה  יחס הנפיצה של המגנונים  .ב . 

)2/מהתוצאות של השאלה ההיא נובע לכן כי  ) d
VC FM T  בטמפרטורות נמוכות (לעומת

 פטי,- טמפרטורת דביי המתאימה). בטמפרטורות גבוהות עדיין מתקבל חוק דולון

( )V BC FM k N,  כאשרN .הוא מספר המומנטים המגנטיים במערכת  
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  5.9.4 תשובה

  הן התנועה משוואות
(1) (1) (2) (2)

1/ (2 )nx ny ny n yd dt J        ,  

(1) (1) (2) (2)
1/ (2 )ny nx nx n xd dt J       ,  

(2) (2) (1) (1)
1/ (2 )nx ny ny n yd dt J       ,  

(2) (2) (1) (1)
1/ (2 )ny nx nx n xd dt J        .  

(1,2) המשתנים החדשים הצבת (1,2) (1,2)
n nx nyi      את המשוואותנותנת עכשיו  

  
(1) (1) (2) (2)

1/ (2 )n n n nd dt i J          ,  

(2) (2) (1) (1)
1/ (2 )n n n nd dt i J           .  

  הצבת גלי ספין נותנת לבסוף
  

(1) (1) (2)[2 (1 ) ]ikaJ e   
     ,  

(2) (2) (1)[2 (1 ) ]ikaJ e       .  

2 התאפסות דטרמיננטת המקדמים נותנת | sin( /2) |J ka ,  יחס הנפיצה הוא ולכן עכשיו

(1,2)המשוואות עבור  כמו עבור הפונונים. ארי במספר הגל עבור גלים ארוכים,לינ
n   נותנות

  אותו יחס נפיצה.

  

  נ5.1 תשובה

0zkעבור   .א  מקבלים 
2 2 2

11 44 12 44[ ] ( )x x y x x y yA C k C k A C C k k A    ,  

2 2 2
11 44 12 44[ ] ( )y y x y x y xA C k C k A C C k k A    , 

2 2 2
44 ( )z x y zA C k k A  .  

2 התדירות עםתנודה רוחבית בכיוון ניצב למישור,  יש, לכן   44 / | |T C  k.  כדי לקבל את

 צריכה המקדמים דטרמיננטת ולכןהתנודות במישור יש לפתור שתי משוואות עם שני נעלמים, 

  :להתאפס
  

2 2 2 2 2 2 2 2 2
11 44 11 44 12 44[ ][ ] ( ) 0x y y x x yC k C k C k C k C C k k       .  

  לבסוף נותנת פשוטה אלגברה  
  

2 2 2 4 2 2 2 2
11 44 11 44 12 11 44 11 12

1
( ) ( ) /4 [ 2 ( )]

2 x yC C C C C C C C C k k        k k.  
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פשוט כזה  קשר. k הוֶקטור כיוון לבין העצמיים הוֶקטורים כיווני בין קשר אין הכללי במקרה  

 ) מתקבל110). עבור גל בכיוון (110) או (100קיים רק בכיוונים הסימטריים, (
2 2

11 4412( 2 ) /2L C C C    k,  או)110(עם תנודה אורכית בכיוון , 
2 2

1 11 12( ) /2T C C   k, 110(תנודה רוחבית בכיוון הניצב  עם(.  
  

|, כלומר ,)111( בכיוון גל עבור  .ב | / 3x y zk k k   k, מקבלים  
  

2 2
11 44 12 443 [( 2 ) ( )( )]x x y zA C C A C C A A      k,  

2 2
11 44 12 443 [( 2 ) ( )( )]y y x zA C C A C C A A      k  

2 2
11 44 12 443 [( 2 ) ( )( )]z z x yA C C A C C A A      k.  

2 לכן הן העצמיות התדירויות   2
11 4412( 2 4 ) /3L C C C    k ,בכיוון אורכית תנודה עם 

2 ), ושתי תנודות רוחביות עם111( 2
11 4412( ) /3T C C C    k .עוסקת  5.2.3 שאלה

  בהשוואה בין המשוואות הללו לבין המשוואות עבור הענף האקוסטי של הסריג הריבועי.
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  לחזרה ולהערכה עצמית שאלות
  

  5.1שאלה 

האינטראקציה של ון דר ואלס נובעת מתנודות של ענן האלקטרונים  ,4.4כפי שראינו בסעיף 

). לכן, אם מדייקים, ראוי להניח תזוזות Mרעין האטום (שמסתו ביחס לג )m (שמסתם הכללית

משקל -המשקל של הגרעין ושל מרכז המסה של האלקטרונים (בשיווי- שונות ביחס למצב שיווי

אטומי, נסמן את -ממדי חד-שניהם נמצאים באותו מקום). עבור תנודות אורכיות בסריג חד

e,ועל ידי  nuעל ידי  n-ושל האלקטרונים באטום ה התזוזות של הגרעין nu בהתאמה, ונניח כי ,

 בצורה n- אפשר לרשום את האנרגיה הפוטנציאלית של התנודה היחסית ביניהן בתוך האטום ה

2
0 ,( ) /2e n nU D u u . ממדית של אטומים כאלה, נניח גם כי האינטראקציה -עבור שרשרת חד

 בין אטומים שכנים נובעת בעיקר מהאינטראקציה בין ענני האלקטרונים על האטומים האלה,

   .D שאותה נקרב על ידי קפיץ עם קבוע

נוסחה פשוטה עבור יחס הנפיצה של הענף חשבו את התדירויות של אופני התנודה, ורשמו   .א

0m האקוסטי בגבול .   

איך משפיע הצימוד בין הגרעינים לבין האלקטרונים על מהירות הקול, על התדירות   .ב

  ועל מהירות החבורה?  האקוסטית הגבוהה ביותר האפשרית

  

  5.2שאלה 

266.81 , מסת כל אטום היא4.85Å אטומית הוא-מרחק הסריג של שרשרת חד 10 kg

13והתדירות המקסימלית של תנודות הסריג היא  14.46 10 sec.   

  מהו קבוע הקפיץ? מהי מהירות הקול?   .א

13מנדנדים את אחד האטומים בסריג בתדירות   .ב 15.75 10 sec0 , עם אמפליטודהU מהי .

התלות של אמפליטודות התנודה של אטומים במרחקם מהאטום הזה? באיזה מרחק מהאטום 

0-הזה תהיה אמפליטודת התנודה שווה ל /10U?  

  

  5.3שאלה 

מונחת על שולחן ומחוברת אליו על ידי  m- ו Mשרשרת שמורכבת לסירוגין מגופים בעלי מסות 

, וקבוע D קפיצים (ראו איור להלן). קבוע הקפיץ שמחבר בין שתי מסות שכנות (שונות) הוא

   מקביל לשולחן.. מניחים שהגופים מתנודדים רק בsDהקפיץ שמחבר כל מסה אל השולחן הוא 
  

  

  ת ומצאו את יחס הנפיצה. סיואקלפתרו את משוואות התנועה ה  א.

  לאילו תדירויות המערכת שקופה? מה אפשר להסיק על יציבות הסריג כנגד התכה?   ב.
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את צפיפות המצבים של תנודות הסריג כפונקציה של התדירות ואת החום  ציירו באופן סכמטי  ג.

  הסגולי כפונקציה של הטמפרטורה. 

  

  5.4שאלה 

. M מסה ואחד בעל m ממדי מכיל שלושה אטומים, שניים בעלי מסה- תא היחידה של סריג חד

   .D-כל קבועי הקפיץ שווים ל

. כמה ענפים הנפיצהרשמו את משוואות התנועה וקבלו מהן את המשוואה שקובעת את יחסי   .א

  מתקבלים? 

  וחשבו את מהירות הקול.  הראו כי אחד הענפים הוא אקוסטי,  .ב

אטומי, כאשר המסות שוות, -הראו איך הפתרון שהתקבל חוזר אל הפתרון של סריג חד  .ג

M m .  

  באזור ברילואן הראשון. ציירו באופן סכמטי את יחסי הנפיצה עבור כל הענפים שהתקבלו,  .ד

  

  5.5שאלה 

ודות הסריג מכילות שני . נקA. שטח הגביש כולו הוא b- ו aנתון סריג מלבני עם קבועי סריג 

, כך שכל השכנים הקרובים של אטום הם אטומים מהסוג 2M- ו 1Mסוגי אטומים, עם מסות 

 bD- ו aDהשני. האטומים מתנודדים רק בניצב למישור, וקבועי ה"קפיץ" בין שכנים קרובים הם 

  בשני כיווני הסריג.

  מהו מבנה הסריג? מהו תא היחידה הפרימיטיבי? כמה אטומים מכל סוג יש בגביש?  .א

מהן משוואות התנועה הקלאסיות ומהו ספקטרום התדירויות של הסריג? מה מתקבל, כאשר   .ב

0aD   0אוbD  ? מה מתקבל במקרה הסימטרי, כאשרa bD D ו-a b במקרה ?

  ).11האחרון, דונו במיוחד בגל בכיוון (

התדירות במישור התנע, וקבלו מהם את -בגבול של תדירויות נמוכות, זהו את הקווים שווי  .ג

  צפיפות המצבים.

ם ביטוי כללי לחום הסגולי האקוסטי, ומצאו את החום השתמשו בקירוב דביי כדי לרשו  .ד

  הסגולי בטמפרטורות נמוכות.

 מהי התרומה של הענף האופטי לחום הסגולי? באיזה קירוב נוח לחשב את התרומה הזאת?  .ה

  מהו היחס בין התרומה מהקירוב הזה לבין התרומה שחושבה בחלק (ג) בטמפרטורות נמוכות?

  הסגולי בטמפרטורות גבוהות?מהו הגבול של החום   .ו

  

  5.6שאלה 

 מתוארת על ידי "קפיצים" עם קבועי קפיץ FCC האינטראקציה בין שכנים קרובים על סריג

0 0 0
1 2 1

ˆ ˆ( ) ( )R RD D D D     R 1, כאשר TD D 2-ו LD D  קשורים לתנודות רוחביות

   ואורכיות בהתאמה.

   המשוואות שמקשרות בין התדירויות העצמיות לבין וקטור הגל.קבלו את   .א
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קבלו תוצאות מפורשות עבור התדירויות הללו לגלים שמתוארים על ידי הקווים הבאים   .ב

)באזור ברילואן:  ,0,0)kk ,(2 / , ,0)a kk ,( , ,0)k kk, ו -( , , )k k kk.  מהם

 כדי לשחזר את המסלול בכל אחד מהקווים הללו, kהטווחים של ערכי 

X W X L        בפרט, הסבירו מדוע הנקודות 5.4.6באזור ברילואן (איור ?(

(2 / ,0,0)a 2)-ו / ,2 / ,0)a a  מסומנות באותו סימון X.   

2(א) (בחרו את היחס 5.4.6השתמשו בתוצאות של חלק (ב) כדי לשחזר את איור   .ג 1/D D 

  ). Xשמשחזר בקירוב את יחס התדירויות בנקודה 

, והשתמשו בהן כדי קובייהה(א) את מהירויות הקול עבור גל בכיוון ציר 5.4.6קראו מתוך איור   .ד

3.61Åa להעריך את טמפרטורת דביי של נחושת. קבוע הסריג של נחושת הוא  .  

הסבירו באופן איכותי (ללא חשבון) איך ישתנה האיור שקיבלתם, אם מדובר בגביש עם שני   .ה

  יונים בתא היחידה, למשל, מלח בישול?

  

  5.7שאלה 

(ג) היא סינגולרית בכמה ערכים של התדירות.  האם 5.4.6שמוצגת באיור צפיפות המצבים   .א

  (א)?5.4.6אפשר לזהות את התדירויות שבהן צפיפות המצבים סינגולרית מאיור 

  חלק מהסינגולרויות הללו של ון הוב מופיעות בנקודות שבהן יש ליחס הנפיצה ערך מקסימלי.   .ב

2הניחו כי ליד מקסימום כזה מתקיים    
0 1 0( ) ( )    k k k ומצאו את הסינגולריות של ,

  צפיפות המצבים ליד המקסימום.

באזור  Kאיך נראית צפיפות המצבים של התנודות בגרפן ליד התדירות שמתאימה לנקודה   .ג

  )?5.2.4ברילואן (שאלה 

  

  5.8שאלה 

 E , הניחו כי תדירות איינשטיין5.1.3ור אטומית שתוארה באי-ממדית הדו- עבור המערכת החד

  שווה לתדירות האופטית המקסימלית.

D/ ואת היחס ,D חשבו את תדירות דביי  .א E .   

, והוסיפו עליו את צפיפות המצבים שמתקבלת, כאשר משתמשים 5.4.3העתיקו את איור   .ב

  נשטיין.יבקירוב דביי ובקירוב אי
  

  5.9שאלה 

בטאו את אורך הגל בתדירות דביי באמצעות הנפח של תא היחידה. מהו היחס בין אורך הגל הזה 

) ושל ברFCCלבין המרחק בין אטומים שכנים בגבישים של נחושת (    )?BCCזל ( ׂ

  

  5.10שאלה 

זהים (אם כי קבועי הסריג וקבועי ה"קפיצים" שונים).  KCl ושל NaCl המבנים הגבישיים של

מהירויות הקול בשלושת הענפים האקוסטיים של כל גביש קרובות זו לזו. טמפרטורות דביי 
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0.038הוא  5K-ב KCl החום הסגולי של , בהתאמה.230K-ו 310Kשלהם הן  /mol/J K.  מהו החום

  ?2K-ב NaCl הסגולי של

 

  5.11שאלה 

) ממדי הוא-יחס הנפיצה של סריג דו ) (| | | |)x yc k k  k מהי צפיפות המצבים? איך היא .

  משתווה לתוצאה של קירוב דביי? מהי תדירות דביי? מהי התלות של החום הסגולי בטמפרטורה?

  

  5.12שאלה 

3.5Å נויטרונים בעלי אורך גלאלומה של   אטומי קובי פשוט, -פוגעת בניצב לפאה של סריג חד

4.25Åaעם קבוע סריג   חלק מהנויטרונים יוצאים מהסריג בכיוון האלכסון הראשי שלו .

' עם אורך גל ],111[ 2.33Å גל של הפונון שהיה מעורב בפיזור האי. מהם התדירות ואורך ה -

  אלסטי הזה? האם הפונון נבלע או נפלט על ידי הנויטרונים? 

  

  5.13שאלה 

מקבילים בתא -י (שני מומנטים אנטיממד-חשבו את התדירויות של גלי הספין בפרימגנט חד

  עם אינטראקציות חילוף בין שכנים קרובים. עם אורכים שונים), היחידה,
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  לשאלות לחזרה ולהערכה עצמיתתשובות 
  

  5.1תשובה 

2, משוואות התנועה הן עבור תנודה בתדירות   .א
0 ,( )n n e nM u D u u  , 

2
, 0 , , , 1 , 1( ) (2 )e n e n n e n e n e nm u D u u D u u u      .  אם מניחיםikna

nu Ae ,

,
ikna

e nu Be,  2אזי מתקבלות המשוואות
0 ( )M A D A B   ,

2 2
0 ( ) 4 sin ( / 2)m B D B A D ka B    ,ולכן מתקבלת משוואה ריבועית עבור התדירות ,

מתקבלים לכן שני ענפים, אקוסטי  אטומית. עקרונית,-בדומה למקרה של השרשרת הדו

בגבול שבו מסת האלקטרונים קטנה מאוד לעומת מסת הגרעין, הענף  עם זאת, ואופטי.

לאינסוף, ואז נשארים רק עם ענף אקוסטי,  דירויות גבוהות מאוד, ששואפותהאופטי נותן ת

2 עם יחס הנפיצה 2 2
04 sin ( /2)/[1 (4 / )sin ( /2)]M D ka D D ka   יחס הנפיצה הזה מוצג .

04באיור להלן, עבור  / 0,.5,1,5,10D D   .(התדירויות גבוהות יותר עבור יחס קטן יותר)  

, ובסדר המוביל kבטור חזקות במספר הגל בגבול האקוסטי, מפתחים את יחס הנפיצה   .ב

2 מתקבל 24 ( /2)M D ka .בדיוק כמו בשרשרת שבה הגרעינים והאלקטרונים נעים יחד , 

לחום  לכן, מהירות הקול איננה מושפעת מהתנועה הפנימית בתוך כל אטום. גם קירוב דביי

הסגולי איננו מושפע. לכן, מתעלמים בדרך כלל מהתנודה הזאת. לעומת זאת, התדירות 

ka המקסימלית, שמתקבלת עבור  2, היא
max 04 /[1 (4 / )]M D D D   ולכן היא הולכת ,

0הולך וקטן. כאשר  0D- וקטנה כש /D D  קטן, המכנה ביחס הנפיצה נשלט יותר ויותר על ידי

2האיבר השני, ולכן 
0M D  התלות של התדירות במספר הגל הולכת ונחלשת, ומתקבלת .

מהירות חבורה הולכת וקטנה. בגבול הזה, רוב התנודות מתרחשות בתוך כל אטום, ויש פחות 

  נים.משקל לתנודות היחסיות של אטומים שכ

  

 

  

  5.2תשובה 

2 ),5.1.6ממשוואה (  .א 4
0 /4 3.39 10 dyn/cmD M  ,מהירות הקול היא . כמו כן 

6
0 /2 1.08 10 cm/secc a  .  

התדירות הנתונה גדולה מהתדירות המקסימלית של יחס הנפיצה, ולכן אמפליטודת התנודה   .ב

0דועכת עם המרחק מהאטום הנדון, 
an

nu U e  .מקדם הדעיכה מתקבל מהמשוואה 

0/ cosh( /2)a  ,02 . לכןarccos ( / ) 1.5a h    נותנת 10. הדרישה של הנחתה פי 
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1.510 an ne e  1.55, ולכןn 7.5 , אוÅna שלם, - . מאחר שהתקבל מספר לא

0- קטנה מאמפליטודת התנודה תהיה  /10U .כבר עבור האטום השלישי בשרשרת  

  

  5.3תשובה 

  משוואות התנועה הן ),5.1.12( בהכללה של משוואות  .א
  

1(2 )n n n n s nMu D u v v D u    ,  

1(2 )n n n n s nmv D v u u D v    ,  

 ההצבה הרגילה, .5.1.3באיור כאשר סימוני ההזזות של שני סוגי האטומים הוגדרו   
( )i kna t

nu Ae  ,( )i kna t
nv Be ) 5.1.13, נותנת הכללה של משוואות ,(

2 [2 (1 ) ]ika
sM A D A e B D A    , 2 [2 (1 ) ]ika

sm B D B e A D B     מהתאפסות .

), 5.1.14דטרמיננטת המקדמים מתקבלת עכשיו הכללה של משוואה (
2 2 2 2( 2 )( 2 ) 4 cos ( /2) 0s sM D D m D D D ka      , ולכן  

  
2

2
2

2 4 cos ( / 2)
1 1 1

2 [1 / (2 )]
s

s

D D ka
M m D D




             
 כאשר ,

Mm
M m 


היא המסה  

0sDהמצומצמת. כאשר   אלה 5.1.4, משוחזרים הענף האקוסטי והענף האופטי מאיור .

2M (עבור מוצגים m מתאימים ) באיור להלן על ידי הקווים המקווקווים. הקווים המלאים

sD-ל D0 , כאשר התדירות נמדדת ביחידות של 2 /D .  
  
0sD כאשר  .ב  0, התדירות הנמוכה ביותר שמתקבלת (עבורk  היא סופית, ולכן לא קיים (

ת במספר הגל. למעשה, שני הענפים הם יותר תחום אקוסטי, שבו התדירות לינארי

המשמעות היא שאין התבדרות של ממוצע ריבוע התזוזה של האטומים, ולכן  "אופטיים".

החיבור למצע מייצב כפי שאכן צוין שם,  איננה מתעוררת. 5.5בעיית היציבות שנדונה בסעיף 

ka. בגבול של אזור ברילואן את הסריג  ,2 התדירויות הן
2 (2 )/sD D M   או 

2
3 (2 )/sD D m   לעומת זאת, באמצע האזור מתקבלות התדירויות .

2
2

2 4 1
1 1 1

2 [1 / (2 )]
s

s

D D
M m D D




             
 . לכן, החומר שקוף לקרינה עבור

 התחומים , 2 3    ו -   .  
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)צפיפות המצבים בממד אחד היא    .ג ) ( / )/( / )g L d dk   מהאיור הקודם ברור כי צפיפות .

המצבים מתבדרת בשני הענפים ליד הקצוות של אזור ברילואן. גזירה מפורשת נותנת את 

 0האיור הימני המוצג להלן עבור אותם נתונים כמו באיור הקודם [התדירות ביחידות של 

0וצפיפות המצבים ביחידות  02 /( )g L a התרומה לחום הסגולי של כל אחת מהתדירויות .[

. באיור השמאלי להלן חושבו התרומות של 5.4.1ינשטיין, איור ינראית כמו זאת של מודל א

/שני הענפים, עבור יחס מסות  10M m  כזה מפריד בין הענפים. שני הקווים . יחס

התחתונים, עם הנקודות הבודדות, מראים את התרומות של כל ענף לחוד לחום הסגולי  (הן 

ערכי מספר גל באזור  300ערכי תדירות, שחושבו עבור  300חושבו פשוט על ידי סכום בדיד על 

רטורות שקטנות ברילואן הראשון). החום הסגולי של כל ענף קטן אקספוננציאלית בטמפ

300פטי (- מתדירות הסף שלו, ואז הוא עולה עם הטמפרטורה לקראת הקבוע של דולון Bk 

בדוגמה המאוירת). הקו המלא נותן את הסכום של שתי התרומות. כפי שאפשר לראות, 

בטמפרטורות נמוכות החום הסגולי נשלט לגמרי על ידי תרומת הענף התחתון. 

רטורה מתקרבת לתדירות הסף של הענף העליון תרומתו מתחילה לגדול, ובסופו של כשהטמפ

600דבר הסכום הכללי מגיע אל הקבוע   Bk.שמתאים לתרומת שני הענפים יחד ,  

  

         

  

  5.4תשובה 

ikna נסמן את התנודות של שלושת האטומים בתא (משמאל לימין) על ידי   .א i t
nu Ae , 

ikna i t
nv Be  ו-ikna i t

nw Ce  .  

2הצבה במשוואות התנועה נותנת את שלוש המשוואות האלה:    (2 )ikam A D A B Ce   , 

2 (2 )m B D B A C    ,2 (2 )ikaM C D C Ae B   .  הדטרמיננטה של מטריצת

   להתאפס,המקדמים צריכה 
  

2

2

2

2
det 2 0

2

ika

ika

m D D De
D m D D

De D M D






 
  
  

,  

)2 ולכן   2) ( 2) (2 ) 6 2cos( ) 0x x x ka       2 , כאשר /x m D ו-/M m  .

שלושת השורשים של המשוואה הקובית הזאת נותנים שלושה ענפים של תדירויות, כצפוי 

  בגלל שלושת האטומים בתא היחידה. 
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0kaכאשר   .ב  0, אחד הפתרונות למשוואה הואx  ושני הפתרונות האחרים צריכים לפתור ,

2את המשוואה הריבועית  2(2 1) 3( 2) 0x x       ההתאפסות של הפתרון הראשון .

0ka-ב   אומרת שהפתרון הזה הוא אקוסטי. פיתוח בטור של המשוואה לסדר הנמוך ביותר

2נותן כי ליד הראשית מתקיים  ka- וב x-ב 2/ ( ) /[3( 2)]x m D ka    ומכאן מהירות ,

2)3]/ הקול, )]c a D m M . ,ת הקול נקבעת על ידי תנועה מהירו כפי שאפשר היה לצפות

2)משותפת של שלושת האטומים בתא היחידה, עם המסה הכללית  )m M.   

 האיור הימני להלן מתאר את שלושת השורשים של המשוואה עבור המקרה של מסות שוות,  .ג

1  כי  סריג הופכי ולשיקוף מראה. שימוש בסימטריה של הפתרון להזזה על ידי וקטור

אטומי, עבור -שלושת הענפים מייצגים שלושה חלקים של אזור ברילואן המקורי של סריג חד

3b/ הסריג שקבוע הסריג שלו הוא a, ואזור ברילואן שלו מגיע עד /( /3) 3 /a a  .  

(התקבלו מפתרון מפורש של  2האיור השמאלי להלן מתאר את התוצאות עבור   .ד

- המשוואה הקובית לכל מספר גל). פיתוח ליד הראשית מראה כי לענפים עוקבים יש מינימום

-מינימום בראשית. פיתוח דומה ליד הקצה של אזור ברילואן מראה מקסימום- מקסימום

אפשר גם  כן, אפשר "לנחש" את האיור הזה ולצייר אותו באופן סכמטי.ל מקסימום.-מינימום

לקבל אותו, כשמתחילים מהאיור הימני, ופותחים פערים בין הענפים במקומות שבהם הם 

   התלכדו באיור הימני.

          
  

  5.5תשובה 

שמוקף באיור להלן על ידי מעוין  ותא היחידה הפרימיטיבי שלו, הסריג הוא מלבני ממורכז,  .א

1של קווים עבים, מכיל אטום אחד מכל סוג. וקטורי הסריג הם  ˆ ˆa b a x y ,2 ˆ ˆa b a x y ,

(1) והמיקומים של שני האטומים בתא הזה הם
1 2 ˆnm nmn m u  R a a z, 

(2)
1 2 ˆ ˆnm nmn m a v   R a a x zהמשקל עבור כל -מצב שיווי. התזוזות הניצבות למישור מ

, ולכן מספר התאים בסריג הנתון 2ab אטום מסומנות על גבי האיור. שטח תא היחידה הוא

2)/ הוא )N A ab.  
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  משוואות התנועה הקלאסיות הן  .ב
  

1 , , , 1, 1 , , 1 1,(2 ) (2 )n m a n m n m n m b n m n m n mM u D u v v D u v v         ,  

2 , , , 1, 1 , , 1 1,(2 ) (2 )n m a n m n m n m b n m n m n mM v D v u u D v u u         .  

  

1ההצבה    2[ ( ) ]
,

i n m t
n mu Ae    k a a ,1 2[ ( ) ]

,
i n m t

n mv Be    k a a נותנת  
  

1 2 1 2( )2
1 (2 ) (2 )i i i

a bM A D A B Be D A Be Be            k a a k a k a,  

1 2 1 2( )2
2 (2 ) (2 )i i i

a bM B D B A Ae D B Ae Ae         k a a k a k a,  

  ומכאן  
  

2
1

2
2

2( ) 2 [ cos( ) cos( )]
0

2 [ cos( ) cos( )] 2( )

x

x

ik a
a b a x b y

ik a
a x b y a b

M D D e D k a D k b A
Be D k a D k b M D D




              
 

  עם הדטרמיננטה  
  

4 2 2
1 2 1 2

2

2( )( ) 4( )

4[ cos( ) cos( )] 0

a b a b

a x b y

M M D D M M D D

D k a D k b

     

  
  

  לכן, יש שני ענפי נפיצה,  

2

2
2 2 2 2

2
1 2

( )

( ) 16
sin sin cos cos

2 2 2 2

a b

y ya b x x
a b a b

D D

k b k bD D k a k a
D D D DM M











                                       

  

  

1כאשר    2 1 2/ ( )M M M M    0היא המסה המצומצמת. בגבולותaD   0אוbD  

), עם קבועי 5.1.15( משוואה ממדי,- אטומי חד- התוצאה הזאת מתלכדת עם התוצאה של סריג דו
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aבהתאמה. במקרה הסימטרי, כאשר  2aאו  2bהסריג  bD D ו -a b התוצאה מתאימה ,

x. בכיוון האלכסון, 4.2.1ממדי של מלח בישול, איור - לסריג החד vk k שוב מתקבלת ,

מוד), כי במקרה הזה ) (עם התאמה של קבוע הסריג ושל מקדמי הצי5.1.15(- משוואה דומה ל

   ממדי.- מישורים שכנים מכילים רק אטומים מאותו הסוג, ולכן הבעיה דומה למקרה החד

2בגבול של גלים ארוכים, הענף האקוסטי מתואר על ידי    .ג 2 2( ) ( )x x y yc k c k  כאשר ,

2
2

1 2

2
( )

a
x

D a
c M M





 ,

2
2

1 2

2
( )

b
y

D b
c M M





 .xc ו-yc הן מהירויות הקול בכיווני כל אחד 

התדירות הם אליפסות, -מהצירים. לכן, הקווים שווי

22

1
( / ) ( / )

yx

x y

kk
c c 

  
        

. השטח 

)של אליפסה כזאת הוא  / )( / )x yc c   השטח של תא היחידה בסריג ההופכי (ששווה לאזור .

2)2 ברילואן הראשון) הוא ) /(2 )ab  והוא מכיל 3.4.3[ראו שאלה ,[N  נקודות, ולכן השטח

2שמתאים לכל נקודה הוא  22 /( ) 4 /Nab A .  מכאן, המספר הכללי של נקודות בתוך

2האליפסה הוא  2 2[ /( )]/[4 / ] /(4 )x y x yc c A A c c   וצפיפות המצבים היא , 

2( ) [ /(4 )]/(d ) /(2 )x y x yg d A c c A c c      .   

בקירוב דביי מניחים שצפיפות המצבים שהתקבלה בחלק הקודם תקפה עד לתדירות דביי.    .ד

המספר הכללי של אופני התנודה האקוסטיים הוא 

2
0

/(2 ) ( ) /(4 )D
D x yN A ab g d A c c


      2, ולכן 2 /( )D x yc c ab . הסגולי  החום

  האקוסטי הוא
 

2 /
2 2

2 20 0
( )( ) 2

( 1) ( 1)
D D xT

V B B xD

e T eC k d g Nk dxx
e e

 
    

       


,  

  

2 ובטמפרטורות נמוכות  
22 ( / )V B DC Nk I T ,  2כאשרI ) 5.4.22הוגדר אחרי משוואה.(  

)2התדירויות בענף האופטי הן מסדר גודל של   .ה )/a bD D   בקירוב .  

2 ינשטיין מקבליםיא
2

( )
( 1)V B

eC Nk
e

 

  







 ובטמפרטורות נמוכות ,

2( )V BC Nk e    
  .,קספוננציאלית מהתרומה התרומה הזאת קטנה א לכן

  האקוסטית. 

2V פטי,-בטמפרטורות מספיק גבוהות החום הסגולי מקיים את חוק דולון  .ו BC Nk.  
  

  5.6תשובה 

) שכנים קרובים, בנקודות 12יש  FCCלכל אטום בסריג   .א 1, 1,0) /2a  ,( 1,0, 1) /2a    

,0)-ו 1, 1) /2a הצבה בביטוי עבור קבועי הקפיץ נותנת .  
  

1 2[( 1, 1,0)/2] [( 1, 1,0)/2] ( )/2xx yyD D D D           1[( 1, 1,0)/2]zzD D  ,  

1 2[( 1,0, 1)/2] [( 1,0, 1)/2] ( )/2xx zzD D D D           1[( 1,0, 1)/2]yyD D  ,  
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1 2[(0, 1, 1)/2] [(0, 1, 1)/2] ( )/2yy zzD D D D           1[(0, 1, 1)/2]xxD D  ,  

2 1[ (1,1,0)/2] [ (1, 1,0)/2] ( )/2xy xyD D D D      ,  

2 1[ (0,1,1)/2] [ (0,1, 1)/2] ( )/2yz yzD D D D      ,  

2 1[ (1,0,1)/2] [ (1,0, 1)/2] ( )/2xz xzD D D D      ,  
  

 אלכסוניים מתאפסים.- (השמטנו את קבוע הסריג באגפי שמאל), וכל שאר קבועי הקפיץ הלא  

  נותנת לכן )5.2.6משוואה (
  

1 2

1

( ){4 cos[( ) /2] cos[( ) /2] cos[( ) /2]
cos( ) /2]} 2 {2 cos[( ) /2 cos[( ) /2]}

xx x y x y x z

x z y z y z

K D D k k a k k a k k a
k k a D k k a k k a

       
      


  

1 2

1

( ){4 cos[( ) /2] cos[( ) /2] cos[( ) /2]
cos( ) /2]} 2 {2 cos[( ) /2 cos[( ) /2]}

yy x y x y y z

y z x z x z

K D D k k a k k a k k a
k k a D k k a k k a

       
      


  

1 2

1

( ){4 cos[( ) /2] cos[( ) /2] cos[( ) /2]
cos( ) /2]} 2 {2 cos[( ) /2 cos[( ) /2]}

zz x z x z y z

y z x y x y

K D D k k a k k a k k a
k k a D k k a k k a

       
      


  

2 1( ){ cos[( ) /2] cos[( ) /2]}xy x y x yK D D k k a k k a       

2 1( ){ cos[( ) /2] cos[( ) /2]}xz x z x zK D D k k a k k a       

2 1( ){ cos[( ) /2] cos[( ) /2]}yz y z y zK D D k k a k k a     .  
  

  עבור אופני התנודה העצמיים מתקבלים מלִכסון המטריצה הזאת. 2Mהערכים של   

)עבור   .ב ,0,0)kk ,המטריצה אלכסונית ,  
  

2
1 28( )sin ( /4)xxK D D ka      ,2

1 24(3 )sin ( /4)yy zzK K D D ka   .  

2, אנו מזהים תנודה אורכית, עם תדירות x-מאחר שהגל נע בכיוון ציר   ( 00)/xxL K k M  , 

2עם תדירות  ושתי תנודות רוחביות, ( 00)/yyT K k M  .  המסלולX   באזור ברילואן

0ניתן על ידי  2 /k a .  

2)עבור    / , ,0)a kk המטריצה שוב אלכסונית, ומתקבל ,  

  
2 2

1 2 14( )[2 sin ( /4)] 8 sin ( /4)xxK D D ka D ka        ,1 24(3 )yyK D D ,  

2 2
1 2 14( )[1 sin ( /4)] 8 cos ( /4)]zzK D D ka D ka   ,  

  

2ולכן מתקבלות שלוש תדירויות שונות,    /K M    המסלול .X W X  ניתן על ידי 

0 2 /k a  ,2). נקודת הקצה של המסלול הזה / ,2 / ,0)a a  (א) על 5.4.6, מסומנת באיור

2), כמו נקודת ההתחלה, X ידי / ,0,0)a 2). אם מזיזים את הנקודה / ,2 / ,0)a a   על ידי

2)וקטור הסריג ההופכי  / ,2 / ,2 / )a a a   0,0), היא עוברת אל, 2 / )a והנקודה הזאת ,

2)שקולה לנקודה  / ,0,0)aאבל בכיוון ציר ,-z כדאי לזכור כי סביב הראשית של אזור .
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 (א)5.4.6איור  , בכל כיווני הצירים. למעשה,Xברילואן הראשון קיימות שש נקודות מהטיפוס 

Xוכן האיור להלן מראים שיחסי הנפיצה במסלול  W X   סימטריים לשיקוף דרך

  עצמו.כי שיקוף כזה מעביר את אזור ברילואן אל  ,W  הנקודה

)עבור    , ,0)k kk, מתקבל  
  

2
2 12( )sin ( /2)xyK D D ka      ,0zz yzK K  ,  

2 2
1 2 1 24(3 )sin ( /4) 2( )sin ( /2)xx yyK K D D ka D D ka     ,  

2 2
1 2 18( )sin ( /4) 4 sin ( /2)zzK D D ka D ka  ,  

2ולכן התדירויות הן   
xx xvM K K    2- ו

2T zzM K  המתאימים  . הוֶקטורים העצמיים

,1)הם  1,0) שאפשר לזהותם כשייכים לתנודה אורכית (מקבילה לוֶקטור הגל, עם  ,(1,0,1)-ו

1T) ולשתי תנודות רוחביות, עם תדירויות תדירות   2-וT גם המסלול .X   

0מתקבל עבור  2 /k a  .  

)עבור  לבסוף,   , , )k k kk מתקבל   
  

2
1 24(2 )sin ( /2)xx yy zzK K K D D ka     ,  

2
2 12( )sin ( /2)xy yz xzK K K D D ka     ,  

3ויש ללכסן מטריצה מסדר    3 ,
xx xy xy

xy xx xy

xy xy xx

K K K
K K K
K K K

 
 
 
  
 

  

  

  
. קל לבדוק כי הוֶקטורים העצמיים של 

 (עד כדי נרמול) המטריצה הסימטרית הזאת הם
1 1 1
1 , 1 , 1
1 0 2

     
     
     

     

, עם הערכים העצמיים 

2xx xyK K  לוֶקטור הראשון ו-xx xyK K   לשני הוֶקטורים האחרים. אפשר לפרש את

התדירות הראשונה כתדירות אורכית, כי הוֶקטור העצמי שלה מקביל לכיוון וקטור הגל, ואת 

(שהוֶקטורים העצמיים שלהן ניצבים לוֶקטור  שתי התדירויות הבאות כתדירויות רוחביות

Lהמסלול  הזה). במקרה האחרון,   0עבור מתקבל /k a .  

1, הביטויים בסעיף (ב) נותנים Xבנקודה   .ג 2 1 2/ 2( )/(3 )L T D D D D     מאיור .

1.4(א), היחס הזה הוא בקירוב 5.4.6 2 2, ולכן יש לבחור 1D D . האיור להלן מראה

2את התוצאות של חלק (ב), עם  1100D D. (א), 5.4.6ד לאיור והתוצאות נראות דומות מא

עם כוחות שהם בעיקר אורכיים,  ,כך שכנראה הקירוב של אינטראקציות בין שכנים קרובים

  ד. והוא טוב מאכלומר מרכזיים, 

54.4 (א), השיפועים הם5.4.6מהחלק השמאלי של איור   .ד 10 cm/secLc     

52.8-ו 10 cm/secTc    ,(שימו לב שהאיור מכיל תדירות ולא תדירות זוויתית). לכן
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52.9 10 cm/secc   3. כשמציבים /4V a ) מקבלים 5.4.24במשוואה ,(
2 3 1/3 13 1(24 / ) 5 10 secD a c    ולכן , / 360KD D Bk  .  

הענפים האקוסטיים של מלח בישול יהיו דומים איכותית לאלה שחושבו לעיל, כי הם   .ה

מתארים תנודות משותפות של שני היונים בתא היחידה. כאשר יש שני אטומים בתא היחידה, 

ייתוֹספו גם שלושה ענפים אופטיים, עם תדירויות גבוהות יותר, שמתארות תנודות בתוך תא 

עבור כיוונים מסוימים באזור ברילואן קיבלנו ניוונים של שני היחידה. במקרה האקוסטי ו

הענפים הרוחביים. ניוונים אלה אינם תלויים בקירובים שבהם השתמשנו; הם נובעים ישירות 

מהסימטריות לסיבוב סביב הכיוון האורכי. לכן, נצפה לקבל שתי תדירויות אופטיות עבור 

Xהמסלולים   ו )קובייהמטריה לסיבובים סביב צלע ה(סי-L   סימטריה לסיבובים)

   ושלוש תדירויות כאלה בכיוונים אחרים. ),קובייהסביב אלכסון ה

  

  
  

  5.7תשובה 

סינגולריות ון הוב מופיעה תמיד כאשר מהירות החבורה מתאפסת, וזה קורה כאשר לתדירות   .א

(א) רואים 5.4.6או נקודת אוכף כפונקציה של מספרי הגל. באיור יש מקסימום, מינימום 

(שתי  L-(תדירות אחת) ו W(שתי תדירויות),  X שיפוע מתאפס של התדירויות בנקודות

 . ערכי התדירויות בנקודות הללו מתאימים-ו Xתדירויות), וכן בנקודה שבין הנקודות 

  (ג).5.4.6רציפות בנגזרות באיור - לערכים שבהם נראית אי

 באזור ברילואן, 0kהתדירות הם כדורים סביב הנקודה - המשטחים שווי  .ב
2

0 1 0    k k 1. מהירות החבורה היא 02   k k kעבור כדור שרדיוסו . 

1/2
0 0 1[( )/ ]q      k k) נותנת )5.4.18, משוואה   

  
2

1/2
03 3 2 3/2

1 1

4
( ) ( )

2(2 ) (2 ) 4S

qNV dS NV NVg q
  

    
   

k
 

,  

0כאשר    ו ,-( ) 0g   0, כאשר  צפיפות המצבים של הענף הנדון יורדת באופן .

  מלמטה, אבל נגזרתה מתבדרת. 0 מתקרבת אל   , כאשר0-רציף ל

0באזור ברילואן של גרפן מתקיים  Kליד הנקודה   .ג 1    q כאשר ,K q k k מהירות .

1החבורה היא  /q  k q 1, ולכן k5.4.18משוואה ( ממדי הזה,- . למקרה הדו (

  נותנת
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02 2 2
1 1

22 2
( )

(2 ) (2 )S

qNV dS NV NVg   
  

   
k

 
,  

נובע מכך שקיימות שתי נקודות בתוך כל תא יחידה. צפיפות המצבים מתאפסת  2כשהגורם   

0בתדירות   וגדלה לינארית כשמתרחקים מהתדירות הזאת לשני הכיוונים. הנגזרת ,

  מחליפה סימן בנקודה הסינגולרית.

  

  5.8תשובה 

2, )5.1.17ממשוואה (  .א /E D ) מהירות הקול היא ),5.1.16. ממשוואה 

/[2( )]c a D M m .  היא בענף האקוסטי בקירוב דביי, צפיפות המצבים

( ) /( ) /( )g L c Na c    ולכן ,
0

( ) /( )D
DN g d Na c


    ,כלומר , 

/ /[2( )]D c a D M m    .  ,מכאן/ ( /2) / /(1 / )D E m M m M    בין . היחס

  .1-ל 0-גדל מהזה כאשר היחס  ,4/אל  0-והוא עולה מק ביחס המסות, תלוי רהתדירויות 

, ועוד Dלבין  0האיור הבא מציג את צפיפות המצבים המקורבת: צפיפות קבועה בין   .ב

  .E- פונקציית דלתא ב

  

  

  5.9תשובה 

2 אורך הגל בתדירות דביי מתקבל מהשוויון /D D Dck c   . ) 5.4.24ממשוואה,( 
2 3 2 36 ( / ) 6 [ /(2 )]D DV c     , 4)1/3 ולכן /3)D V . בסריג FCC עם קבוע סריג a 

3מתקיים  /4V a והמרחק בין אטומים שכנים הוא ,/ 2d a ,לכן .

1/3( / ) (2 2 /3) 1.44D FCCd   בסריג .BCC  עם קבוע סריגa  3מתקיים /2V a והמרחק ,

3בין אטומים שכנים הוא  /2d a.  ,1/3לכן( / ) [16 /(9 3)] 1.48D BCCd   בשני .

 שכנים, ולכן תיאור התנודות בעזרת גלים סביר:המקרים אורך הגל גדול מהמרחק בין אטומים 

  אין משמעות לגל, אם אורך הגל קטן מהמרחק בין אטומים.

  

  5.10תשובה 

הטמפרטורות שבהן נמדד החום הסגולי נמוכות ביחס לטמפרטורות דביי, ולכן החום הסגולי 

 .3Iוע ), כשמחליפים את האינטגרל שם בקב5.4.22האקוסטי במשוואה (נשלט על ידי החלק 
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  אבל, ולכן קיימים גם ענפים אופטיים, היחידהתא ב יוניםם הללו יש שני לגבישי

  ואפשר להזניחו. בהנחה שמהירויות הקול ,פוננציאליתסהחום הסגולי שלהם קטן אק

3בכל הכיוונים זהות, מתקבל 
0 ( )V DC C     0, כאשר המקדםC זהה לשני הגבישים.  

D ההצבה B Dk    3נותנת
0 ( / )V DC C T 3 , ולכן

0 (KCl,5K)(5/230)VC Cן, ומכא 

3
310 5

(NaCl,2K) (KCl,5K) 1.45 /mol/K
2 230V VC C J   

 
.  

  

  5.11תשובה 

2 , הם ריבועים בעלי צלע שאורכה התדירות, בתדירות- ווים שוויהק /c ולכן ההיקף שלהם ,

4הוא  2 /S c . מהירות החבורה (שניצבת למשטח שווה התדירות) היא

( [ ], [ ])g x yc sign k sign k kv  2, ולכןg cv .) נותנת5.4.18משוואה ( 

2 2

2 2
4 2 /

( )
(2 ) ( )2

Na c Nag
cc

 
 

  מאחר שהתוצאה לינארית בתדירות, ההתנהגות של כל .

התכונות התרמודינמיות זהות לאלה של מודל דביי בשני ממדים, פרט לקבוע הכפלי שקובע את 

2הסקאלה. חישוב המספר הכללי של אופני תנודה נותן את תדירות דביי,  /D c a  ,מכאן .

2 /
3 2

0
2 /( 1)D T x x

V B
D

TC k N dxx e e
     

DDBk , כאשר  התוצאה הזאת נראית .

  בדיוק כמו התוצאה של מודל דביי בשני ממדים.

  

  5.12תשובה 

2)1וקטורי הגל של הנויטרונים הם  / )(1,0,0) (1.795(Å) ,0,0)   k ,
1' (2 / ')(1,1,1)/ 3 (1.557,1.557,1.557)(Å)   k עבור נויטרונים מתקיים .

2 3 2/(2 ) 1.965 10 (Å)nm eV ולכן שינוי האנרגיה של הנויטרון המפוזר הוא , 
2 2 2 3' ( ' )/(2 ) 7.96 10nk k m eV      .זאת אנרגיה שלילית, ולכן הנויטרון פלט פונון . 

'1התנע שאיבד הנויטרון הוא  (0.238, 1.557, 1.557)(Å)     K G k k הגבולות של אזור .

/1ברילואן הראשון בכיוון כל אחד מהצירים הם  0.739(Å)aK a  לכן, מרכיבי . y ו-z  של

הוֶקטור שקיבלנו חורגים מהאזור הזה. כדי למצוא את הוֶקטור באזור ברילואן הראשון יש לבחור 

(0,2 / ,2 / )a a G 1, ואז מקבלים' (0.238, 0.079, 0.079)(Å)    K k k.  
  

  5.13תשובה 

(1)נסמן את המומנטים המגנטיים במצב המסודר על ידי 
1ˆμ z, (2)

2 ˆμ z משוואות .

  מוכללות לכן:  5.9.3התנועה של שאלה 
  

(1) (1) (2) (2)
2 1 1/ [2 ( )]nx ny ny n yd dt J         ,  
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(1) (1) (2 ) (2 )
2 1 1/ [2 ( )]ny nx nx n xd dt J        ,  

(2) (2) (1) (1)
1 2 1/ [2 ( )]nx ny ny n yd dt J        ,  

( 2 ) (2 ) (1) (1)
1 2 1/ [2 ( )]ny nx nx n xd dt J         .  

(1,2) הצבת המשתנים החדשים (1,2) (1,2 )
n nx nyi     נותנת עכשיו את המשוואות  

  
(1) (1) (2) (2)

2 1 1/ [2 ( )]n n n nd dt iJ           ,  

(2) (2) (1) (1)
1 2 1/ [2 ( )]n n n nd dt iJ            .  

  הצבת גלי ספין נותנת לבסוף
  

(1) (1) (2)
2 1[2 (1 ) ]ikaJ e    

     ,  

(2) (2) (1)
1 2[2 (1 ) ]ikaJ e        .  

  דטרמיננטת המקדמים נותנתהתאפסות 
  

2 2
1 2 1 2 1 2[( ) ( ) 4 sin ( /2) ]J ka          ,  

2ושני הפתרונות מוצגים באיור הבא עבור  12  1 (התדירות ביחידות שלJ מתקבל אופן .(

נפיצה ריבועי בגלים ארוכים,  יחספרומגנט, עם לאופן התנודה שנמצא עבור תנודה אחד שדומה 

כאשר שני  ן תנועת הגל).כיווואופן תנודה "אופטי" (הסימן אינו משנה, כי הוא קובע רק את 

2המומנטים שווים,  1 יחס הנפיצה חוזר להיות לינארי בגלים ארוכים, כמו באנטי ,-

  (הקווים המקווקווים באיור). פרומגנט
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  6פרק 
  אלקטרונימ במוצקימ

  

  

פרק זה עוסק בתרומות של האלקטרונים לתכונות התרמיות והחשמליות של מוצקים. חלק 

מהתופעות מוסברות על ידי התאוריה הקלאסית של דרודה. חלק אחר מוסבר על ידי התאוריה 

הקוונטית של אלקטרונים חופשיים שהציע זומרפלד. עם זאת, עיקר הפרק מוקדש לתופעות 

שנובעות מהפוטנציאל המחזורי שפועל על האלקטרונים בגלל הגביש של היונים. פוטנציאל זה 

אחראים לתכונות האלקטרוניות של  אחראי לפסים של האנרגיות המותרות לאלקטרונים. הפסים

מבודדים, מתכות ומוליכים למחצה. לקראת סיומו הפרק עוסק גם  ולקיומם של המוצקים

בהתנהגות הקוונטית של אלקטרונים בנוכחות שדה מגנטי, לרבות דיון באפקט הול הקוונטי. 

  הפרק הזה ארוך בהשוואה לפרקים אחרים, וראוי להקדיש לו זמן כפול בהשוואה אליהם.

  

  

   רשימת מושגימ
  

 Bloch oscillations   .....................................................................................  אוסצילציות בלוך

  translation operator  .........................................................................................  אופרטור הזזה

  Peierls instability   ...............................................................................  היציבות של פיירלס-אי

  conduction electrons  ...................................................................................  אלקטרוני הולכה

  valence electrons   ......................................................................................  אלקטרוני ערכיות

  Aharonov-Bohm effect  ..........................................................................  בוהם-אפקט אהרונוב

 de Haas-van Alphen effect  ...................................................................ון אלפן- אפקט דה האס

 Hall effect   ...........................................................................................................  אפקט הול

 quantum Hall effect  .................................................................................  אפקט הול הקוונטי
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 Shubnikov-de Haas effect  .................................................................  דה האס-אפקט שובניקוב

  thermoelectric effect  ..............................................................................  אלקטריתרמואפקט 

  filling factor   .....................................................................................................  גורם המילוי

 degenerate electron gas  ...........................................................................  גז אלקטרונים מנוון

 dimers  .....................................................................................................................  דימרים

  nearly-free electron  .........................................................................  עט חופשיהאלקטרון הכמ
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 persistent current  ............................................................................................  הזרם המתמיד

  tight binding  .....................................................................................................  הקשר החזק

  residual resistivity........................................................................................ התנגדות שיורית

 collisions  ............................................................................................................  התנגשויות
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  Fermi-Dirac distribution  .......................................................................  דיראק-התפלגות פרמי

  impurities  ...............................................................................................................  זיהומים

  relaxation time  ..............................................................................................  זמן הרלקסציה

  translations group ............................................................................................. חבורת הזזות

  specific heat  .........................................................................................................  חום סגולי

  Ohm's law  ...........................................................................................................  חוק אוהם

  Wiedemann-Franz law  ..................................................................................  פרנץ-חוק וידמן

  Matthiessen's rule  .............................................................................................  חוק מתיאסן

  holes  .........................................................................................................................  חורים

 semi metal  ...........................................................................................................  חצי מתכת

  resistivity ratio  ..............................................................................................  יחס ההתנגדות

 Lorenz number  ....................................................................................................  יחס לורנץ 

 Lorentz force  ........................................................................................................  כוח לורנץ

 gauge  ...........................................................................................................................  כיול

 insulator .................................................................................................................... מבודד

 Anderson insulator ......................................................................................... מבודד אנדרסון

 Mott insulator  .....................................................................................................  מבודד מוט

 Peierls insulator .............................................................................................. מבודד פיירלס

 topological insulators ............................................................................. מבודדים טופולוגיים

 magnetoresistance ........................................................................................ התנגדות- מגנטו

  mean free path ................................................................................................. מהלך חופשי 

  mobility  ................................................................................................................  מוביליות

 semiconductor  .................................................................................................  למחצהמוליך 

  intrinsic semiconductor  ....................................................................  מוליך למחצה אינטרינסי

 extrinsic semiconductor  ..................................................................  מוליך למחצה אקסטרינסי

 charge conductivity  .........................................................................................  מוליכות מטען

 superconductivity  ...............................................................................................  על-מוליכות

  thermal conductivity  .....................................................................................  מוליכות תרמית

 metalloids  ..........................................................................................................  מטלואידים

 effective mass  ..............................................................................................  מסה אפקטיבית
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 edge states ........................................................................................................... מצבי שפה

 localized states  ...........................................................................................  מצבים ממוקמים
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 equations of motion  ......................................................................................  משוואות תנועה
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 reduced spectrum  ....................................................................................  טרום מצומצםספק

 optical lattice  .....................................................................................................  סריג אופטי

  Pauli principle  ...................................................................................................  עקרון פאולי
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  energy band  .........................................................................................................  פס אנרגיה
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  valence band  .....................................................................................................  פס הערכיות

  energy gap  .........................................................................................................  פער אנרגיה

 paramagnetism  ....................................................................................................  פרמגנטיות

 density of states  ...........................................................................................  צפיפות המצבים

  density of charge carriers  ....................................................................... צפיפות נושאי המטען

 magnetic flux quantum  ........................................................................  קוונטום השטף המגנטי

  Klitzing  ...................................................................................................................  קליצינג

 Landau levels  .....................................................................................................  רמות לנדאו

  Fermi level  ..........................................................................................................  רמת פרמי

 magnetic flux  ......................................................................................................  שטף מגנטי

 plasma frequency  ........................................................................................  תדירות הפלזמה

  cyclotron frequency  ................................................................................  תדירות הציקלוטרון

 Kinetic theory  ..................................................................................................  תורה קינטית

 donors .................................................................................................................... תורמים

 Drude theory  .....................................................................................................  תורת דרודה

  Sommerfeld theory  .........................................................................................  תורת זומרפלד

 lattice momentum .................................................................................................. תנע סריגי

  Fermi momentum  ..................................................................................................  תנע פרמי

 canonical momentum  .............................................................................................  תנע קנוני
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  מבוא  :6.1
  

 גבוהה. הזרם החשמלי נישא על ידי האלקטרונים, מוליכות חשמליתמאופיינות על ידי  מתכות

אלקטרוני שנעים בחופשיות יחסית דרך החומר המוצק. כל אטום של המתכת "משחרר" את 

שלו (בדרך כלל אלקטרון אחד או שניים לאטום), שנמצאים בדרך כלל ב"קליפה"  הערכיות

אלקטרוני ים באטום החופשי. אלקטרונים אלה נקראים "החיצונית של המצבים האלקטרוני

מתייחסים  ), שייקרא להלן גם בשם "תורת דרודה",Drude(דרודה ". במודל הקלאסי של ההולכה

אל כל אלקטרון כאל חלקיק חופשי, שנע בהתאם למשוואות התנועה של ניוטון עד שהוא מתנגש 

של האלקטרון, ולכן יכולה להקטין את מספר עם גורם כלשהו. ההתנגשות משנה את כיוון תנועתו 

האלקטרונים שתורמים להולכה החשמלית בכיוון מורד השדה החשמלי. זו הסיבה הפיסיקלית 

), שקושר בין הזרם Ohm( חוק אוהםל, וזהו ההסבר Rלקיומה של התנגדות חשמלית סופית, 

V: /Iלבין הפרש המתח החשמלי בין קצות הדגם,    I   החשמלי V R.   
  

במודל דרודה מתייחסים אל האלקטרונים כאל חלקיקים קלאסיים ומתעלמים מאפקטים 

, אפילו המודל הפשוט הזה משחזר הרבה תופעות שנצפות 6.2קוונטיים. כפי שנראה בסעיף 

 פאולי.בניסיון. עם זאת, תופעות אחרות נובעות מאופיים הקוונטי של האלקטרונים ומעקרון 

שתי התורות הללו  .6.3), שמתוארת בסעיף Sommerfeld( זומרפלדתופעות אלה כלולות בתורת 

עדיין מתייחסות אל האלקטרונים כאל חלקיקים חופשיים ומתעלמות מהפוטנציאל הגבישי 

המחזורי שבתוכו האלקטרונים נעים ומהאינטראקציות הקולומביות ביניהם. מתברר 

אפשר להסביר -וטנציאל חשובה מאוד, ושיש תופעות רבות שאישהמחזוריות הזאת של הפ

בלעדיה. עם זאת, למרבה ההפתעה מתברר כי ההנחה של אלקטרונים חופשיים מספיקה כדי 

  להסביר הרבה תופעות אחרות.
  

 משפט בלוךהמשפט המרכזי שמאפיין את פתרונות משוואת שרדינגר בפוטנציאלים מחזוריים, 

)Blochשלושת הסעיפים הבאים מציגים דוגמאות לחישובים של 6.4סעיף ), מוצג ומוכח ב .

 הפוטנציאל של קרוניג ופניפונקציות הגל בנוכחות הפוטנציאל המחזורי: פתרון מדויק עבור 

)Kronig & Penney(  קירוב הקשר החזקו 6.6בסעיף  קירוב האלקטרון הכמעט חופשי, 6.5בסעיף 

) energy gaps( פערי אנרגיהו"מותרות"  של אנרגיות פסים. כל החישובים נותנים 6.7בסעיף 

ביניהם של אנרגיות "אסורות". הפסים הללו מסבירים את קיומם של מבודדים ושל מוליכים 

חום , באכלוסי הפסים השונים ובצפיפות המצביםבדן  6.9. סעיף 6.8למחצה, שמוסברים בסעיף 

נים בפוטנציאל מחזורי, שקובעות את של אלקטרומשוואות התנועה דן ב 6.10, וסעיף הסגולי

נותן  6.12דן בתנועה בשדה מגנטי, לרבות אפקט הול הקוונטי, וסעיף  6.11מוליכות המטען. סעיף 

  סקירה קצרה מאוד על מבודדי אנדרסון ומוט.
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  תורת דרודה  :6.2
  

ים (לפני המכניקה הקוונטית), מניח 1900- ), שהוצע כבר בDrude modelבמודל של דרודה (

שהאלקטרונים נעים בהשפעת השדה החשמלי החיצוני שפועל עליהם, ושההתנגדות החשמלית 

נובעת מפיזורים של האלקטרונים על ידי גורמי פיזור שונים בחומר. במודל הפשוט הזה 

כאל  מתעלמים גם מהאינטראקציות הקולומביות בין האלקטרונים ומתייחסים אל האלקטרונים

גז  כמו במקרה של גזים שמורכבים ממולקולות שנעות בחלל, .חלקיקים חופשייםגז של 

(ראו, למשל, בקורס "יסודות  התורה הקינטית של הגזיםהאלקטרונים מתואר על ידי 

   ).2, פרק 4הפיסיקה", יחידה 
  

סיכוי של  בתורה הקינטית קיים הזמן בין התנגשויות (זמן הרלקסציה) ומהירות האלקטרונים:

1/ נראה כי  6.2.1של האלקטרון עם גורם כלשהו בתוך החומר. בשאלה  התנגשותליחידת זמן ל

  בהמשך נראה גם כי המהירות הממוצעת של האלקטרון זמן הממוצע בין התנגשויותלשווה .

זמן נקרא גם "   אל ערך סטציונרי (שאיננו תלוי עוד בזמן), ולכן    שואפת כעבור זמן אופייני

". להלן נשתמש בשני השמות השקולים הללו ללא הבחנה ביניהם. דרודה שיער הרלקסציה

שהאלקטרונים מתנגשים ביונים שמסודרים על נקודות הסריג. מאחר שהיונים כבדים בהרבה 

מהאלקטרונים, הוא הניח שההתנגשות היא מיידית ואלסטית, כך שהמהירות של האלקטרון 

את גודלה, אבל היא משנה את כיוונה באופן אקראי. כפי שנראה בהמשך הפרק הזה, איננה משנה 

ההתנגשויות שגורמות לרלקסציה אינן עם היונים בסריג, אלא עם גורמים אחרים. עם זאת, 

מתברר שההנחה של קיום גורמים שמפזרים את האלקטרונים באופן אלסטי (מבלי להתייחס 

  ה כדי לקבל את חוק אוהם.מספיק לזהותם של הגורמים הללו)

  

  6.2.1שאלה 

   הוכיחו כי: ,/1 של אלקטרון בגורם מפזר הוא בהנחה שהסיכוי ליחידת זמן להתנגשות

)/-שווה ל  t   לכך שאלקטרון איננו מתנגש במשך זמן הסיכוי  .א ) tP t e .  

  .   הזמן הממוצע בין התנגשויות הוא  .ב

  

נקבעת על ידי החוק השני של  )v, ומהירותו m (שמסתו בין ההתנגשויות התנועה של האלקטרון

mניוטון,  m  p v a F  כאשר ,mp v הוא התנע של האלקטרון ו-F .הוא הכוח שפועל עליו 

)פועל על האלקטרון שדה חשמלי  tאם בזמן  )tE אזי ,e F E כאשר ,e  הוא מטען

)מתקבל  dtהאלקטרון. לכן, עבור פרק זמן קטן מאוד  ) ( ) ( )t dt t e t dt  p p E מאחר .

לקטרונים, יש למצע את התנע הזה שההתנגשויות אקראיות, ומאחר שבהמשך נסכם על הרבה א

dt/יש סיכוי  dtעל כל האירועים שיכולים לקרות. במרווח הזמן   ,יאבד  לכך שהאלקטרון יתנגש

, או תנע חדש 'v את מהירותו בכיוון התנועה הקודם שלו ויקבל מהירות אקראית חדשה

' 'mp vי שהאלקטרון לא יתנגש, והתנע ימשיך להינתן על ידי המשוואה . לעומת זאת, הסיכו

1)הנ"ל, הוא  / )dt  מיצוע על כל האירועים האפשריים במרווח הזמן .dt  כלומר על)
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אלקטרונים רבים שעוברים התנגשויות) נותן את התנע הממוצע החדש, 

( ) (1 / )[ ( ) ( ) ] ' /t dt dt t e t dt dt     p p E pולכן ,  
  

  
( )

( ) ( )
td t e tdt 

  
p

p E,  )6.2.1(  

  

'כאשר השתמשנו בעובדה שהממוצע של המהירות החדשה הוא  0v  ולכן גם]' 0p.[ 

ממלא את  /1) דומה למשוואת התנועה של חלקיק בתווך צמיג, כשהמקדם 6.2.1משוואה (

  התפקיד של מקדם חיכוך (ביחידות המתאימות).
  

פתרון המשוואה  עבור שדה חשמלי כזה, נגביל עכשיו את הדיון לשדה חשמלי שאיננו תלוי בזמן.

  ) הוא6.2.1הדיפרנציאלית (
  

  /( ) tt e e    p E A ,  )6.2.2(  
  

(0)כאשר הקבוע  e  A p E התחלה. כעבור זמן שגדול מזמן נקבע על ידי תנאי ה

t הרלקסציה, ,ומתקבל פתרון סטציונרי (שאיננו תלוי בזמן), , האיבר השני דועך   
  

  ( ) ( ) / /t t m e m     v p Ε Ε,   )6.2.3א(  

  כאשר 

  /e m   )6.2.3(ב  
  

תסמן בהמשך גם גדלים אחרים,  ) של האלקטרונים (האות mobility( מוביליותהמוגדרת בתור 

אבל אפשר תמיד לזהות את משמעותה מהתוכן). זמן הרלקסציה מודד אפוא את הזמן שבו קיים 

tעדיין זיכרון כלשהו של תנאי ההתחלה. כעבור זמן שגדול בהרבה מזמן הרלקסציה,   ,

  שבו המהירות תלויה רק בשדה החשמלי החיצוני.מגיעים לפתרון הסטציונרי, 
  

) באופן הבא: בין התנגשויות עוקבות האלקטרון נע בהשפעת 6.2.3אפשר לפרש את משוואה (

)השדה החשמלי הקבוע בתאוצה קבועה, ולכן מהירותו היא  ) ' /t e t m v v Ε כאשר מהירותו ,

(0)ההתחלתית (מיד אחרי ההתנגשות הקודמת) היא  'v v הביטוי הזה טוב בממוצע רק עד .

tלזמן   שבו האלקטרון מתנגש שנית ומקבל מהירות חדשה. כשממצעים על כל ההתנגשויות ,

לו מתאפס, כי המהירות אחרי כל התנגשות מצביעה בכיוון אקראי, ואי v'האפשריות, הממוצע 

tהזמן האופייני הוא   לכן, המהירות הממוצעת היא .( ) ' / /t e t m e m   v v Ε Ε, 

  ).6.2.3כמו במשוואה (

  

  6.2.2שאלה 

עד כאן הנחנו כי אחרי ההתנגשות האלקטרון מאבד את מהירותו המקורית, ומקבל מהירות 

בכיוון אקראי לגמרי. מהי המהירות של האלקטרון במצב סטציונרי, אם בכל  v'חדשה 

  ?  התנגשות האלקטרון משנה את כיוון תנועתו לכל היותר בזווית
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, ואם מהירותם הממוצעת היא nהאלקטרונים (מספרם ביחידת נפח) היא  אם צפיפות חוק אוהם:

v אזי מספר האלקטרונים שעוברים ביחידת זמן דרך שטח ,A  שניצב למהירות הזאת ביחידת

|זמן הוא  |nA v  אלה כל האלקטרונים שנמצאים בנפח ששטח בסיסו)A  וגובהו שווה

מוגדר ככמות המטען שעוברת דרך יחידת שטח שניצבת  j זרם המטעןצפיפות וקטור למהירות). 

  כלומר  ו ביחידת זמן,לכיוונ

  
nene m   j v p.  )6.2.4(  

  
  ), מקבלים6.2.3אם מציבים את משוואה (

  
  2 / /ne m    j Ε Ε Ε,  )6.2.5(  

  כאשר

  21/ /ne m ne       )6.2.6(  
  

כאשר מופעל מפל  המתאימה. ההתנגדות הסגוליתהיא  -, והמוליכות הסגולית של החומרהיא 

ושטח החתך שלו שניצב לכיוון הזרם  Lבין הקצוות של דגם שאורכו (בכיוון הזרם) הוא  Vמתח 

E/, אזי השדה החשמלי (שכיוונו ניצב לשטח הנדון) הוא Aהוא  V Lאם הזרם הכללי הוא .  I ,

j/אזי הזרם ליחידת שטח הוא  I Aאוהם קחון מתקבל , ולכ ,V RIעם ההתנגדות ,  
  

  / /( )R L A L A  .  )6.2.7(  
  

) קושרת בין המוליכות הסגולית המקרוסקופית של החומר לבין התהליכים 6.2.6משוואה (

חוק אוהם ) מייצגת את 6.2.5המיקרוסקופיים של פיזורי האלקטרונים בתוך הדגם. משוואה (

  .המקומי
  

1אוהם סנטימטר, - התנגדויות סגוליות אופייניות של מתכות הן מסדר גודל של מיקרו cm  .

23שוות לצפיפויות של היונים,  האלקטרוניםצפיפויות אופייניות של  3 29 310 cm 10 mn   .

191.6הצבת  10e Coul  319.1- ו 10 kgm   1410 נותנת לכן sec .  דרודה הניח כי

אפשר להעריך את המהירות הממוצעת של האלקטרונים מתוך חוק החלוקה השווה עבור גז 

2האלקטרונים,  /2 3 /2Bm k Tv.  ,300בטמפרטורת החדרT K 710, מתקבל cm/secv .

) של האלקטרון (שהוא המרחק הממוצע שעובר mean free path( המהלך החופשימכאן, 

10Åהאלקטרון בין התנגשויות עוקבות) הוא  v .  זהו מרחק קצר מאוד, שיכול להתאים

להשערתו של דרודה כי האלקטרונים מתנגשים עם היונים בסריג, ולכן המהלך החופשי שלהם 

ל קבוע הסריג. כפי שנראה בסעיף הבא, הערכת המהירות הזאת איננה נכונה, הוא מסדר גודל ש

ולמעשה המהלך החופשי של האלקטרונים גדול הרבה יותר. יתרה מזאת, אם מציבים את 

, בעוד קבוע הסריג T- המהירות מחוק החלוקה השווה, מקבלים כי המהלך החופשי מתכונתי ל

תלוי בטמפרטורה. כפי שנראה בסעיף הבא, השגיאה היא רק בהערכת המהירות  כמעט שאיננו

לפי חוק החלוקה השווה ולא בהנחה שקיים זמן רלקסציה שקובע את ההתנגדות החשמלית. 
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) מתארת נכון את ההתנגדויות של הרבה 6.2.6כשכוללים בה את זמן הרלקסציה הנכון, משוואה (

  ך. נדון עכשיו בשלוש הכללות של חוק אוהם. מתכות. נחזור אל הדיון הזה בהמש
  

). כפי שהתגלה Hall( אפקט הולב, נוסיף שדה מגנטי קבוע במקום ובזמן ונדון ראשית אפקט הול:

, שדה מגנטי כזה, שנוסף בכיוון ניצב לשדה החשמלי, יוצר מתח חשמלי 1879- על ידי אדווין הול ב

בניצב לכיוונו ולכיוון הזרם החשמלי. כפי שנראה, מדידת המתח הזה מאפשרת לקבוע את סימנם 

האלקטרון . על 6.2.1ואת צפיפותם של נושאי המטען החשמלי. המערך הניסיוני מתואר באיור 

, שניהם קבועים במקום ובזמן וניצבים זה לזה. משוואת Bושדה מגנטי  Eפועלים שדה חשמלי 

 התנועה הקלאסית של אלקטרון (בין התנגשויות) בנוכחות שני השדות מכילה את כוח לורנץ,

e c
     
 

vp E B כאשר ,mp vו ,-c ו כאן את כוח לורנץ היא מהירות האור (רשמנ

לא כוללים את מהירות האור). השדה המגנטי הקבוע איננו משפיע על  SI. ביחידות CGSביחידות 

מרכיב המהירות שמקביל לו. כשמוסיפים את הסיכוי להתנגשויות וממצעים על כל האירועים 

  ),6.2.1האפשריים ביחידת זמן, מקבלים הכללה של משוואה (
  

  
( ) ( )

( )
t t

t e mc
 

     
 

p p
p E B.  )6.2.8(  

  

, ואילו השדה החשמלי והמהירות של z-במקרה הפרטי שבו השדה המגנטי הוא בכיוון ציר

, משוואות התנועה עבור מרכיבי התנע הן XY-האלקטרון הם במישור

E /x x c y xp e p p     ,E /y y c x yp e p p    ובמצב סטציונרי , 

  ),6.2.3מתקבלת הכללה של משוואה ( )0p(כאשר 
  

  E / 0x c y xe p p    ,  

  E / 0y c x ye p p    ,  )6.2.9(  
  

)/כאשר  )c e mc   " של האלקטרון (ששווה לתדירות הזוויתית של תדירות הציקלוטרוןהיא "

בהיעדר השדה החשמלי ובהיעדר ההתנגשויות, שאלה תנועתו המעגלית בניצב לשדה המגנטי 

ne/ ),6.2.4). אם מציבים במקום התנע את צפיפות הזרם ממשוואה (6.2.3 ne m   j v p, 

  מקבלים
  

  E ( )x c y xj j              ,E ( )y c x yj j     .  )6.2.10(  
  

) ותדירות הציקלוטרון נותנת 6.2.6ממשוואה ( הצבת ההתנגדות הסגולית 

/( )c Hnec R      הול של המקדם את הגדרנו , כאשר,   

  
1

HR nec ,  )6.2.11(  

   ולכן
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xx xyx x xH

y y yyx yy H

j jR
j jR

  
  

                          
.   )6.2.12(  

  

בנוכחות השדה המגנטי ההתנגדות הסגולית הופכת להיות טנזור, כך שהוֶקטורים של צפיפות זרם 

) נקבע כך 6.2.11המטען ושל השדה החשמלי אינם מקבילים עוד זה לזה. סימן המינוס במשוואה (

הוא שלילי כאשר  HR- נושאי הזרם, כלומר ש יהיה זהה לסימן של המטען של HRשהסימן של 

  נושאי הזרם הם אלקטרונים. 
  

  נותן )6.2.12היפוך המטריצה במשוואה (
  

  
E
E

xx xyx x

y yyx yy

j
j

 
 
    

          
,  )6.2.13(  

  

2כאשר המוליכות הסגולית הוחלפה בטנזור מסדר  ),6.2.5שהיא הכללה של משוואה ( 2,  עם

  המרכיבים

  
2 21 ( ) 1 ( )xx yy

c HR
  
 

  
  

 ,  

  
2

2 21 ( ) 1 ( )
c H

xy yx
c H

R
R

 
 

 


   
  

.  )6.2.14(  

  

  6.2.3שאלה 

נע משתתף בשתי תנועות: הוא עדר התנגשויות האלקטרון יעדר שדה חשמלי ובהיהוכיחו כי בה

2זמן המחזור ובתנועה מעגלית מחזורית עם  שדה המגנטי,מקביל לבתנועה קצובה בכיוון  / c  

  במישור הניצב לשדה המגנטי.

  

בכיוון  ונניח כי הזרם זורם רק ,6.2.1כמו באיור  נניח עכשיו דגם בצורת תיבה, מדידת מקדם הול:

0yj (כלומר x- ציר .( השדה החשמלי שמתקבל בכיוון הזרם עדיין ניתן על ידי חוק אוהם 

x )],6.2.5( [משוואה xj . ,צירהזרם בכיוון  עם זאת -x יוצר עכשיו שדה חשמלי בכיוון ציר -y :  
  

  y yx x c x x H xj j j R jnec          .  )6.2.15(  

  

, התוצאה של השדה הזה תהיה הצטברות של מטענים שליליים על y-צירמאחר שאין זרם בכיוון 

  ).6.2.1הדופן הנגדית (איור ושל מטענים חיוביים על  הדופן התחתונה של הדגם,
  

מעניין לציין כי רוב הגדלים שמיוחדים למערכת המסוימת (כמו זמן הרלקסציה) הצטמצמו 

) למקדם הול. מקדם זה, שניתן למדידה כאשר מודדים את המתח שנוצר בין 6.2.11בביטוי (

 במקרה שלנו) e, תלוי רק במטען של נושאי המטען (y-צירהדפנות הנגדיות של הדגם בכיוון 

. אם יודעים כי נושאי המטען הם אלקטרונים, כפי שהנחנו בחשבון הנ"ל, אזי nובצפיפותם 

המדידה הזאת נותנת ישירות את צפיפותם. כפי שנראה בהמשך, יש חומרים רבים שבשבילם 
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חומרים אלו  יובי.אבל יש גם חומרים אחרים שבהם המקדם של הול הוא ח התיאור הנ"ל נכון,

  הכללה זאת תוצג בהמשך הפרק. דורשים הכללה של התאוריה הפשוטה שהוצגה עד כאן.
  

  

, ולכן x-וון ציריהזרם הוא בכ, z-הגיאומטריה של אפקט הול: השדה המגנטי הוא בכיוון ציר :6.2.1איור 
  .)x-(בנוסף לשדה החשמלי החיצוני, בכיוון ציר y-ציר יווןנוצר שדה חשמלי בכ

  

  6.2.4שאלה 

3.49Åaעם קבוע  BCCחשבו את מקדמי הול עבור ליתיום (סריג   ועבור נחושת (סריג (FCC 

3.61Åaעם קבוע  .( .כל אטום תורם אלקטרון אחד למוליכות  

  

 מוליכות של זרם חילופיןלהכללה שנייה שבה נטפל מתייחסת  מוליכות של זרם חילופין:

 נוח לרשום את השדה החשמלי המחזורי בזמן בצורהבמקרה הזה  במתכת.

( ) Re[ ( ) ]i tt e  Ε Ε. ) עבור המקביל ביטוי מחייבת להשתמש גם ב )6.2.1משוואת התנועה

) הממוצע, התנע ) Re[ ( ) ]i tt e  p p. שבתוך המרוכב ים את המשוואות עבור הביטוי פותר

 מתקבל )6.2.1( ממשוואה , ובסוף מוצאים את החלק הממשי.הסוגריים המרובעים

( ) ( )/ ( )i e       p p E, הפתרון עבורו ( )p  לזרם חילופיןהמקומי חוק אוהם נותן את ,  
  

  ( ) ( )/ ( ) ( )ne m      j p E ,  )6.2.16(  

  כאשר

  ( )
1 i

 





  )6.2.17(  

  

  . המוליכות המרוכבת לזרם חילופיןהיא 

  

),  אלקטרומגנטיים שמתנודדים בתדירות שדותמשוואות מקסוול ל ) Re[ ( ) ]i tt e  E E ,

  בקורס "פרקים בפיסיקה מודרנית"] 1ביחידה  3.3למשל, סעיף  ,[ראו הן בנוכחות זרם חשמלי,
  

  2 ( ) ( )
i
c
   E B ,         

4
( ) ( ) ( )

i
c c
     B j E.  )6.2.18(  

  

  נותנים )6.2.16של ( והצבה שילוב שתי המשוואות
  

  
2

2
2

( ) ( ) ( )
c
    E E ,  )6.2.19(  
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  המרוכב המקדם הדיאלקטריעם 

  
4 ( )

( ) 1
i   


  .   )6.2.20(  

  

1 בגבול של תדירויות גבוהות, , נותנת  )6.2.17( משוואה( ) /( )i   ,  ולכן  
  

  
2

2
( ) 1

p
 


  ,  )6.2.21(  

  

2, שמוגדרת על ידי של האלקטרונים תדירות הפלזמההיא  p כאשר 24 /p ne m  . ביחידות

SI  2מתקבל 2
0/( )p ne m  0, כאשר  .בתדירויות נמוכות הוא המקדם הדיאלקטרי של הריק

ולכן  הוא שלילי, המקדם הדיאלקטרי  ),/1-מתדירות הפלזמה (אבל עדיין גבוהות מ

xeפוננציאלית עם המרחק, למשל כמו אקס) דועכים 6.2.19הפתרונות של משוואה ( עם , 

/c    ,ולכן גלים בתדירויות הללו אינם (בדקו!). השדה החשמלי דועך בתוך החומר

מתכות מחזירות . זו הסיבה לכך שהחומר הם מוחזרים מהשפה של, ויכולים לחדור לתוך החומר

ולכן גלים  אור ומתנהגות כמו מראה. בתדירויות גבוהות מתדירות הפלזמה הפתרונות הם גליים,

   המתכת שקופה לקרינה בתדירויות הללו. ת הללו יכולים לעבור בתוך החומר.בתדירויו

  

  6.2.5שאלה 

ˆעל מתכת פועלים שדה מגנטי קבוע,  Β z, מתנודד בכיוון כללי ושדה חשמלי 

0( ) Re[ ]i tt e Ε Εי המתנודד זניח. ל. השדה המגנטי שקשור לשדה החשמ  

   מצאו את טנזור ההתנגדות החשמלית ואת טנזור המוליכות החשמלית.  .א

1מצאו את טנזור המוליכות בגבול של תדירות גבוהה (  .ב (. מה קורה כאשר 
/( )c e mc   ?  

  

 הנושא האחרון שבו נדון במסגרת התורה של דרודה עוסק בתרומת מוליכות תרמית:

), המוליכות 5.8כמו במקרה של פונונים (סעיף  של מתכות. מוליכות התרמיתהאלקטרונים ל

  זרם החום הוא )5.8.6הזאת מחושבת במסגרת התורה הקינטית. ממשוואה (
  

  U T j ,  )6.2.22(  

  כאשר

  
22

23
3 3 2

V
B

v cnv c nk Tm
      )6.2.23(  

  

באגף ימין נובע משימוש כפול בחוק האחרון של האלקטרונים. הביטוי  המוליכות התרמיתהיא 

2האנרגיה של כל אלקטרון את התוצאה שנותן עבור  ,החלוקה השווה /2 3 /2Bu m k T v, 

3לכל אלקטרון  סגולי ולכן חום /2Bc kאמצעות . בביטוי האמצעי ביטאנו את התוצאה גם ב

Vc החום הסגולי ליחידת נפח, nc.  
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), כאשר זוכרים כי השדה החשמלי הוא 6.2.5( ) למשוואה6.2.22שימו לב לדמיון בין משוואה (

הגרדיאנט של הפוטנציאל,  מינוס Ε ) משיקולים דומים 6.2.5. יכולנו לקבל את משוואה (

שבשני המקרים מדובר  כךהדמיון בין המשוואות נובע מ .)6.2.22שהובילו למשוואה ( שיקוליםל

זו הסיבה שהניעה את  במקרה האחר. באותם חלקיקים, שנושאים מטען במקרה אחד ואנרגיה

  היחס הקרוי על שמו, ) להגדיר אתLorenzלורנץ (
  

  L T



.  )6.2.24(  

  

  מתקבל ,)6.2.23(- ) ו6.2.6( כשמציבים כאן את משוואות
  

  
2

3
2

Bk
L e

 
  

 
 .  )6.2.25(  

  

 ולא בשום פרט של החומר. e-ו Bk ורנץ תלוי רק בקבועים הפיסיקלייםלכאורה, היחס של ל

יבים את הערכים . כשמצ)Wiedemann-Franz law( החוק של וידמן ופרנץ) נקרא 6.2.25השוויון (

8 של הקבועים הללו, מתקבל 21.11 10 Watt /L K   )K  ,מייצג מעלות קלווין). אכן

ושל המוליכות התרמית האלקטרונית  חשמליתמוליכות ההכשבודקים את הערכים הידועים של 

(ואיננו תלוי בזהות המתכת).  לורנץ שלהם הוא בקירוב קבוע מוצאים כי יחס ,של מתכות רבות

גדולים בערך פי שניים מהערך הנ"ל שהתקבל מהמודל של  L עם זאת, הערכים הנמדדים של

 מאוד, תיקון של שתי המוליכויות מוביל לערך מתוקן, שקרוב בסעיף הבאדרודה. כפי שנראה 

   לערכים הניסיוניים.
  

גורם  כפי שראינו, גרדיאנט טמפרטורה ):Seebeckמואלקטרי או אפקט זיבק (האפקט התר

גרדיאנט כזה  שבצד הקר. לכן, האלקטרוניםלאלקטרונים בצד החם להיות מהירים יותר לעומת 

יוצר מהירות ממוצעת של האלקטרונים בכיוון הפוך לכיוון הגרדיאנט. המהירות הזאת יוצרת 

האפקט זהו  גרדיאנט הטמפרטורה בלבד (ללא שדה חשמלי חיצוני).זרם חשמלי, שנגרם על ידי 

כאשר לגרדיאנט הטמפרטורה שיוצר אותו.  שבו הזרם החשמלי מתכונתי ,התרמואלקטרי

, האלקטרונים מצטברים על קצות הדגם, ואז נוצר לאלקטרודות החשמליותמנתקים את החיבור 

  .אפקט זיבקזהו מתח חשמלי הפוך שעוצר את הזרם. 

  

  6.2.6שאלה 

  השתמשו במודל של דרודה כדי

  ,התרמואלקטרישנוצר על ידי גרדיאנט הטמפרטורה באפקט לרשום ביטוי עבור הזרם   .א

בגלל גרדיאנט הטמפרטורה באפקט  למצוא את השדה החשמלי שנוצר כשאין זרם חשמלי  .ב

הסגולי של מהו השדה הזה אם משתמשים בחוק החלוקה השווה כדי לקבל את החום  זיבק.

  האלקטרונים?
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  תורת זומרפלד  :6.3
  

כי  הנחנו למשל, תורת דרודה התבססה על השימוש בפיסיקה קלאסית. :בעיות עם מודל דרודה

3החום הסגולי של כל אלקטרון ניתן על ידי חוק החלוקה השווה,  /2Bc k ולכן האלקטרונים ,

, המערכת את הגודלאמורים לתרום לחום הסגולי הכללי של  3 /2V e e e BC N c N k , כאשר eN 

החום הסגולי של מתכות בטמפרטורת החדר  ניסיונית, הוא מספר האלקטרונים המוליכים.

)], שכולל רק את התרומה של 5.4.9פטי [ראו דיון אחרי משוואה (- ןמתואר היטב על ידי חוק דולו

,הפונונים:  3V tot BC Nk מכאן שהתרומה האמיתית של האלקטרונים לחום הסגולי של מתכות .

3- היא קטנה בהרבה מ BNk לכן, חוק החלוקה השווה איננו מתאר אלקטרונים בטמפרטורת .

יון החדר. ראינו עוד כמה מקרים שבהם הנחת חוק החלוקה השווה הובילה לסתירות עם הניס

תורת פרנץ). התיקון לרבים מהקשיים הללו נמצא בעזרת - של חוק וידמן L(למשל, יחס לורנץ 

. בסעיף הנוכחי נמשיך להתייחס אל האלקטרונים כאל גז של חלקיקים חופשיים הקוונטים

וללא אינטראקציות ביניהם), אבל נתאר אותם באופן  עם היונים ללא אינטראקציות כלומר(

מתארת את המוליכות החשמלית של גז אלקטרונים חופשיים קוונטיים נקראת קוונטי. התורה ש

  ). Sommerfeld( זומרפלדעל שם 
  

 המכניקה הקוונטית משפיעה על תוצאות החישובים בשני אלקטרונים חופשיים קוונטיים:

בקורס "פרקים  6ראשית, אלקטרון חופשי מתואר על ידי משוואת שרדינגר [יחידה  אופנים.

  בפיסיקה מודרנית"], ורמות האנרגיה שלו נקבעות על ידי משוואת הערכים העצמיים
  

  
2

2 ( ) ( )
2

Em   r r  .  )6.3.1(  

  

x אם האלקטרון נמצא בתיבה מלבנית, שממדיה הם y zL L L  אזי אפשר להפריד משתנים ,

)ולקבל כי הפונקציות העצמיות הן  ) ( ) ( ) ( )x y zx y z   r כאשר כל כופל באגף ימין הוא ,

 תנאי שפה מחזורייםבממדית. ברוב הדיונים הבאים נשתמש -פתרון של משוואת שרדינגר החד

עבור תנודות הסריג. עבור תנאי  5.3על דפנות התיבה, כמו תנאי השפה שבהם השתמשנו בסעיף 

)שפה מחזוריים על דפנות התיבה, למשל  ) ( )x x xx x L   ,הפתרון המנורמל הוא גלי ,

1/2( ) xik x
x xx L e  ,2, עם הערכים הבדידים של מספר הגל /x x xk n L כאשר ,

0, 1, 2,xn     ,2. באופן דומה /y y yk n L 2-ו /z z zk n L ובסך הכול ,

( ) /ie V  k rr כאשר ,x y zV L L L  הוא נפח התיבה. מאחר שמספר הגל קשור ישירות עם

pהתנע של האלקטרון,  k נתייחס בהמשך אל ,k  הן כ"וקטור גל" והן כ"תנע". הצבה

  ) נותנת רמות אנרגיה בדידות, 6.3.1במשוואת שרדינגר (
  

  

22 22 2 2
2

, ,
2

2x y z
yx z

n n n
x y z

nn n
E m m L L L

                     
k 

 .  )6.3.2(  

  

 סוג שני של תנאי שפה שבו דורשים התאפסות של פונקציית הגל על הדפנות, נותן

1/2( ) (2/ ) sin( )x x xx L k x  כאשר עכשיו ,/x x xk n L 1, עם, 2,xn   וביטויים דומים ,
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התוצאות הסופיות עבור  ),5.3.1הקודם עבור פונונים (שאלה בכיוונים האחרים. כמו שראינו בפרק 

הגדלים הפיסיקליים שמתארים מערכות גדולות אינן תלויות בתנאי השפה, ולכן נמשיך כעת עם 

) הן בדידות, הן נהיות צפופות מאוד, 6.3.2תנאי השפה המחזוריים. אף שרמות האנרגיה במשוואה (

/21- מתכונתי ל xnבין האנרגיות עם ערכים עוקבים של כאשר הדגם הולך וגדל. למשל, ההפרש  xL ,

והוא שואף לאפס בגבול של מערכת אינסופית. בגבול של מערכת אינסופית מתקבל רצף של רמות 

" רצף בדיד" ואז אפשר לדבר על אנרגיה. ברוב המקרים נתעניין במערכות בעלות גודל סופי אך גדול,

  בנוגע לקשרי הנפיצה של תנודות הסריג. 5של רמות אנרגיה. רצף בדיד דומה הופיע בפרק 
  

מאחר  התוצאה השנייה של תורת הקוונטים היא משמעותית עוד יותר. עקרון פאולי ורמת פרמי:

, שהוא חוק יסודי של תורת קרון של פאולייעלשהאלקטרונים הם פרמיונים, עליהם לציית 

חלקיקיות -הקוונטים: בדומה לרמות האלקטרוניות באטומים, כל אחת מרמות האנרגיה החד

 8ביחידה  3.2) יכולה להכיל רק שני אלקטרונים עם ספינים הפוכים [ראו סעיף 6.3.2במשוואה (

להימצא ברמת בקורס "פרקים בפיסיקה מודרנית"]. לכן, עקרון פאולי מונע מכל האלקטרונים 

). הדוגמה ה"נקייה" ביותר לפעולתו של עקרון פאולי 6.3.2האנרגיה הנמוכה ביותר בין הרמות (

אלקטרונים ממלאים בזוגות את  eN: מנוון אלקטרונים גזהיא בטמפרטורה אפס, שבה נוצר 

/2eN ת האנרגיה הנמוכות ביותר, כך שהאנרגיה הכוללת המצבים הקוונטיים שמתאימים לרמו

  .מצב היסוד של גז האלקטרוניםשלהם מינימלית. זהו 
  

, והאנרגיה שלה (אנרגיית פרמי) מסומנת על רמת פרמיהרמה הגבוהה ביותר שמאוכלסת נקראת 

2. עבור חלקיקים חופשיים נהוג גם לכתוב FE ידי 2 /(2 )F FE k m ,  כאשרFk  התנע של נקרא

הוא  Fk(זהו התנע המקסימלי של אלקטרונים בגז האלקטרונים המנוון בטמפרטורה אפס).  פרמי

ת כי ) אפשר לראו6.3.2, שמתאים לתנע של פרמי. מהדיון שהוביל למשוואה (מספר הגל של פרמי

1,2,3i( i- ) בכיוון צירלמרכיב התנע (ביחידות  2 ) יש ערכים בדידים בצעדים של /i ik L  ,

 קובייהממדי של התנע יש ערך בדיד "מותר" אחד של תנע קוונטי בכל - ולכן במרחב התלת

2)3"בסיסית" שנפחה (במרחב התנע) הוא  ) /x y zk k k V    כאשר ,x y zV L L L  הוא נפח

הדגם. רמות האנרגיה שמתחת לרמת פרמי, שמקיימות 
2 2

2 2
, , 2 2x y zn n n F FE Em m  k k 

 ,

 "),כדור פרמישנמצאים בתוך כדור במרחב התנע (" kמתאימות לערכים בדידים של התנע 

ממדית של ה"כדור" הזה, לרבות הנקודות הבדידות בתוכו, עבור - [דוגמה דו Fk- ל שרדיוסו שווה

xהמקרה הריבועי  yL L (א) שמופיע בהמשך]. מספר הנקודות בתוך כדור 6.3.2, מוצגת באיור

  ומכאן מי שווה לנפח הכדור חלקי הנפח ה"בסיסי" של כל נקודה,פר
  

  3 3 3 22[4 /3]/[(2 ) / ] /(3 )e F FN k V k V nV    ,  )6.3.3(  
  

3 כאשר 2/ /(3 )e Fn N V k    שמחוץ לסוגריים  2היא צפיפות האלקטרונים, וכאשר הגורם

המרובעים מייצג את שני מצבי הספין. כפי שנראה בהמשך, האלקטרונים היחידים שיכולים 
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לשנות את מצבם בטמפרטורה אפס הם האלקטרונים שנמצאים על שפת הכדור של פרמי, כי 

האלקטרונים בתוך הכדור מוקפים על ידי מצבים מאוכלסים, שחסומים בפניהם בגלל עקרון 

, והמהירות Fkן התנע האופייני של האלקטרונים שחופשיים לנוע בגז הקוונטי הוא פאולי. לכ

F/ ",המהירות של פרמיהמתאימה היא " Fv k m ולהלן נראה  . בטמפרטורות נמוכות מספיק)

בנוסחת דרודה כי טמפרטורת החדר היא נמוכה לצורך זה), זאת המהירות שצריכה להופיע 

23ולהחליף שם את המהירות שהתקבלה מחוק החלוקה השווה. אם זוכרים כי  310 cmn  ,

ÅFk/1 נקבל כי 810 , ולכן cm/secFv   מהערך שנדון על ידי  10(בדקו!). זהו ערך גדול פי

דרודה, ולכן מתקבל גם מהלך חופשי גדול לעומת קבוע הסריג. התוצאה הזאת מבטלת את 

  ההשערה כי ההתנגשויות של האלקטרון הן עם היונים בסריג. 

  

  6.3.1 שאלה

Bטמפרטורת פרמי מוגדרת על ידי  F Fk T E.  פרמי לגז טמפרטורת העריכו את  

23שצפיפותו חופשיים אלקטרונים של ממדי -תלת 310 cmn . ]271.05 10  secerg  ,
289.1 10m g  ,161.38 10 /Bk erg K .[  

  

ברמות  בהינתן האִכלוס של האלקטרונים האנרגיה של גז האלקטרונים בטמפרטורה אפס:

האנרגיה הקינטית הכללית של גז האלקטרונים בטמפרטורה אפס אלקטרוניות, -האנרגיה החד

  ניתנת על ידי הסכום

  , ,2
x y z

F
tot n n n

E E
E E


 ,  )6.3.4(א  

  

 כאשר הסכום הוא על כל הערכים הבדידים של האנרגיה בתוך כדור פרמי. כאשר נפח הדגם גדול,

  הנקודות הבדידות במרחב התנע צפופות ("רצף בדיד"), ואפשר להחליף את הסכום באינטגרל, 
  

  
0

( )
FE

totE V Eg E dE  ,  )6.3.4(ב  

  

) שבו )Vg E dE  שווה למספר רמות האנרגיה הבדידות עם אנרגיות בטווח שביןE  לביןE dE ,

)2-בגלל שני מצבי הספין. היות ש 2-מוכפל ב ) /(2 )E k m , ממדי מספר זה ניתן -במרחב תלת

k לבין  k  (עם מספר גל בין על ידי פעמיים נפח השכבה הכדורית בטווח הנדון dk(  חלקי הנפח

  של כל נקודה במרחב התנע, 

  
2

3 3 2

8
( ) 2

(2 ) /
k dk mVg E dE V mEdE

V

 

 


   )6.3.5(  

  

  ליחידת אנרגיה וליחידת נפח, צפיפות המצביםנותנת את  )6.3.3( הצבה של משוואה (בדקו!).
  

  
3/2

3
( )

2 F

ng E E
E

 .   )6.3.6(  
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לכן האנרגיה הקינטית של גז האלקטרונים המנוון בטמפרטורה אפס היא 

0
( ) (3/5)FE

tot FE V Eg E dE VnE , ,ומכאן האנרגיה הקינטית הממוצעת לאלקטרון  
  

  / /( ) 3 /5tot e tot FE E N E Vn E   .  )6.3.7(  
  

2הצבה של  1/3(3 )Fk n ) נותנת )]6.3.3[משוואה   
  

  
2/322

2 2/3 233
(3 ) 3

5 2 10
e e

tot e
N N

E N nm m V  
   

 


,  )6.3.8(  

  

) ולכן הלחץ של גז האלקטרונים ניתן על ידי / ) 2 /(3 )
etot N totp E V E V      ומקדם הנפח

) ניתן על ידי / ) 5 /3 10 /(9 )
eN totB V p V p E V      .(!בדקו)  

  

 יחידה, ויש אטום אחד בכל תא אם כל אטום תורם אלקטרון אחד, :אנרגיית הקשר של מתכת

/אזי  eV N  3הוא נפח תא היחידה, והוא מסדר גודל שלR כאשר ,R שכנים  הוא המרחק בין יונים

/2) נותנת 6.3.8קרובים. לכן משוואה ( 1/tot eE N R יכולנו לקבל את התוצאה הזאת גם .

, ולכן R/-, אז התנע היחיד בבעיה מתכונתי לRמשיקולי ממדים: אם האורך היחיד בבעיה הוא 

)2- האנרגיה הקינטית הממוצעת של כל אלקטרון מתכונתית ל / ) /(2 )R m משיקולי ממדים .

מים, האנרגיה הפוטנציאלית הקולומבית של האינטראקציה בין האלקטרונים לבין היונים ושל דו

2 האינטראקציה בין האלקטרונים לבין עצמם היא מסדר גודל של /e R לכן האנרגיה הכללית .

/2של גז האלקטרונים היא מהצורה  / /eE N A R B R  עם הקבועים החיוביים ,, 0A B  ,

2ומינימיזציה שלה נותנת הערכה לגודל תא היחידה ולאנרגיית הקשר של המתכת:  /R A B ,

2( / ) /(2 )eE N B A  המינימיזציה של האנרגיה של גז האלקטרונים קובעת לכן את המרחק .

   ים במתכת, כלומר את קבוע הסריג.הממוצע בין היונים השכנ
  

 בטמפרטורה סופית יש סיכוי סופי למעברים של אלקטרונים מהגז :דיראק- התפלגות פרמי

- המנוון אל רמות אנרגיה גבוהות יותר מרמת פרמי. לפי עקרון פאולי, כל מצב קוונטי חד

במקרה  –אלקטרונים (או  in, יכול להיות מאוכלס על ידי iEאלקטרוני (ללא ספין), בעל אנרגיה 

ניתן על  in. הערך הממוצע של 1או  0יכול לקבל רק את הערכים  inפרמיונים), כאשר  –הכללי 

  ),Fermi-Dirac distribution( ההתפלגות של פרמי ודיראקידי פונקציית 
  

  
( )

1
( )

1 ii i En f E
e  


 ,  )6.3.9(  

  

)/1 כאשר )Bk T  וכאשר     הפוטנציאל הכימיהוא פרמטר שתלוי בטמפרטורה, שנקרא 

מסמלת לפעמים פוטנציאל כימי, לפעמים מומנט מגנטי ולפעמים מוביליות   (שימו לב: האות

חשמלית. אפשר תמיד לזהות במה מדובר מתוך ההקשר). הפוטנציאל הכימי שווה לאנרגיה 

(החופשית) שיש להוסיף למערכת, כשמוסיפים לה חלקיק אחד. בקונפיגורציה נתונה, המספר 

iiN) ניתן על ידי הכללי של האלקטרונים במערכת (ללא הספין n  ערכו של הפוטנציאל .

הכימי נקבע על ידי הדרישה שהמספר הממוצע של כל האלקטרונים, שמאכלסים את כל המצבים 

  יהיה שווה למספר הכולל של האלקטרונים במערכת, (כולל הספין),
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  ( )2 2 2/[1 ]iE
e i

i i
N N n e      .  )6.3.10(  

  

) עבור המספר הממוצע של פונונים 5.4.8במובנים מסוימים למשוואה ( ) דומה6.3.9משוואה (

נשטיין יאי-) היא מקרה פרטי של התפלגות בוז5.4.8באופן תנודה נתון. כפי שצוין שם, משוואה (

דיראק שמתייחסת לחלקיקים - שמתייחסת לחלקיקים בעלי ספין שלם (בניגוד להתפלגות פרמי

in,...,0,1,2,3נים. עבור בוזונים שלם, למשל אלקטרו-בעלי ספין חצי  .(  
  

0-מאחר ש 1in  אפשר להתייחס אל הפונקציה ,( )if E  כאל הסיכוי (הממוצע) למצוא

) היא לדרוש כי היחס בין 6.3.9. דרך פשוטה לקבל את משוואה (iEחלקיק במצב בעל האנרגיה 

1]הסיכוי הזה לבין הסיכוי שאין שם חלקיק,  ( )]if E ,יהיה מתכונתי להתפלגות בולצמן ,

)כלומר  )/[1 ( )] E
i if E f E ze  אם מסמנים את מקדם הפרופורציה באגף ימין על ידי . 

z e, ) 6.3.9מקבלים את משוואה.(  
  

). ההוכחה הזאת דורשת רקע בפיסיקה 6.3.9נציג עכשיו הוכחה טכנית יותר של משוואה (

, שמציגה הוכחה חלופית של 6.3.2סטטיסטית, ואפשר לדלג עליה ולעבור ישירות אל שאלה 

ית החלוקה המשוואה הזאת בשיטות סטטיסטיות בלבד. בטמפרטורה סופית יש לחשב את פונקצי

של גז האלקטרונים ולקבל ממנה את התכונות התרמודינמיות שלהם. במקום לחשב את האנרגיה 

מספרים שונים של החופשית עבור מספר קבוע של אלקטרונים, נוח יותר לחשב אותה עבור 

, ואז יש לחשב את המספר הממוצע של קבוע  פוטנציאל כימי אבל עם האלקטרונים,

}). עבור קונפיגורציה כלשהי 6.3.10לפוטנציאל כימי נתון, משוואה (אלקטרונים שמתאים  }in  של

tot (ללא הספין) האכלוסים, האנרגיה של כל האלקטרונים היא i iiE n E  ומספרם הוא ,

iiN n  המשקל הבולצמני של קונפיגורציה כזאת הוא .( )totE Ne    ופונקציית החלוקה ,

היא הסכום על המשקלות הללו על כל הקונפיגורציות האפשריות של המערכת, כלומר על כל 

}הערכים האפשריים של האכלוסים  }in,  
  

  ( )( )

, { }

i itot i

tot i

n EE N

E N n
Z e e           

  ( ) ( )

0,1
1i i i

i

n E E

i n i
e e      


           .  )6.3.11(  

  

עם המשקלות  in מתקבל ממיצוע של iEהמספר הממוצע של אלקטרונים (ללא הספין) באנרגיה 

  הבולצמניים,

  

( )

{ }

( )( )

{ }

ln 1
( )

( ) 1

j jj
j

ij j
j

j

n E
in

i i En E i
n

n e
Zn f E E e

e

 

   

 

 
    
 








 ,   )6.3.12(  

  

דיראק מחליפה בתחום -). עבור פרמיונים, התפלגות פרמי6.3.9וזאת התוצאה שניתנה במשוואה (

)בולצמן, - הקוונטי את ההתפלגות של מקסוול )( ) iE
MB if E e    שנותנת את חוק החלוקה ,
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בולצמן רק בגבול של -דיראק זהה להתפלגות מקסוול-השווה שבו השתמש דרודה. התפלגות פרמי

/1-ות גבוהות מאוד (ביחס לאנרגי Bk T ,(  ביחס) או בפוטנציאלים כימיים שליליים מאוד

 כשהאיבר האקספוננציאלי "משתלט" על המכנה באגף ימין של ),6.3.1לטמפרטורת פרמי, שאלה 

)6.3.9 .(  

  

  6.3.2שאלה 

) מבוססת על קומבינטוריקה. מניחים כי כל רמת אנרגיה 6.3.9דרך אחרת לקבל את משוואה (

iE  יכולה להכיל לכל היותרig  אלקטרונים (לרבות הניוון של רמת האנרגיהiE אבל ללא ,

האנרגיה הכללית והמספר הכללי של חלקיקים בגז  אלקטרונים. inומאוכלסת על ידי  הספין),

totניתנים על ידי  i iiE n E ו-iiN n .בהתאמה ,  

}הראו כי מספר האפשרויות לאכלוס הוא   .א !/ [ !( )!]}i i i iiW g n g n .  

logהשתמשו בנוסחת סטירלינג,   .ב ! logn n n n ,שמוגדרת על  , כדי למצוא ביטוי לאנטרופיה

logBSידי  k W  ולאנרגיה החופשיתtotF E TS .  

 ,למצב  mאלקטרונים מהמצב  nבהנחה שהאנרגיה החופשית איננה משתנה כשמעבירים  .ג

/הראו כי  /mF n F n     ,ואפשר לסמנה על  , ולכן לנגזרת הזאת יש ערך זהה לכל המצבים

/ידי הפוטנציאל הכימי,  mF n   .  

 in חשבו את הממוצע ,שקיבלתם בחלק (ב) כדי לבטא את  Fהשתמשו בביטוי עבור   .ד

  ).6.3.9( והראו כי התוצאה זהה למשוואה

  

בטמפרטורה אפס ( ,( ,הפונקציה כלומר במצב היסוד של גז האלקטרונים ( )f E  הופכת

E עבור 1-ששווה ל לפונקציית מדרגה,  ולאפס עבור E   רק הרמות  לכן ).6.3.1(איור

)מאוכלסות, ואפשר לזהות את הפוטנציאל הכימי עם רמת פרמי,  - מתחת ל 0) FT E   .

), 6.3.1בטמפרטורות סופיות, כפי שאפשר לראות באיור  )f E כאשר  1-קרובה מאוד ל

BE k T  והיא דועכת לאפס כאשר ,BE k T  בגבול האחרון מתקיים .
( )( ) Ef E e   , ואז ה"זנב" של ( )f E דועך לאפס כמו הפונקציה המעריכית של מקסוול -

  ]. 6.3.4בולצמן [ראו גם חלק (ג) בשאלה 

  

  

0T הקו הדק הוא עבור דיראק.-התפלגות פרמי :6.3.1איור  , (עם השטח המוצלל תחתיו) והקו העבה 
/ הוא עבור 0.05Bk T   .  
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Eבכל טמפרטורה סופית, בנקודה  החום הסגולי:   מתקבל( ) 1/2f   .הפונקציה ( )f E 

)כאשר רק  1-או מ 0-שונה באופן משמעותי מ ) 1E  הירידה ההדרגתית של  , ולכן

BE מתרחשת עבור אנרגיות בטווח 0-ל 1-הפונקציה מ k T  6.3.1. כפי שראינו בשאלה, 

Bבטמפרטורת החדר מתקיים  F B Fk T E k T ,  ולכן רוחב הטווח הזה קטן מאוד ביחס לרמת

|פרמי,  | FE E  הסיכוי של אלקטרון לעבור מאנרגיה בתוך כדור פרמי אל אנרגיה מעליו .

לבין השטח הכולל שמתחת  - שווה ליחס בין השטח שבין שני הקווים (שאיננו מוצלל) מתחת ל

האלקטרונים שעברו  , שנותן את התפלגותצלל מעל לקו הדק. השטח הראשון שווה לשטח המו

Bkכל אחד מהשטחים הקטנים הללו הוא מסדר גודל של  בהערכה גסה, אל מעל לכדור פרמי. T 

Bk(שטח משולש שבסיסו  T  חישוב מדויק נותן כי השטח המוצלל מעל 1/2וגובהו .( הוא  
  

( ) ( ) ( )/[1 ] log[1 ] | log 2E E E
B BdEe e k T e k T     





            

  

, אכן שווה לאותה תשובה). שטח המלבן הגדול הוא  - (בדקו שהשטח בין שני הקווים מתחת ל 

FEובטמפרטורות נמוכות מספיק מתקיים    כי התיקונים לפוטנציאל הכימי של הגז המנוון)

B/קטנים). לכן הסיכוי של אלקטרון לעבור אל מעל לרמת פרמי הוא מסדר גודל של  Fk T E .

אלקטרונים, מספר האלקטרונים שעוברים הוא בערך  eNמאחר שיש בסך הכול 

( / )e B FN N k T E   האנרגיה הכוללת של הגז גדלה לעומת  ).1(עד כדי מקדם מסדר גודל של

עם  ערכה בטמפרטורה אפס, כי אלקטרונים שהיו בתוך כדור פרמי עוברים עכשיו להיות מעליו,

BE- אנרגיה יותר גבוהה. מאחר שכל אלקטרון משנה את האנרגיה שלו בערך ב k T  ,

)2יה של הגז הוא בערך השינוי הכללי באנרג ) /tot B e B FE Nk T N k T E    ולכן החום הסגולי ,

2הוא בקירוב לינארי בטמפרטורה,  ( / )V e B B FC N k k T E טמפרטורת 6.3.1. כפי שראינו בשאלה ,

/פרמי של גז אלקטרונים אופייני היא בערך  90,000F F BT E k K 136,000 . [בפועלFT K 

18,400FT-ו ור אלומיניוםעב K בטמפרטורת החדר מתקבל עבור צזיום.] לכן 

/ 1/300B Fk T E ,  והחום הסגולי האלקטרוני קטן מאוד לעומת החום הסגולי הפונוני [שמתנהג

) פטי,- ןבטמפרטורת החדר לפי חוק דולו ) 3V BC phonons Nk,[  .בהתאמה עם הניסיון  
  

החישוב הנ"ל מקורב, כי לכל אלקטרון יש שינוי אחר באנרגיה, ויש למצע נכון על כל האנרגיות 

  חשבון מלא של החום הסגולי דורש חישוב של האינטגרל הללו.
  

  
3/2

3/2 ( )
0 0

3
( ) ( )

2 1
e

tot E
F

N EE V Eg E f E dE dE
E e 

 


 

 .  )6.3.13(  

  

ה נותנת , כי צפיפות המצבים מתאפסת מתחת לערך הזה. גזיר0הגבול התחתון של האינטגרל הוא 

  החום הסגולי האלקטרוני, את
  

  
0

( )
( ) ( )tot

V
E f EC electrons V Eg E dET T

  
  .  )6.3.14(  
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  ) נותן6.3.3פיתוח עד לסדר הנמוך ביותר בטמפרטורה (ראו שאלה 
 

  
2

2 1/3 2 2( ) (3 ) /(3 )
2V B B

F

TC electrons V n mk T Nk TT
    .  )6.3.15(  

  

התוצאה הזאת מדויקת עבור גז אלקטרונים חופשיים קוונטיים. התוצאה אכן לינארית 

בטמפרטורה, אבל עם מקדם שונה מעט מהמקדם שהתקבל בהערכה ה"גסה" לעיל. בטמפרטורות 

נמוכות ביחס לטמפרטורת דביי של הפונונים, התרומה הפונונית לחום הסגולי בשלושה ממדים 

)3היא  )VC phonons AT ) ולכן החום הסגולי הכולל ניתן על 5.4.22[ראו דיון אחרי משוואה ,[(

  ידי

  3
VC T AT  .   )6.3.16(  

  

VC/ כשמציירים את התוצאות הניסיוניות עבור T 2 כפונקציה שלT.מתקבל בדרך כלל קו ישר , 

 ),6.3.15הוא בדרך כלל מסדר הגודל של הביטוי שניתן במשוואה (    המקדם הערך הנמדד של

נהוג  )],6.3.15מתכונתי למסת האלקטרון [משוואה (  -מאחר ש אבל איננו זהה לביטוי הזה.

ששונה  ,*mלפרש את ההבדלים הללו על ידי כך שמייחסים לאלקטרונים מסה אפקטיבית, 

  זור לעניין זה בהמשך.מהמסה של אלקטרונים חופשיים. נח

  

  6.3.3שאלה 

)'שרטטו את הפונקציה   .א ) /f E f E    .הראו כי  עבור כמה ערכים של הטמפרטורה

וכי בטמפרטורות נמוכות יש לה שיא סימטרי וצר סביב  ,1-האינטגרל של הפונקציה שווה ל

0Tבגבול  כירמת פרמי. העריכו את התלות של רוחב השיא הזה בטמפרטורה. הראו   

/ הפונקציה שואפת לפונקציית הדלתא, ( )f E E    .  

השתמשו בתוצאות של חלק א כדי להראות שהתיקון המוביל לגדלים : הפיתוח של זומרפלד  .ב

מאינטגרציה בחלקים של התחילו  [רמז: .2T-ממוצעים בטמפרטורות נמוכות מתכונתי ל

  תרומות ליד רמת פרמי.]והתרכזו ב האינטגרל שנותן את הממוצע

  

  6.3.4שאלה 

3[למשל  dS ים על ידיממד d-נסמן את שטח כדור היחידה ב 4S , 2 2S .[   

  לבין רמת פרמי בטמפרטורה אפס?מהו הקשר בין מספר האלקטרונים   .א

מהו היחס בין האנרגיה הכללית של ? d מהי צפיפות המצבים של אלקטרונים בממד כללי  .ב

  האלקטרונים לרמת פרמי?

השוו אותו למספר הממוצע שמחושב מהתפלגות  בהינתן מספר האלקטרונים במערכת,  .ג

  חלץ את התלותוקבלו משוואה שממנה ניתן ל דיראק בטמפרטורה כלשהי,-פרמי

בטמפרטורה וברמת פרמי. השתמשו במשוואה הזאת כדי להוכיח   של הפוטנציאל הכימי

  כי בגבול של טמפרטורות גבוהות הפוטנציאל הכימי של מערכת עם מספר סופי

)-של אלקטרונים שואף ל /2)( ) ln( )B Bd k T k T    .  הראו כי בגבול הזה כל
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ולכן מתקבלים חוק  בולצמן,-מהתפלגות מקסוולהממוצעים התרמודינמיים מתקבלים 

  פטי.-ןוחוק דולו החלוקה השווה

הראו כי הפוטנציאל הכימי של גז אלקטרונים קוונטי בשני ממדים ניתן על ידי  .ד
/( )( ) ln[ 1]F BE k T

BT k T e  .  

  ) בממד כללי?6.3.16איך תשתנינה החזקות של הטמפרטורה במשוואה (  .ה

  

 מתואר לפי דה ברולי על ידי גל עם"חופשי" במקרה הקוונטי כל אלקטרון  החשמלית: המוליכות

E/תדירות     ועם תנע/k p  הגלים המישוריים .( )( ) /i i te V   k r k
k r  פרושים על

בילת גלים, כמו כל המרחב. כדי למקם את החלקיק באזור מסוים במרחב מתארים אותו על ידי ח

 ), ואז המהירות הממוצעת של החלקיק שווה למהירות החבורה של הגל,5.1.9במשוואה (

 kv  ,2. עבור חלקיק חופשי( ) /(2 )E m k מתקבל ,/m kv k  5ביחידה  1[פרק 

למוליכות החשמלית. בטמפרטורה אפס,  חזור עכשיונבקורס "פרקים בפיסיקה מודרנית"]. 

 וללתהזרם הכצפיפות  כל המצבים בכדור פרמי מלאים. כלומר במצב היסוד של גז האלקטרונים,

   איה

  0i
i

e  J v ,   )6.3.17(  

  

i'בכדור קיימת גם הנקודה  ikכי לכל נקודה  i k k,  במרחקים גדולים . (א)6.3.2איור בראו

מקיימים הקוונטיים של המקום ושל התנע הערכים הממוצעים לעומת אורך הגל של האלקטרון, 

. בנוכחות שדה חשמלי קבוע, בין את משוואות התנועה הרגילות של המכניקה הקלאסית

  של כל אלקטרון יקיים(הממוצע הקוונטי) התנע התנגשויות, 
  

  ( ) (0)i it e t  p p Ε.   )6.3.18(  
  

עם זאת, עקרון פאולי אוסר על האלקטרון לעבור ולאכלס מצב שכבר מאוכלס על ידי שני 

האלקטרונים צריכים לנוע  ,x-וון השלילי של ציריאלקטרונים. בהנחה שהשדה החשמלי הוא בכ

. עבור שדה חשמלי קטן שינוי התנע של כל אלקטרון יהיה קטן, ולכן הוא x-ציר יוון החיובי שלבכ

האלקטרונים היחידים שיש לידם מצבים "פנויים" הם צריך לעבור אל מצב תנע קרוב. 

אלקטרונים אלה ינועו ימינה  הנקודות בצד הימני של כדור פרמי.שמיוצגים על ידי  האלקטרונים

יתמלאו  אלהההאחרונים מצבים המצבים הקודמים שלהם. ) ו"יפנו" את ה6.3.18לפי משוואה (

בר בסופו של דהם יזוזו ימינה לפי אותה משוואה. שגם ידי האלקטרונים שנמצאים לשמאלם,  על

המצבים בין שני הכדורים בצד  .(ב)6.3.2איור בכמו שמתואר ינוע כל הכדור של פרמי ימינה, 

0xkשמאל ( יקים, והמצבים בין שני הכדורים בצד ימין יהיו מאוכלסים.) יישארו ר   
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  (ב)                                                                        )א(

הנקודות מייצגות ערכים בדידים של התנע עבור המצבים העצמיים של האלקטרון בדגם : 6.3.2איור 
xמקרה הריבועי הסופי (ב yL L( בטמפרטורה אפס המצבים בתוך העיגול המלא מאוכלסים על ידי .

  .x-בנוכחות שדה חשמלי שמצביע בכיוון השלילי של ציר (ב) ללא שדה חשמלי. (א) אלקטרונים.

  

האלקטרונים  של התנגשויותנזכור כי ההתנגדות החשמלית נגרמת על ידי  שחזור נוסחת דרודה:

לעומת  מאודשטמפרטורת החדר היא תמיד נמוכה  מאחר הדגם.עם גורמים שונים בתוך 

טמפרטורת פרמי, האלקטרונים היחידים שיכולים להתנגש ולעבור למצבים פנויים אחרי 

ההתנגשות הם האלקטרונים שקרובים לשפת הכדור של פרמי. לאלקטרונים שנמצאים עמוק 

לכן המהירות האופיינית של האלקטרונים בור אחרי התנגשות. ור אין לאן לעבתוך הכד

 התרמית שהופיעה בתורה של דרודה. מאחרהיא המהירות של פרמי ולא המהירות  מתנגשיםה

) של דרודה איננה מכילה את המהירות, זמן הרלקסציה הוא עדיין מסדר גודל 6.2.6שמשוואה (

1410 של sec .  810הערך cm/secFv  100 נותן מהלך חופשיÅFv  ולכן , 

ההתנגשויות אינן יכולות להיות עם היונים שמרכיבים את הסריג, שהמרחקים ביניהם שווים 

 מאחר. 3שנדון בפרק  הסברעדר ההתנגשויות מהסריג המחזורי דומה ליההסבר לה. לקבוע הסריג

שהאלקטרון הקוונטי מתואר על ידי גל, הגל הזה יכול להתפזר רק כאשר וקטור הגל שלו משתנה 

כפי שנראה  ראג של פיזור גלים ממבנה מחזורי.על ידי וקטור של הסריג ההופכי, כמו בשיאי ב

בהמשך, שינוי וקטור הגל על ידי וקטור סריג הופכי איננו משנה את מצב האלקטרון ולכן איננו 

  להתנגדות החשמלית. תורם
  

/הכדור של פרמי זז בשיעור  במצב סטציונרי /m e     k v Ε .  רוב האלקטרונים עדיין

מראה שלנקודות  (ב)6.3.2עם זאת, איור עם וקטורי תנע הפוכים. מצבים זוגות של מאכלסים 

דות אלה הוא של נקומספרן מקווקו אין נקודות "הפוכות". הכדור הבין שבין הכדור המלא ו

/ מסדר גודל של / /e F e FN v v N e m v  Ε. מהירותכל אלקטרון כזה נע ב Fv,  צפיפות ולכן

  אישל כל האלקטרונים ה ההזרם השקול
  

  
2

( / )F F
neJ n v v ev ne v m

     Ε.  )6.3.19(  
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מחושב עבור  ), אבל עכשיו זמן הרלקסציה צריך להיות6.2.5שחזרנו את נוסחת דרודה (

  התנגשויות של אלקטרונים שנעים במהירות פרמי.
 

2נצא מהנוסחה הבסיסית  :ומקדם זיבק המוליכות התרמית הקוונטית /3nv c   משוואה]

הצבה  ).6.3.15)], אולם עכשיו יש להציב את מהירות פרמי ואת החום הסגולי ממשוואה (6.2.23(

  ביחס של לורנץ נותנת עכשיו 
  

  

22

3
Bk

L T e
 


    
 

.   )6.3.20(  

  

8 הצבת הערכים המספריים נותנת 22.45 10 /L Watt K  בניגוד לתוצאה ממודל דרודה . 

   לערכים הנמדדים במתכות.למדי הערך הזה מתאים טוב , ה"קלאסי"
  

3)/קיבלנו כי המקדם של זיבק הוא  6.2.6בשאלה  )Q c e  ושימוש בחוק החלוקה השווה עבור ,

), היחס בין החום 6.3.15ממשוואה ( מהתוצאה הניסיונית. 100החום הסגולי נתן תוצאה גדולה פי 

)2הסגולי לאלקטרון בתורת זומרפלד לבין מקבילו בתורת דרודה הוא  /3)( / )FT T.  משאלה

6.3.1 ,/ 1/300FT T  ומקבלים התאמה טובה עם הניסיון.100, ולכן המקדם של זיבק קטן פי ,  
  

שאחראיות  כפי שהזכרנו לעיל, ההתנגשויות ההתנגשויות שגורמות להתנגדות החשמלית:

ולכן יש למצוא  להתנגדות החשמלית אינן יכולות להיות עם היונים בסריג המחזורי המסודר,

" זיהומיםתנגדות החשמלית. בפועל האלקטרונים מתנגשים ב"גורמים אחרים שאחראים לה

)impurities( ,שיכולים לכלול אטומים זרים או פגמים שונים במבנה הסריגי, או בפונונים,  שונים

הוא סיכוי להתנגשות, אפשר לבטא אותו כסכום  /1-או באלקטרונים אחרים. מאחר ש

  הסיכויים לתהליכי התנגשות שונים,
  

  
1 1 1 1

imp ph ee   
   ,  )6.3.21(  

  

כאשר האיברים באגף ימין מתייחסים לשלושת התהליכים שהוזכרו לעיל. נתחיל בראשון. אם 

, ואם חתך הפעולה של כל אחד מהם impNצפיפות ה"זיהומים" (מספרם ביחידת נפח) היא 

, אזי imp הוא (השטח האפקטיבי שניצב לכיוון תנועת האלקטרון שממנו האלקטרון מתפזר)

1imp המהלך החופשי של האלקטרון בין התנגשויות כאלה נקבע על ידי המשוואה imp impN  ,

הוא המהלך החופשי של האלקטרון בין התנגשויות עם זיהומים, כלומר המרחק  imp כאשר

 הממוצע בין זיהומים (באגף שמאל מוכפלת הצפיפות בנפח שבתוכו יש "זיהום" אחד). לכן

1/ /imp imp imp impv v N  ,  והאיבר הזה מתכונתי לצפיפות ה"זיהומים". הצפיפות

התרומה היחידה להתנגדות הסגולית בטמפרטורה אפס,  הזאת איננה תלויה בטמפרטורה, ולכן

  ניתנת על ידי ,)residual resistivity( "ההתנגדות השיוריתשנקראת "
  

  
2 2

imp
res imp

imp

m vm N
ne ne





  .   )6.3.22(  
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מפרטורות גבוהות מטמפרטורת בט .התנגשויות עם פונוניםלנעבור עכשיו להעריך את הסיכוי 

)/-שווה בקירוב ל דביי מספר הפונונים עם התדירות  )Bn k T    פיתוח של משוואה]

שיתנגש עם אלקטרונים תנע מסדר גודל של התנע של פרמי, אפשר למצוא פונונים עם )]. 5.4.8(

Bk- למתכונתי מספר הפונונים הללו מאחר שהזרם.  ויאפס את התנע הממוצע שלהם בכיוון T ,

התנע מאוד בטמפרטורות נמוכות מלית גם היא לינארית בטמפרטורה. התרומה להתנגדות החש

Bk-של הפונון האופייני מתכונתי ל T , אחרי  הזרם ווןיבכולכן השינוי בתנע של האלקטרון

2שות הוא מסדר גודל של ההתנג 2/ph Fk k T  זהו מרכיב התנע בכיוון התנועה אחרי)

, ראו דיון על פיזור לזוויות קטנות בשאלה בכיוון שניצב לתנועה phkאיבד תנע האלקטרון ש

  הפונונים הללו הוא )] מספרם של5.4.20(- ) ו5.4.8ות (ים ובקירוב דביי [משוואממד d-ב ).6.2.2
 

1

0 0

( )/( 1) /( 1)
D D

d d x d
ph a phN n d g e T dxx e T

  
 


         


,  

התרומה הפונונית  לכן של האינטגרל באגף ימין לאינסוף.העליון כאשר שולחים את הגבול 

2- י מתכונתית לממד- להתנגדות של חומר תלת 5dT T  בטמפרטורות נמוכות ול-T 

  גבוהות.בטמפרטורות 
  

 צפיפותלריבוע מתכונתי  התנגשויות של האלקטרון עם אלקטרונים אחריםלהסיכוי 

שני כמו כן האלקטרונים שמשתתפים בהולכה (הסיכוי למצוא שני אלקטרונים במקום נתון). 

Bk-של כאנרגטי האלקטרונים חייבים להימצא במרחק  T כדי שיוכלו למצוא  מרמת פרמי)

בטמפרטורות נמוכות  .2T-, ולכן התרומה להתנגדות מתכונתית למקומות ריקים לעבור אליהם)

ההתנגדות  מציג באופן סכמטי את 6.3.3התרומה הזאת גדולה מהתרומה של הפונונים. איור 

0Tליד  res : הגרף מתחיל מהערךכפונקציה של הטמפרטורה  ,ואז ממשיך , עולה לאט

ההתנהגות הזאת של  .DTמטמפרטורת דביי,  לינארית עם הטמפרטורה בטמפרטורות גבוהות

( )T " חוק מתיאסןנקראת" )Matthiessen(:  
  

  
2,

( )
,

res D

D

AT T T
T B T T T




  
  

,   )6.3.23(  

  

,עם  0A B מאחר ש .-res  תלוי בריכוז הזיהומים, הוא עשוי להיות שונה בדגמים שונים של

החומר. לעומת זאת, החלק שתלוי בטמפרטורה תלוי רק בגביש המתכתי, ולכן הוא איננו תלוי 

בדגם. אכן, תוצאות מדגמים שונים מתלכדות, אם מזיזים את הקווים באופן אנכי כדי לקזז את 

מציג שני קווים כאלה. מקובל גם  6.3.3גים זאת איור ההבדלים בהתנגדות השיורית. כדי להד

שהוא היחס בין התנגדות בטמפרטורת החדר  ),resistivity ratio(יחס ההתנגדות להגדיר את 

  . היחס הזה גדל ככל שהחומר נקי יותר.מאודלהתנגדות בטמפרטורה נמוכה 
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עבור שני דגמים עם  מתיאסן לפי חוקבטמפרטורה ההתנגדות תלות תיאור סכמטי של  :6.3.3איור 
  התנגדויות שיוריות שונות.

  

  6.3.5שאלה 

38.95g/cmm צפיפות המסה של נחושת היא  .א , הסגולית שלה בטמפרטורת  התנגדותהו

1.55  החדר היא cm   הסימון) m להבדיל בין צפיפות המסה לבין ההתנגדות.  נועד

). בהנחה שכל אטום תורם אלקטרון הולכה  אותהלמרבה הצער שניהם מסומנים על ידי 

 אלקטרוני ההולכה, אלקטרון חופשי, חשבו את ריכוז מסתאחד, ושמסת האלקטרון שווה ל

המהלך החופשי של ו טמפרטורת פרמי אנרגיית פרמי, מהירות פרמי, ,זמן הרלקסציה

   .האלקטרונים

רסן היא ההתנגדות השיורית של נחושת שמכילה אחוז אטומי אחד של אטומי א  .ב

 6.8 cmres  .  מהו חתך הפעולה לפיזור של אלקטרון על ידי אטום ארסן אחד בתוך

  הנחושת?

  

  

  אלקטרונימ בפוטנציאל מחזורי: משפט בלוכ  :6.4
  

 כפי עד כאן התעלמנו מהפוטנציאל המחזורי שהיונים בגביש מפעילים על האלקטרונים. מבוא:

שנראה בהמשך, הפוטנציאל הזה מאפשר להסביר רבות מהתופעות שהוחמצו על ידי התאוריות 

של אלקטרונים חופשיים; למשל, העובדה שחומרים מסוימים מתנהגים כמבודדים אף שתורת 

שיתנהגו כמתכות, או העובדה שמקדם הול הוא לפעמים חיובי. זומרפלד הייתה מנבאת 

  ) מוחלפת על ידי6.3.1בפוטנציאל מחזורי משוואת שרדינגר עבור אלקטרון יחיד (
  

  
2

2ˆ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

H U Em   
     

r r r r r ,  )6.4.1(  

   כאשר הפוטנציאל מקיים את מחזוריות הסריג,
  

  ( ) ( )U U r r R,  )6.4.2(  
  

1 ,וקטור הזזה בסריגכל עבור  1 2 2 3 3n n n  R a a a;  הפוטנציאל שהאלקטרון "מרגיש" בכל

נקודה בתוך תא יחידה נתון זהה לפוטנציאל שהוא מרגיש באותה נקודה בתוך כל תא יחידה 
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) יש תכונות מיוחדות, שמתוארות על ידי 6.4.2) עם (6.4.1אחר. לפונקציות הגל שפותרות את (

  ), בהקשר של תנודות הסריג.5.1.4ט הזה הוזכר כבר אחרי משוואה (. המשפמשפט בלוך
  

)כל פונקציית גל  Bloch(:1משפט בלוך ( )n k r ) עם  ),6.4.1שפותרת את משוואת שרדינגר

ועל ידי  n), מאופיינת על ידי מספר קוונטי בדיד 6.4.2פוטנציאל מחזורי שמקיים את משוואה (

  וניתן לרשום אותה כמכפלה של שני גורמים,  ,k וקטור של מספרים קוונטיים
  

  ( ) ( )i
n ne u  k r
k kr r,  )6.4.3(  

  

) כאשר הפונקציה )nu k r ,כלומר מתקיים היא מחזורית על הסריג  
  

  ( ) ( )n nu u k kr r R  )6.4.4(  
  

רציפים. למערכת  k. למערכת אינסופית הערכים של הוֶקטורים Rלכל וקטור הזזה בסריג 

). המספר 5.3.10סופית ערכים אלה זהים לערכים הבדידים הצפופים שהתקבלו במשוואה (

, שהאנרגיות העצמיות kמבחין בין הפתרונות השונים שמתקבלים עבור כל וקטור  nהקוונטי 

)שלהם מסומנות על ידי  )nE k.   
  

 ) נותנת6.4.3(-) ב6.4.4הצבה של ( :הגרסה השנייה של משפט בלוך

( )( ) ( ) [ ( )]i i i
n n ne u e e u       k r R k R k r

k k kr R r R r, כלומר  
  

  ( ) ( )i
n ne   k R
k kr R r.  )6.4.5(  

  

 ). גם ההיפך נכון: אם6.4.5לכן פונקציה שמקיימת את משפט בלוך, מקיימת את משוואה (

( )n k r ) אזי נגדיר עכשיו פונקציה חדשה,6.4.5מקיימת את משוואה ,(   
  

  ( ) ( )i
n nu e   k r
k kr r.  )6.4.6(  

  

  ים) נותנ6.4.5ושימוש במשוואה ( R- הזזה ב
  
  ( )( ) ( ) [ ( )] ( ) ( )i i i i

n n n n nu e e e e u                k r R k r k R k r
k k k k kr R r R r R r r,  )6.4.7(  

  

)ולכן הפונקציה  )nu k r  6.4.5משוואה (). 6.4.4כמו במשוואה ( הסריג, וקטורימחזורית עם (

(להלן נקרא למשוואה הזאת "הגרסה השנייה של משפט בלוך"). אף כי  שקולה לכן למשפט בלוך

) זהים לערכים הבדידים של התנע של חלקיק חופשי 5.3.10במשוואה ( kהמספרים הקוונטיים 

אינם במקרה הנוכחי הם  (עם תנאי שפה מחזוריים על הדפנות של תיבה טריקלינית כללית),

נראה שהם מקיימים כמה תכונות  6.10. עם זאת, בסעיף תנע של האלקטרוןם של הערכישווים ל

  של האלקטרון.  "התנע הסריגי"נקרא  kולכן  שדומות לתכונות התנע,
  

   

                                                        
  .1952- הוא קיבל פרס נובל ב ., שבה גם קיבל את הדוקטורט שלו1928פליקס בלוך הופיע בשנת המאמר של    1
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)-ש נניחהוכחה "איכותית":  ) r  ,היא פתרון של משוואת שרדינגר בתא יחידה מסוים; למשל

 וֶקטורהתא שנמצא ליד ראשית הצירים. נסמן את פונקציית הגל בתא סמוך, שמוזז מהראשית ב

)1- ב ,1aהסריג  ) r a בגלל המחזוריות, הסביבות של הנקודה .r  בתא הראשון ושל הנקודה

1( )r a  בתא השני זהות, ולכן נצפה כי צפיפויות ההסתברות למצוא את האלקטרון בשתי

2הנקודות הללו זהות גם הן,  2
1| ( ) | | ( ) |  r a r 1. מכאן שהיחס( )/ ( )A   r a r  שערכו)

1iA) חייב להיות מהצורה 1-המוחלט שווה ל e  1, כאשר .נסתכל עכשיו על  היא פאזה ממשית

)1פונקציית הגל בתא הבא,  2 ) r a בגלל המחזוריות נצפה גם שהמעבר מהתא השני לתא .

גם הקשר  ולכן מתקיים השלישי איננו שונה משום בחינה מהמעבר בין התא הראשון לתא השני,

1 1( 2 )/ ( )A    r a r a 1. באופן דומה נצפה שיתקיים 1 1 1( ( 1) )/ ( )A n n    r a r a ולכן ,

11 1( ) ( )nn A  r a r 1. תנאי שפה מחזוריים על דפנות הגביש בכיוון שלa  1(עםN  תאי יחידה

1בכיוון הזה) נותנים  1( ) ( )N  r a r1 , ולכן 1 1 1N iNA e  1 , כלומר 12 /h N  כאשר ,h 

1iA עם זאת, ניתן לצפות שהיחס .r-איננו תלוי ב 1-מכאן ש הוא שלם כלשהו. e  1-תלוי בa. 

11מהדיון לעיל נובע כי  1 1( ) ( )nA n Aa a  1לכל מספר שלםn 1, כלומר 1 1 1 1 1( ) ( )n n a a הפתרון .

1a ,1- היחיד של המשוואה הזאת הוא פונקציה לינארית ב 1 1 1 1( )n n  a k a כאשר ,k  הוא וקטור

1 ממשי. תנאי השפה 1 1 1 1( ) 2N N h   a k a  1יתקיים רק אםhk b 1, כאשרb  הוא וקטור

1)]. מכאן, 3.4.4הסריג ההופכי [משוואה ( 11( ) ( )i nn e   k ar a r חזרה על התהליך הזה .

מקבל את אחד  kכאשר  ),6.4.5בכיוונים של וקטורי הסריג האחרים נותנת לבסוף את משוואה (

, ברור k-). מאחר שהשינוי של הפונקציה במעבר בין תאי יחידה תלוי ב5.3.10הערכים ממשוואה (

. מאחר שלמשוואת שרדינגר יכולים להיות הרבה k-שהפונקציה עצמה צריכה להיות תלויה ב

כדי להבחין ביניהם, ומכאן  n), הוספנו את האינדקס 6.4.5פתרונות שמקיימים את משוואה (

)הסימון  )n k r.  .בזאת הוכחנו את הגרסה השנייה של משפט בלוך, ששקולה למשפט בלוך  
  

ציפיות שה שהוצגה לעיל השתמשנו כמה פעמים במילה "נצפה". אף בהוכחהאופרטורי ההזזה: 

הללו סבירות מאוד, יש מי שדורש הוכחה מתמטית יותר, שמקבלת את כל התוצאות ללא הנחות 

נדון  שניגש להוכחה,לפני נציג הוכחה נוספת.  6.6סעיף נציג הוכחה אחת כזאת, וב כעתנוספות. 

ˆההזזה . אופרטור אופרטורי הזזה על הסריגב ( )T R  הוא אופרטור שפעולתו על הפונקציה

)הכללית  )f r  הקואורדינטהמזיזה את r  1בוֶקטור 1 2 2 3 3n n n  R a a a:  
  

  ˆ ( ) ( ) ( )T f f R r r R .   )6.4.8(  
  

  קל להשתכנע כי אופרטור ההזזה מקיים את הזהות
  

  ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ') ( ') ( ') ( )T T T T T  R R R R R R ,  )6.4.9(  
  

) מראה גם כי אוסף 6.4.9ולכן כל אופרטורי ההזזה חילופיים זה עם זה [כדאי לציין כי משוואה (

במובן האלגברי של המילה. קיימת התאמה בין איברי  חבורהכל אופרטורי ההזזה מהווה 

]. לפי המשפט שהוכח בסוף 2.7החבורה הזאת לבין איברי חבורת ההזזות שנדונה בתחילת סעיף 

מצב הוא  , נובע שאפשר למצוא בסיס למרחב הילברט שבו כל וקטור בסיס 4הנספח לפרק 
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ˆ, עצמי של כל אופרטורי ההזזה בעת ובעונה אחת ( ) ( ) ( ) ( )T t r r R r עם הערכים העצמיים ,

( )t R.  
  

)) על הפונקציה העצמית 6.4.9הפעלת משוואה ( ) r  נותנת( ) ( ') ( ')t t t R R R R הלוגריתם .

lnשל המשוואה הזאת נותן  ( ) ln ( ') ln ( ')t t t  R R R R . הפונקציה היחידה שמקיימת את

R, ln-לינארית ב היא R'-ו R זוג וקטורים כלהזה להאדיטיבי הקשר  ( )t  R c R  יכולנו גם]

)להוסיף קבוע, אבל הקבוע מתאפס כי  ) 1t 0[, ולכן ( )t e  c RR. ,כי חייב מהנרמול  עם זאת

) הערך המוחלט הוא ) 1t R  2[האינטגרלים על כל המרחב של| ( ) | r  2ושל| ( ) | r R  שווים

icחייב להיות מדומה,  cזה לזה], ולכן  kכש ,-k ממשי. התוצאה הסופית היא ( ) it e  k RR .

}עבור סריג כללי, עם וקטורי סריג  , 1,2,3}m m a שמכיל ,mN  תאי יחידה בכיוון וקטור הסריג

maתנאי שפה מחזוריים על כל אחת מהדפנות מחייבים שיתקיים , ( ) ( )m mN  r a r כלומר ,

( ) ( ) 1m m mN i N
m m mt N t e   k aa a וגם  5.3. אפשר עכשיו לחזור על השיקולים שהופיעו בסעיף)

תלויים  -בהוכחה ה"איכותית" הקודמת של משפט בלוך) ולקבל כי המספרים הקוונטיים הבלתי

שמאפיינים את הערכים העצמיים של אופרטורי ההזזה הם המספרים שהופיעו במשוואה 

)5.3.10 ,(
1 2 3, , 1 1 1 2 2 2 3 3 3( / ) ( / ) ( / )N N N  k b b b      2/, עם /2 1m m mN N   . 

  מצב עצמי של כל אופרטורי ההזזה בסריג מקיים לסיכום,
  

  
1 2 3, ,k k         ,ˆ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )iT e t   k R

k k k kR r r R r.  )6.4.10(  
  

)דוגמה פשוטה לתוצאה הזאת מתקבלת עבור חלקיק חופשי, כאשר  ) 0U r במקרה הזה .

) הן הפונקציות העצמיות של חלקיק חופשי בתיבה, 6.4.10הפונקציות העצמיות של משוואה (
(0) ( ) /ie V  k r
k r, שמקיימות  

  
(0) (0) (0)( )ˆ ( ) ( ) ( ) / ( )i iT e V e        k r R k R
k k kR r r R r.  

  

ˆ2 ) נובע כי ההמילטוניאן6.4.2ממשוואה ( :הוכחת משפט בלוך ( ) ( ) /(2 ) ( )H m U  r r 

ˆמקיים  ˆ( ) ( )H H r R r למשל ,[האנרגיה הקינטית איננה משתנה תחת הזזות, כי, 

( )d x a dx .[ לכל פונקציה  לכן( )f r  מתקיים  
 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( )[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ( ) ( )]T H f H f H f H T f     R r r r R r r r r R r R r,  

  

ˆכלומר  ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )H T T Hr R R r : ההמילטוניאןˆ (r)H  חילופי עם כל אופרטורי ההזזה של

}ˆ, הסריג ( )}T R נובע שאפשר למצוא בסיס למרחב  4. מהמשפט שהוכח בסוף הנספח לפרק

. , בעת ובעונה אחתהילברט שיכלול מצבים עצמיים של כל אופרטורי ההזזה וגם של ההמילטוניאן

כל מצב כזה  ). כדי למצוא את מצבי הבסיס6.4.10(כל מצב בבסיס הזה חייב לקיים את משוואה 

  צריך גם לפתור את משוואת שרדינגר, 
  

  ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )n n nH E k kr r k r ,  )6.4.11(  
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-נוסף כדי להבדיל בין הפתרונות השונים של המשוואה, שכולם שייכים לתת nכאשר האינדקס 

ieהמרחב של מרחב הילברט עם אותם ערכים עצמיים  k R  שלˆ ( )T R  לכל)R.( מאחר שכל 

), ברור שגם הערכים העצמיים של האנרגיה, k-המרחב הנדון תלויות ב- הפונקציות בתת )nE k ,

. במילים אחרות, אפשר לבחור את הפונקציות העצמיות של משוואת שרדינגר עם k- תלויים ב

). משוואה 6.4.11() וגם את משוואה 6.4.10פוטנציאל מחזורי כך שהן מקיימות גם את משוואה (

), ובכך הוכחנו את הגרסה השנייה של משפט בלוך. כפי שהראינו 6.4.5) זהה למשוואה (6.4.10(

  ), זה מוכיח גם את משפט בלוך בגרסתו הראשונה.6.4.7במשוואה (
  

של  למשפט בלוך יש השלכות מרחיקות לכת על הפתרונות האפשריים מסקנות ממשפט בלוך:

 )6.4.3את משוואה ( רגיות העצמיות עבור פוטנציאל מחזורי. אם מציביםפונקציות הגל ושל האנ

  מקבלים ),6.4.11במשוואה (
  

     
2

2 ( ) ( ) ( ) ( )
2

i i
n n nU e u E e um

  
    

k r k r
k kr r k r .  )6.4.12(  

  

ieוצמצום של  ,הפעלת הגזירה באגף שמאל k r, יםנותנ  
  

  
2

2( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 n n ni U u E um
 

      k kk r r k r  .  )6.4.13(  

  

) הפונקציה)], 6.4.4[משוואה (לפי משפט בלוך  )nu k r ,מספיק לפתור את ולכן  היא מחזורית

, עם תנאי שפה מחזוריים על דפנות התא, המשוואה הדיפרנציאלית הזאת בתוך תא יחידה בודד

   .המרחבכדי לקבל את הפתרון בכל  )6.4.3( בקשר ואז להשתמש
  

הן הפונקציות ברור ש), 6.4.13מופיע באופן מפורש באגף שמאל של משוואה ( k- ש מאחר

)העצמיות  )nu k r  והן הערכים העצמיים( )nE k  ים בתלוישל המשוואה הזאת-k.  ,עם זאת

ני בתוך תא היחידה, ולמשוואה כזאת ) היא משוואה דיפרנציאלית מסדר ש6.4.13משוואה (

יכולים להיות הרבה פתרונות עם ערכים עצמיים שונים של האנרגיה ועם פונקציות עצמיות 

שמתאימות לכל אחד מהערכים העצמיים הללו (היזכרו בדוגמאות של בור פוטנציאל אינסופי, של 

למשוואת שרדינגר, עם  הרמוני או של אטום המימן, שבכולן התקבלו הרבה פתרונות ילטורצאוס

ראוי  נועד להבחין בין הפתרונות השונים הללו. n אינדקסהרבה רמות אנרגיה בדידות). כאמור, ה

לציין כי בשלושה ממדים דרושים בדרך כלל יותר מאינדקס בדיד אחד כדי לאפיין את הפונקציות 

,העצמיות של משוואת שרדינגר. למשל, באטום המימן משתמשים בשלושת האינדקסים  ,n m ,

,ועבור חלקיק חופשי בתיבה משתמשים בשלושת האינדקסים  ,x y zn n n ) לשם  )].6.3.2[משוואה

  .n הקיצור נמשיך לאפיין את הפתרונות השונים על ידי האינדקס הבודד
  

 לאזור ברילואן kבניסוח של משפט בלוך הגבלנו את הערכים של  מחזוריות בסריג ההופכי:

1m ריים,). המשוואה הזאת נבעה מתנאי השפה המחזו5.3.10הראשון, משוואה ( mi Ne  k a ,

ותנאים אלה מתקיימים גם עבור כל וקטור שמוזז אל אזורי ברילואן האחרים. במילים אחרות, 

)) מקיימים 6.4.10הערכים העצמיים של משוואה ( )( ) ( )i it e e t  
   k G R k R

k G kR R, כש-G 
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1ie), 3.4.1הוא וקטור סריג הופכי כלשהו, וכשהשלב האמצעי נובע ממשוואה (  G R לכן אין .

הבדל בין הפתרונות באזור ברילואן הראשון לבין הפתרונות באזור ברילואן אחר, שמוזז ממנו 

 kלהחליף בכל המשוואות הקודמות את  . במילים אחרות, אפשרGבסריג ההופכי על ידי וקטור 

) (-ב k G  ולרשום  
  , ,( ) ( )n n  k G kr r ,  )6.4.14(  

  ( ) ( )n nE E k G k.  )6.4.15(  
  

): גם ספקטרום התדירויות של תנודות 5.1.7) לבין משוואה (6.4.15שימו לב לדמיון בין משוואה (

הסריג מחזורי בסריג ההופכי, ובשני המקרים מספיק להכיר את הפתרונות באזור ברילואן 

  הראשון. 

  

  6.4.1שאלה 

)*הוכיחו כי   .א ) ( )n n  k kr r, ולכן ( ) ( )n nE E k k צימוד מרוכב של משוואת שרדינגר] .

ˆהתלויה בזמן,  ( ) ( , ) ( / ) ( , )H t i t t   r r r ,שקול להיפוך הזמן ,t t .  לכן התוצאה

  הזאת שקולה לסימטריה של ההמילטוניאן להיפוך בזמן].

 חזרו על ההוכחה עבור סריג אורתורומבי בשלושה ממדים והוכיחו כי  .ב

( , , ) ( , , )n x y z n x y zE k k k E k k k  .  

  

של  צפופים מאוד ("רצף בדיד") ושואפים לרצף בגבול kכפי שהסברנו, הערכים של  פסי אנרגיה:

מתקבלת בגבול הרצף  nהם בדידים. לכן לכל ערך של  nסריג אינסופי. לעומת זאת, הערכים של 

, שחוזרת על עצמה באזורי ברילואן השונים (או בתאי kאנרגיה שהיא פונקציה רציפה נפרדת של 

פונקציות סעיפים הבאים נציג כמה דוגמאות לחישוב השלושת הביחידה שונים בסריג ההופכי). 

) הללו, )nE k.  כל אחד  :6.4.1כל החישובים הללו נותנים תוצאות שנראות איכותית כמו איור

)מהקווים הסינוסואידליים בחלק (א) או מהמשטחים בחלק (ב) מתאר פונקציית אנרגיה  )nE k 

)מתקבלת תלות מחזורית של מסוים  n . עבורnעם ערך שונה של האינדקס שונה,  )nE k ב-k .

0- שווה לר בחלק (א) של האיור המחזו 2 /G a )a  ,האופקית  והקואורדינטההוא קבוע הסריג

k/0 היא G .( הקווים האנכיים שם מראים את הגבולות של שלושה תאי יחידה בסריג ההופכי

  (ששקולים לשלושה אזורי ברילואן). 
  

) בדרך כלל, כל פונקציה )nE k  .מכילה ערכי אנרגיה שמוגבלים בתוך טווח מסוים של אנרגיות

הפסים מופרדים זה  במקרים פשוטים ".פס אנרגיהנקרא " (א),6.4.1, שמוצלל באיור הטווח הזה

 שבהם אין למשוואת שרדינגר שום ערכים עצמיים, פערי אנרגיהמזה, ובין פסים קרובים קיימים 

בקורס "פרקים בפיסיקה מודרנית"]  7וונטית [למשל, יחידה במכניקה ק )].6.4.2[ראו גם שאלה (

נתקלים בדרך כלל בשני סוגים של מצבים: כאשר מדובר על מצבים קשורים, למשל אלקטרון 

הרמוני, מתקבלות רמות אנרגיה בדידות, עם הפרשים סופיים  ילטורצאוסבאטום המימן או 

בלות רמות אנרגיה צפופות מאוד כמו ביניהן. לחלופין, כאשר מדובר על חלקיק חופשי, מתק

) עבור תיבה גדולה, במבנה שקראנו לו "רצף בדיד", ובגבול של 6.3.2הרמות שהתקבלו במשוואה (
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מערכת אינסופית מתקבל רצף של אנרגיות חיוביות. בסריג המחזורי מתקבל מצב חדש, שמשלב 

ת, אבל בין הפסים יש פערים בין שני סוגי המצבים: בתוך כל פס יש רמות אנרגיה רבות וצפופו

שבהם אין פתרונות, כמו בין האנרגיות של המצבים הקשורים באטום. הפערים הללו נשארים 

סופיים גם בגבול של מערכת אינסופית. כדאי לשים לב לדמיון בין פערי האנרגיה שמתקבלים כאן 

   .5לבין הפער בין הפתרונות האקוסטיים והאופטיים של תנודות הסריג בפרק 
  

רמות האנרגיה בתוך כל פס הן האנרגיות המותרות לאלקטרון בודד שנע בפוטנציאל המחזורי. 

בפרקים הבאים נדון ב"מילוי" רמות האנרגיה האלה באלקטרונים עד לרמת פרמי, בדומה לטיפול 

  .6.3באלקטרונים חופשיים שנעשה במודל זומרפלד בסעיף 
  

ממדי על סריג ריבועי. עכשיו -אנרגיה עבור פוטנציאל דו(ב) מתאר באופן סכמטי פסי 6.4.1איור 

. האיור מציג שלושה פסים, עבור ארבעה yk- ו k, xkטור וֶקהאנרגיות תלויות בשני מרכיבי ה

המרווחים בין המקסימום של פס אחד תאי יחידה בסריג ההופכי (או ארבעה אזורי ברילואן). 

  לבין המינימום של הפס הבא מייצגים את פער האנרגיה בין שני הפסים.
  

                     

  (ב)                                                                              (א) 

ממדי, שחושבו בקירוב -וטנציאל מחזורי חד(א) דוגמה של פסי האנרגיה של אלקטרונים בפ :6.4.1איור 
. הקווים הסינוסואידליים העבים מתארים את האנרגיות כפונקציות של 6.7הקשר החזק, שיוסבר בסעיף 

התנע הסריגי, והשטחים המוצללים מתארים את טווח האנרגיות בכל פס. הקווים האנכיים מתארים את 
דוגמה של פסי  (ב) א המרכזי הוא אזור ברילואן הראשון.הת הגבולות בין אזורי ברילואן בסריג ההופכי.

  ממדי, שחושבו באותו הקירוב על הסריג הריבועי.-האנרגיה בפוטנציאל מחזורי דו

  



 פי�יקה של מצב מוצק  472

 

  6.4.2שאלה 

הוכיחו כי "חדירה" כזאת  .אחרמראה פסים ש"חודרים" אחד לתוך התחום של ה להלןהאיור 

 ,אנרגטי עוקבים תמיד מופרדים על ידי פערבממד אחד פסים  לכן .אחד ממדאיננה אפשרית ב

  מדוע הדבר כן אפשרי בממדים גבוהים יותר? ." זה בזהולכל היותר הם עשויים "לגעת
  

  

  

נדגיש כאן כי ברוב  נחזור לדון במשמעויות של פסי האנרגיה ושל הפערים ביניהם בהמשך הפרק.

שהרמות הללו "יוצרות" פסים.  הפרק הזה נחשב את רמות האנרגיה עבור אלקטרון יחיד, ונראה

בהמשך נשתמש בעקרון פאולי כדי לאכלס את רמות האנרגיה באלקטרונים, ונראה איך הפסים 

נזכיר גם את תפקיד האינטראקציות  6.12מתמלאים בהדרגה כשמספר האלקטרונים גדל. בסעיף 

  בין האלקטרונים.

  

  

  הפוטנציאל של קרוניג ופני  :6.5
  

 דוגמה פשוטה שממחישה את מבנה הפסים של רמות האנרגיה, מחזורי:פוטנציאל מרובע 

 ),Kronig and Penney( ממדי של קרוניג ופני- הפוטנציאל החדומאפשרת פתרון מפורש, מבוססת על 

  שבנוי ממדרגות מחזוריות של פוטנציאל מרובע,
  

  
0

0,
( )

, ( 1)

na x na b
U x

U na b x n a

   
   

,   )6.5.1(  

  

bשלם ( nעבור כל  a מרחק הסריג של הפוטנציאל הזה הוא ,6.5.1). כפי שאפשר לראות באיור 

a 0. עבור 0U ) בסימונים הנוכחיים) מייצגים אזורים  0, הקטעים עם הפוטנציאל הנמוך יותר

שמושכים את האלקטרון, בדומה לפוטנציאל הקולומבי של היונים החיוביים שמסודרים באופן 

מחזורי בסריג. מאחר שהפוטנציאל מחזורי, הפתרונות חייבים לקיים את משפט בלוך, ואפשר 

) ),6.4.3להציגם על ידי משוואה ( ) ( )ikx
k kx e u x נקציה המחזורית . הפו( )ku x  צריכה לפתור

  ),6.4.13ממדית של משוואה (-את הגרסה החד
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2

2( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 k k

di k U x u x E k u xm dx
      


,  )6.5.2(  

  

0בתוך תא יחידה בודד,  x a מאחר ש .-( )ku x  היא פונקציה מחזורית, מתקיימים גם תנאי

) השפה המחזוריים ) (0)k ku a u ו-' ( ) ' (0)k ku a u.   

  

  

) 0U, ורוחב כל מחסום (שגובהו bרוחב כל "בור" הוא  הפוטנציאל המחזורי של קרוניג ופני:: 6.5.1איור 
aהוא  b.  

  

00נתמקד כאן בפתרונות עבור המקרה  פונקציית הגל: U E 00 . הטיפול במקרה E U  

  הם )6.5.2משוואה (הפתרונות של כפי שאפשר לבדוק על ידי הצבה,  (ראו בהמשך). דומה
  

  ( ) [ ]ikx iKx iKx
ku x e Ae Be          0עבור x b ,  

  ( ) [ ]ikx iQx iQx
ku x e Ce De         עבורb x a ,  )6.5.3(  

  כאשר

  2 22 /K mE      ,      2 2
02 ( )/Q m E U  .  )6.5.4(  

  

)ת הרציפות ודריש ) ( )k ku b u b  ו-' ( ) ' ( )k ku b u b  תונותנ  
  

  iKb iKb iQb iQbAe Be Ce De   ,  

  [ ] [ ]iKb iKb iQb iQbK Ae Be Q Ce De   .   )6.5.5(  
  

) המחזוריות של )ku x מחייבת את קיום המשוואות ( ) (0)k ku a u וכן ' ( ) ' (0)k ku a u. ,מכאן  
  

  [ ]ika iQa iQaA B e Ce De   ,  

  ( ) [ ]ika iQa iQaK A B Qe Ce De   .   )6.5.6(  
  

  ) נותנים6.5.6חיבור וחיסור שתי המשוואות (
  

  
1

[(1 / ) (1 / ) ]
2

ika iQa iQaA e Q K Ce Q K De    ,  

  
1

[(1 / ) (1 / ) ]
2

ika iQa iQaB e Q K Ce Q K De    .  )6.5.7(  
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  ) נותנות6.5.5משוואות ( באופן דומה,
  

  
1

[(1 / ) (1 / ) ]
2

iKb iQb iQbA e Q K Ce Q K De    ,  

  
1

[(1 / ) (1 / ) ]
2

iKb iQb iQbB e Q K Ce Q K De    .  )6.5.8(  
  

למשוואות  .D-ו C ותנת שתי משוואות הומוגניות עבורנ B-ו A זוגות הביטויים עבורי נהשוואת ש

  וחישוב קצר נותן את המשוואהדטרמיננטת המקדמים שלהן מתאפסת,  רק אם ,אלו יש פתרון
  

  
2 2

cos( ) cos[( ( )]cos( ) sin[ ( )]sin( )
2

K Qka Q a b Kb Q a b KbKQ
      )6.5.9(  

  

 ).0Uהפוטנציאל  חסומי(ובגובה מ תלויים רק באנרגיה Q והן K), הן 6.5.4( (בדקו!). ממשוואות

 E(שמופיע רק באגף שמאל) כפונקציה של  kבאופן מפורש את ) נותנת 6.5.9לכן, משוואה (

נותן את רמות האנרגיה  90-וסיבוב הגרף ב Eכפונקציה של  k(שמופיע רק באגף ימין). ציור של 

מתאימים הרבה ערכים  kמר את פסי האנרגיה. כפי שנראה, לאותו ערך של , כלוkכפונקציה של 

  , ולכן מתקבלים הרבה פסים.Eשל 
  

  אם מגדירים משתנים חסרי ממד, האנרגיות העצמיות:
  

  0 2
2

2mU
W b


      ,1

az b       ,
0

E
U  ,   )6.5.10(  

  

  ) מקבלת את הצורה 6.5.9משוואה ( יאז
 

2 1
cos( ) ( ) cos[ ( 1) ]cos( ) sin[ ( 1) ]sin( )

2 ( 1)
ka F z W W z W W    

 
    


.   )6.5.11(  

  

1כאשר  , ( 1) /Q W b  ,כאשר ואז כל הגורמים באגף ימין ממשיים. הוא גודל ממשי 

1 , Q 1 טהור, ושימוש בזהויות מדומה הופך להיות 1i    ,cos( ) coshi , 

sin( ) sinhi i  נותן שוב גדלים ממשיים באגף ימין. הפונקציה ( )F   (א) 6.5.2מוצגת באיור

200Wעבור   1.-וz   ערכים אחרים של הפרמטרים הללו נותנים תוצאות דומות. ראו)

1 בהמשך). כפי שרואים מהאיור, ישנם קטעים של אנרגיה שבהם מתקיים ( )F .  בקטעים

 וערכים כאלה אינם קבילים, כי משפט ,ka) נותנת ערכים מרוכבים עבור 6.5.11משוואה ( אלה

1ikae (הנרמול דורש שיתקיים  k   בלוך דורש ערכים ממשיים של .( מתקבלות רמות אנרגיה  לכן

) קבילות רק בקטעים שבהם מתקיים ) 1F  .  כל קטע כזה, שמוצלל באיור, נותן פס מותר של

ערכי אנרגיה. בין הקטעים הללו מתקבלים פערי אנרגיה, שבהם אין פתרונות קבילים למשוואת 

)cos) נותנת ערכים מוגדרים של 6.5.11שרדינגר. לכל ערך מותר של האנרגיה, משוואה ( )ka ולכן ,

2ka מחזוריות של הפתרונות חוזרים על עצמם עם ka   כלומר תחת הזזה של ,  k  על ידי

02וקטור סריג הופכי  /G a G  ) מוצגים באיור 6.5.11. הפתרונות הללו, שחושבו ממשוואה ,(

מתקבלים   k  מהאיור רואים שהאנרגיות אכן זהות באזורי ברילואן שונים. לכל ערך של (ב).6.5.2

)cosהרבה ערכים של האנרגיה [מחיתוך של קו אופקי בערך  )ka  עם הענפים הרבים של( )F  

   (א)].6.5.2באיור 
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  (ב)                                                                                      )א(

200W) עבור 6.5.11(א) אגף ימין של משוואה ( :6.5.2איור   ,.1z .  השטחים המוצללים מכילים את
עבור  )6.5.11( הערכים ה"מותרים" של האנרגיה, כלומר את פסי האנרגיה. (ב) הפתרונות של משוואה

  א בין הקווים האנכיים.אזור ברילואן הראשון נמצ אותם פרמטרים.

  

)(א), הפונקציה 6.5.2כפי שרואים באיור  )F   היא מונוטונית בתוך כל קטע מוצלל. לכן, לאנרגיה

)cosבכל פס יש מינימום או מקסימום בקצוות של הקטע הזה, כלומר כאשר  ) 1ka   או

cos( ) 1ka   0. בפרט, יופיעו מינימה או מקסימה עבורka  כלומר באמצע אזור ברילואן ,

ka או עבור הראשון,   כלומר בקצוות של אזור ברילואן הראשון, כפי שאכן רואים באיור ,

)(א) רואים גם שהשיפועים של 6.5.2(ב). מאיור 6.5.2 )F   מחליפים סימן לסירוגין בין פסים

ולכן מיקומי המינימה והמקסימה מתחלפים גם הם עבור פסים עוקבים. גם התופעה  עוקבים,

  (ב). 6.5.2הזאת מאושרת באיור 
  

 מראה את ריבוע הערכים המוחלטים של פונקציות הגל (כלומר את 6.5.3איור  :פונקציות הגל

צפיפות ההסתברות למצוא את האלקטרון) עבור הפרמטרים שמצוינים שם, עם האנרגיות 

0U (0.6(ביחידות של   2-ו  בשני המקרים מקבלים תנודה מחזורית באזור שבו .

 מדומה  Q  ה ממדרגת הפוטנציאל, ולכןהפוטנציאל מתאפס. במקרה הראשון האנרגיה קטנ

bטהור, והסיכוי למצוא את האלקטרון באזור  x a   .דועך אקספוננציאלית משני הצדדים

ומתקבל סיכוי גבוה יותר למצוא את האלקטרון באזור  במקרה השני האנרגיה היא מעל למדרגה,

  הזה.
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  (ב)  )א(

עבור  צפיפות ההסתברות למצוא את האלקטרון בתחום של שני תאי יחידה סמוכים, :6.5.3איור 
100W  ,0.3z  0.6 (א) ועבור , (ב) 2 .   

  

עבור  ) נותנת פתרונות פשוטים בשני גבולות.6.5.9משוואה ( :הגבול של חלקיק "כמעט" חופשי

0 0U   2מתקיים /Q K mE   ואגף ימין הופך להיות ,cos( )Ka .2 לכןka Ka     לכל

  2שלם, ומכאן 2( ) /(2 )E k G m   0, כאשר 2 /G G a    לכאורה, כאשר .

הפוטנציאל המחזורי מתאפס, היינו מצפים לפתרון הרגיל של חלקיק חופשי, 

2 2
0 ( ) /(2 )E k k m  0. אכן, הפרבולה הזאת מתקבלת מהפתרון הנוכחי עבור ,עם זאת .

אפילו עבור פוטנציאל מחזורי קטן מאוד, שכמעט איננו מורגש ברמות האנרגיה, המערכת 

המשוואה  ).6.4.15"מזהה" את מחזוריות הסריג, ואז משפט בלוך מחייב את קיומה של משוואה (

אנרגיה צריכה להיות מחזורית על הסריג ההופכי, ולכן אפשר להזיז את הזאת קובעת שה

)0הפרבולה  )E k  ימינה או שמאלה בוֶקטור סריג הופכי כלשהו, וכך לקבל אוסף אינסופי של

2פרבולות,  2
0( ) ( ) ( ) /(2 )E k E k G k G m      אוסף הפרבולות הללו, שמתקבלות כאמור .

(א). נחזור לדון באיור הזה בפרוטרוט 6.5.4), מוצג באיור 6.5.9משוואה (מהפתרון הגבולי של 

  בסעיף הבא.
  

מאוד,  גבול פשוט אחר מתקבל, כאשר מחסום הפוטנציאל בין ה"יונים" גבוה גבול הקשר החזק:

0U  ,2. בגבול הזהQ  , ) גדול בהרבה משני האיברים  )6.5.9והאיבר הימני במשוואה

)sinהאחרים. לכן המשוואה מתקיימת, רק אם מתקיים  ) 0Kb  כלומר ,
2 2 2 2 2 2/(2 ) /(2 )E K m n mb   כאשר ,n  הוא שלם כלשהו. אלה הן בדיוק רמות האנרגיה

(בדקו!). בגבול הזה רמות האנרגיה אינן  b הבדידות של בור פוטנציאל אינסופי בודד בעל רוחב

, ולכן כל פס אנרגיה הופך להיות קו אופקי באחת מהרמות הללו, כמו באיור kתלויות במספר הגל 

בורות זהים עם אותה האנרגיה, ולכן הניוון של כל  N(ב). בשונה מהבור היחיד, עכשיו יש 6.5.4

בהדרגה, הפסים הולכים ומתרחבים, והפערים  0U. כאשר מקטינים את N-רמת אנרגיה שווה ל

ביניהם הולכים וקטנים, עד שמגיעים לגבול של חלקיק חופשי, שבו פסים שכנים נוגעים זה בזה. 

  .6.5.5-(ב) ו6.5.2מצבי ביניים מתוארים באיורים 
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  (ב)                                                                           )א(
0רמות האנרגיה של פוטנציאל קרוניג פני. (א) בגבול של חלקיק חופשי,  :6.5.4איור  0U  האנרגיה .

2ביחידות  2 22 /(6 )ma 0ופיים, . (ב) בגבול של בורות פוטנציאל אינסU   האנרגיה ביחידות .
2 2 2/(2 )mb .   

  

                             

  (ב)(א)                                                                                                                     

1z.עם  פני,-פסי אנרגיה שמתקבלים ממודל קרוניג :6.5.5איור   10פוטנציאל חלש,  (א) ועםW ,   
1000Wפוטנציאל חזק,  (ב) . 0 האנרגיה היא ביחידות שלU .  

  

) (א) כי אמפליטודת התנודות של הפונקציה6.5.2איור ב, רואים 0U עבור ערכים סופיים של )F  

1הולכת וקטנה, ככל שהאנרגיה גדלה. לכן האזורים שבהם  ( )F   שמייצגים את פערי)

1כאשר  פסים גבוהים יותר.האנרגיה בין פסי האנרגיה) הולכים ונעשים צרים יותר עבור   ,

)מתקבל בקירוב  ) cos[( 1) ] cos( )F z W Ka   החלקיק  , ושוב חוזרים לפתרון של

  באנרגיות גבוהות מאוד האלקטרונים אינם "מרגישים" את הפוטנציאל. החופשי (בדקו!).

  

  6.5.1שאלה 

 המכפלה כאשר שומרים על ערך קבוע של ,)6.5.9קבלו את הגבול של משוואה (  .א

0 0( )u U a b , 0 אבל הולכים לגבולותU  ו -( ) 0a b .  זהו הגבול שבו כל מדרגה

 "מסרק",דלתא, והפוטנציאל הופך להיות  פונקצייתהופכת להיות 

0( ) ( )nU x u x na .  התנאי  בגבול הזההראו כיKa n  תמיד מייצג גבול בין פס

  אנרגיה לפער אנרגיה.
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2 מצאו את פסי האנרגיה עבור ערכים גדולים של הקבוע  .ב 2
0 / ( ) /2u am Q a b a    .  

מהי  במקרה הזה, .מצאו את פערי האנרגיה בין הפסים עבור ערכים קטנים של הקבוע   .ג

  האנרגיה בתחתית הפס הנמוך ביותר?

  

  

  אלקטרונימ "כמעט" חופשיימ  :6.6
  

הוא  הפוטנציאל של קרוניג ופני הוא מיוחד, כי הגבולות של פוטנציאל חלש ופוטנציאל חזק:

מאפשר פתרון אנליטי מדויק של משוואת שרדינגר. ברוב המקרים לא קיים פתרון מדויק, ויש 

תוארו רמות האנרגיה של שני מקרים  6.5.4איור ת נומריות או בשיטות קירוב. בלהשתמש בשיטו

פוטנציאל חלש מאוד ופוטנציאל חזק מאוד. בגבול של פוטנציאל אפס הפתרון זהה  קיצוניים:

לפתרון של חלקיק חופשי, ובגבול של פוטנציאל חזק מאוד הפתרון דומה לפתרון של "יחידה" 

דם על ידי בור פוטנציאל אינסופי יחיד ושתתואר בהמשך על ידי בודדת, שתוארה בסעיף הקו

הפוטנציאל המושך של יון בודד בסריג. מתברר שאפשר להתחיל מכל אחד מהגבולות הקיצוניים 

הללו ולהשתמש בשיטות קירוב כדי לקבל את רמות האנרגיה לידם. בסעיף הזה נטפל בפוטנציאל 

(ב)]. 6.5.5ף הבא נטפל בפוטנציאל חזק מאוד [כמו באיור (א)], ובסעי6.5.5חלש מאוד [כמו באיור 

מתברר שקירוב הפוטנציאל החלש נותן תוצאות טובות עבור המתכות האלקליות (משני הטורים 

הראשונים בטבלה המחזורית), שבהן אלקטרוני הערכיות רחוקים יחסית מהגרעין וקשורים אליו 

)ממדי כללי -תלת בקשר חלש. מכאן ואילך נטפל בפוטנציאל מחזורי )U r.  
  

(א) 6.5.5(א) לבין איור 6.5.4בין איור  השוואהתנאי בראג לפיזור אלקטרונים מסריג מחזורי: 

מראה כי ההשפעה העיקרית של הפוטנציאל המחזורי החלש מופיעה ליד הגבולות של אזורי 

. כדי להבין את התוצאה הזאת באופן a/קרוב לכפולה שלמה של  kברילואן, כלומר כאשר 

. ראינו שם שכאשר גל מישורי כלשהו פוגע בסריג מחזורי, מתקבל פיזור 3איכותי נחזור לפרק 

חזק של הגל רק כאשר ההפרש בין וקטור הגל הפוגע לוֶקטור הגל המפוזר שווה לוֶקטור הסריג 

ˆ), 3.5.2זאת הובילה אל משוואה (). הדרישה ה3.3.3ההופכי, משוואה ( /2G  k G שהגדירה ,

את הגבולות של אזורי ברילואן השונים. אכן, בממד אחד המשוואה הזאת נותנת 

/2 /k G a   עם ,  שלם. בהיעדר הפוטנציאל המחזורי האלקטרון מתואר על ידי פונקציית

(0)ל של חלקיק חופשי, הג ( ) /ie V  k r
k r )V  הוא הנפח הכללי של הגביש), וזהו גל מישורי

. נבדוק עכשיו מה קורה לגל כזה, כאשר הוא מתפזר מסריג 3מהסוג של הגלים שנדונו בפרק 

רחוק מהגבולות של אזורי  k). כאשר 3מחזורי של מפזרים (כמו הפוטונים או הנויטרונים בפרק 

ברילואן, הגל הזה יכול לעבור דרך הסריג כמעט ללא פיזור, ולכן גם האנרגיה שלו נשארת קרובה 

(0)לאנרגיה של אלקטרון חופשי,  2 2( ) ( ) /(2 )E E m k k k במקרה הזה צפיפות ההסתברות .

(0)ה,למצוא את האלקטרון בכל מקום בגביש היא קבוע 2| ( ) | 1/V k r לעומת זאת, כאשר .k 

), הגל מתפזר, ולכן פונקציית הגל של 3.5.2מקיים את התנאי של פיזור בראג, משוואה (

  גם את הגלים המפוזרים.  –בנוסף לגל המקורי  –האלקטרון מכילה 
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ikxe/בממד אחד הגל הפוגע הוא  L ,והגל המפוזר היחיד שאפשרי הוא הגל המוחזר ,/ikxe L .

  לכן פונקציית הגל הופכת להיות קומבינציה לינארית של שני הגלים הללו, 

  
[ ]/ [( )cos( ) ( )sin( )]/ikx ikxe e L kx i kx L           ,  

  

2כאשר  2| | | | 1   צפיפות ההסתברות למצוא את האלקטרון תלויה עכשיו במיקומו .

)בסריג. נניח כי היונים החיוביים נמצאים במרכזים של תאי היחידה, בנקודות  1/2)x n a  .

בנקודות האלה יש פוטנציאל מושך, שמנסה לקשור את האלקטרון אל היון שנמצא שם. לכן סביר 

נמוכה יותר, כאשר ההסתברות למצוא אותו בנקודות האלה היא שהאנרגיה של האלקטרון 

k/הגבוהה ביותר. נתמקד עכשיו בגבול של אזור ברילואן, למשל  a קל לראות שההסתברות .

למצא את האלקטרון במיקומי היונים מקסימלית, כאשר פונקציית הגל היא 

( ) sin( / )/ 2x a L האנרגיה של האלקטרון תהיה גבוהה יותר במקרה . לעומת זאת ,

)הקיצוני השני, עם פונקציית הגל  ) cos( / )/ 2x a L  כי אז ההסתברות למצוא את ,

k/האלקטרון ליד היונים היא הנמוכה ביותר. לכן ניתן לצפות כי כאשר  a ייפתח פער ,

)אנרגטי בין שני המצבים  ) ו-( ),  (א). מעניין לציין כי שני 6.5.5כפי שאכן רואים באיור

)המצבים  ) ,2 מייצגים גלים עומדים, עם משקלות שווים לגל הפוגע ולגל המוחזר 2| | | |  .

ההתנהגות הזאת של פונקציות הגל נובעת מההחזרה המלאה שמתקבלת, כאשר וקטור הגל 

). כזכור, קיבלנו גלים עומדים דומים ליד הגבולות של אזורי 3.5.2מקיים את התנאי של בראג (

)]. להלן נקבל את התוצאה הזאת 5.1.8ברילואן גם עבור תנודות הסריג [ראו דיון אחרי משוואה (

  ונחשב את פער האנרגיה שנפתח בין שני פסי האנרגיה בכל גבול של אזור ברילואן.  תי,באופן כמו
  

פונקציית הגל  ממדית-בדוגמה החד פיזור מהסריג המחזורי איננו תורם להתנגדות החשמלית:

זר, עם , ואת הגל המפוkשל החלקיק אחרי הפיזור הכילה רק את הגל הפוגע, עם וקטור גל 

kוקטור גל  k G   בשלושה ממדים יכולים להופיע הרבה גלים מפוזרים, ולכן פונקציית הגל .

, kשל האלקטרון אחרי הפיזור תהיה קומבינציה לינארית של פונקציית הגל הפוגע, עם וקטור גל 

 עם וקטור הגל ושל כל פונקציות הגלים המפוזרים, כל אחת k k G.  בהמשך הסעיף נחשב

) הראו שהזזה 6.4.15(- ) ו6.4.14במפורש את המקדמים בקומבינציה הזאת. עם זאת, משוואות (

של התנע הסריגי בוֶקטור סריג הופכי איננה משנה את פונקציית הגל ואת האנרגיה המתאימה 

איננו תורם להתנגדות המחזורי נים מהיונים בסריג פיזור של האלקטרושלה. זו הסיבה לכך 

  וזאת בניגוד להשערה המקורית של דרודה. ,החשמלית של המתכת
  

חלש,  לפני שנציג חישובים מקורבים עבור פוטנציאל :פתרון של משוואת שרדינגר במרחב התנע

. הטיפול נסתכל על התמרות פורייה של הפוטנציאל המחזורי ושל פונקציות הגל של האלקטרון

נתחיל מהתמרת פורייה של האנרגיה . הוכחה נוספת של משפט בלוךהבא מהווה גם 

, התמרת פורייה של פונקציה מחזורית על סריג מכילה רק 3.8וטנציאלית. כפי שראינו בסעיף הפ

אפשר לרשום את  )], ולכן3.8.2[משוואה ( מרכיבים עם וקטורי גל ששייכים לסריג ההופכי

  האנרגיה הפוטנציאלית המחזורית בצורה 
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  ( ) ( ) iU U e   G r

G
r G,  )6.6.1(  

  

הוא מספר תאי היחידה בסריג  Nהנקודות בסריג ההופכי ( Nהסכום הוא על כל כאשר 

  פורייה, המקדמים בסכום ניתנים על ידי התמרות המקורי),
  

  3( ) (1/ ) ( )i

v
U v d re U   G rG r ,   )6.6.2(  

  

v/שנפחו הוא והאינטגרל הוא על תא יחידה בודד,  V N0 . ההתמרה עבורG  היא
3( ) (1/ ) ( )

v
U v d rU 0 r . מאחר שזהו גודל קבוע במרחב, הוא מייצג רק הזזה של ראשית

 Gעל  שהסכום באופן מכל האנרגיות,הזה  ערךלהלן נחסיר את הולכן  ציר האנרגיה,הצירים על 

)נניח כי  [במילים אחרות, יכיל רק וקטורי סריג הופכי שונים מאפס) 6.6.1במשוואה ( ) 0U 0.[ 

) כמו כן הפוטנציאל )U r ,ולכן הוא ממשי *( ) ( )U U G G . אם הפוטנציאל אינווריאנטי 

)), כפי שבדרך כלל קורה עבור סריגי ברווהלשיקוף ( ) ( )U U r rקיים גם י, אז 

*( ) ( ) ( )U U U  G G G  , ולכן ( )U G נ)3.1שאלה (ראו גם  ממשי.  
  

  הגל ניתנת לכתיבה בצורה פונקצייתהתמרת פורייה של 
  

  ( ) ( ) ie   k r

k
r k,  )6.6.3(  

  

1iכאשר תנאי השפה המחזוריים בכיוון כל אחד מוֶקטורי הבסיס של הסריג קובעים כי  ii Ne  k a ,

)ולכן  / )i i ii m N k b .ib  הם וקטורי הסריג ההופכי, והסכום הוא רק על וקטוריםk 

) מציגה את פונקציית הגל בנוכחות הפוטנציאל 6.6.3שנמצאים באזור ברילואן הראשון. משוואה (

המחזורי כקומבינציה לינארית של פונקציות הגל של חלקיק חופשי, שמהוות בסיס למרחב הילברט 

  ).3(זהו משפט פורייה, ראו נספח לפרק  ציות הגלשל כל פונק
  

 כשמפעילים את אופרטור האנרגיה הקינטית ואת אופרטור האנרגיה :משוואת שרדינגר

  מקבלים ),6.6.3משוואה (על  הפוטנציאלית
  

   
2 2 2

2 ( ) ( )
2 2

i ike em m    k r k r

k k
k k  ,  )6.6.4(  

   '

'

( ) ( ) ( ) ( ') ( ) ( )i i iU U e e U e         G r k r k r

G k k G
r r G k G k G   ,  )6.6.5(  

  

'- ל k'- מ הסכוםשל  נינו את האינדקס האילםשי) 6.6.5(- בכאשר בשלב השני  k k G.  הצבת

  ) נותנת לכן6.4.1שני הביטויים הללו במשוואת שרדינגר (
  

  
2 2

( ) ( ) ( ) 0
2

ik E U em            
  k r

k G
k G k G  .  )6.6.6(  

  

  ) מתאפסים,הגדולים רק אם כל המקדמים (בסוגריים העגולים ,הסכום הזה מתאפס זהותית
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2 2

( ) ( ) ( ) 0
2

k E Um   
    

 

G

k G k G  .  )6.6.7(  

  

} נעלמיםה  N  , שקושרת ביןלינאריות והומוגניות זוהי מערכת של משוואות ( )} k G, כאשר 

G  מקבל את כלN  0הערכים של וקטורי הסריג ההופכי (כוללG לכל וקטור .(k  שנמצא

 kבאזור ברילואן הראשון מתקבלת מערכת כזאת של משוואות. פרט לערכים מיוחדים של 

ולכן  ים שונים,- kהמשוואות הללו אינן "מערבבות" בין מקדמים שקשורים עם  (שיידונו להלן),

) 6.6.7אפשר לרשום את משוואה (בנפרד.  kאפשר לטפל במערכות המשוואות הללו עבור כל 

Nכאשר מטריצה מסדר בצורה מטריצית,  N ור שמכיל את וֶקטכופלת את הN הנעלמים .

  ית היאהמשוואה המטריצ ממדית שנדונה בתחילת הסעיף,-בדוגמה החד
  

(0)
0 0 0 0 0

(0)
0 0 0

(0) 00 0 0 0
(0)

0 0 0 0

... ... ... ... ... ...

... ( ) ( ) ( 2 ) ( 3 ) ( )

... ( ) ( ) ( ) ( 2 ) ( )
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kU G U G U G E k G E







 
          

   
   

   
   
   

   0

0

2 )G

 
 
  
 
 
 

  )6.6.8(  

  

0 כאשר 2 /G a  קטור הסריג ההופכי וכאשר והואk .במשוואה  נמצא באזור ברילואן הראשון

שווה למספר וקטורי כללנו רק כמה שורות ועמודות, אבל עקרונית מספר השורות והעמודות 

שוואה הזאת יש פתרון עבור למ נתון, k בורע. Nששווה למספר נקודות הסריג, ההופכי,הסריג 

) מתאפסת. הערכים הללו 6.6.8(- שעבורם דטרמיננטת המקדמים ב Eכל הערכים של האנרגיה 

)נקראים  )nE k) במשוואה 6.6.8, ופונקציות הגל המתאימות, שבהן מציבים את הפתרונות של (

)), נקראות 6.6.3( )nk x .  
  

) 6.6.7( הפתרונות של משוואת שרדינגר שמתקבלים ממשוואה :הוכחה נוספת של משפט בלוך

בוקטור סריג  k-מכילים רק גלים מישוריים שוקטור הגל שלהם מוזז מ kעבור ערך נתון של עבור 

  הופכי,

  ( )( ) ( ) i
n n e     k G r

k
G

r k G .   )6.6.9(  

  

ie אם מוציאים אל מחוץ לסוגריים את הגורם k r, מקבלים  
  

  ( ) ( ) ( )i i i
n n ne e e u      k r G r k r

k k
G

r k G r,  )6.6.10(  

  

)הפונקציה וקל לראות כי  )nu k r) 6.4.4, שמוגדרת על ידי אגף ימין, מקיימת את משוואה,( 

( ) ( )n nu u k kr r R, קל גם לבדוק כי .ולכן הוכחנו את משפט בלוך  
  

  ( ') ( ")
,

"

( ) ( ') ( ") ( )i i
n n n ne e        

       k G G r k G r
k G k

G G
r k G G k G r   )6.6.11(  
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"-ל G'- מבסכום אינדקס האילם ה(בשלב האמצעי החלפנו את  ' G G G(וכך הוכחנו את , 

ברילואן  אזורומספיק לחקור את הפתרונות ב), 6.4.15מכאן נובעת גם משוואה ( ).6.4.14משוואה (

  הראשון.
  

 עקרונית הפתרון המלא של משוואת שרדינגר מתקבל מפתרון מלא של :קירוב הקשר החלש

). הפתרון הזה קשה בגלל המספר הגדול של משוואות, ולכן משתמשים בשיטות 6.6.7משוואות (

)מקורבות לפתרון. בקירוב הסריג הריק,  ) 0U G) נותנת 6.6.7, משוואה (
2 2

( ) 0
2

k Em    
 

k , 

)ולכן  ) 0 k  (0)רק כאשר האנרגיה היא 2 2( ) /(2 )E E k m k .  באנרגיה הזאת כל המקדמים

)), 6.6.9האחרים במשוואה ( ) k G  0עםG) 6.6.9, חייבים להתאפס, ולכן הסכום במשוואה (

)(0)מכיל רק איבר אחד,  ) ( ) ie   k r
k r k ,שמתלכד עם הפתרון של האלקטרון החופשי ,

(0) ( ) /ie V  k r
k r,  (0)כלומר ( ) 1/ V k.  ,נניח עכשיו שהפוטנציאל המחזורי קטן מאוד

1ונאפיין אותו על ידי פרמטר קטן וחסר ממדים   ,כך שמתקיים, למשל ,
(0)

0 0| ( ) | | ( ) | ( )U U E G G G 0- , כשG ] האינטגרל הוא וקטור הסריג ההופכי הקצר ביותר

|- ) קטן ככל ש6.6.2במשוואה ( |G  גדל, בגלל התנודות של הכופלie G r באינטגרנד, ומכאן אי -

נראה עכשיו שפרט למקרים מיוחדים, שיידונו בנפרד, המקדמים האחרים בסכום השוויון הראשון]. 

|) מקיימים 0G(עם  ( ) / ( ) | ( )O   k G k  ולכן אפשר להתייחס אליהם כאל תיקונים ,

)קטנים לפונקציית הגל: פונקציית הגל  ) r  והאנרגיה( )E k  (0)נשארות קרובות אל ( )k r  ואל

(0) ( )E k) עבור אחד מהמקדמים האחרים הללו, 6.6.7. נסתכל על משוואה (( ) k G,  0עםG

 :  
  

(0)

'

[ ( ) ( )] ( ) ( ') ( ')E E U       
G

k G k k G G k G G .  

  

'עבור   G G אגף ימין מכיל את האיבר ,( ) ( )U G k  כל האיברים האחרים בסכום מכילים .

)את המקדמים ה"אחרים" בפתרון הנדון,  ')  k G G  עם)' 0 G G.ולכן נזניח אותם ,( 

)(0)מאותה הסיבה נשתמש בקירוב  ) ( )E Ek k.  מקבלים כי  
  

  (0) (0)( ) ( ) ( ) / [ ( ) ( )]U E E      k G G k k G k  .  )6.6.12(  
  

)בהנחה שהמכנה איננו קטן מדי, מתקבל כי אכן  )/ ( ) ( )O   k G k  ולכן האיברים ,

) נותנת 6.6.7() במשוואה 6.6.12, והיה מוצדק להזניחם. הצבת (2שהוזנחו הם מסדר גודל של 

  לבסוף את הביטוי המקורב הבא עבור האנרגיה,
  

  
2

(0)
(0) (0)

| ( ) |
( ) ( ) ...

( ) ( )
UE E

E E
  

 
G

Gk k
k G k


,  )6.6.13(  

  

. בהנחה שאף אחד מהמכנים בסכום -כאשר שלוש הנקודות מייצגות סדרים גבוהים יותר ב

 ,2איננו קטן מדי, מתקבל שהתיקון לאנרגיה בגלל הפוטנציאל המחזורי הוא מסדר גודל של 

  ולכן הוא אמנם קטן מאוד. התיקונים הבאים צפויים להיות אף יותר קטנים.
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מתקיים  ) תקף כל עוד6.6.13ואה (הפיתוח במשו קירוב הקשר החלש ליד גבול של אזור ברילואן:

(0) (0)| ( ) / [ ( ) ( )] |U E E   G k G kהשוויון הזה איננו מתקיים רק אם קיימים זוגות של -. אי

(0)וקטורי גל שעבורם ההפרש  (0)[ ( ) ( )]E E k G k  קטן מאוד [למשל, מסדר גודל של
(0)

0( )E Gכי אז התיקונים ל ,[ -( )E k  .עלולים להיות גדולים מהפרשי האנרגיות המקוריות

(0)ההפרש הזה מתאפס כאשר  (0) 2 2 2( ) ( ) [ /(2 )][( ) ] 0E E m     k G k k G k כלומר ,

22כאשר   k G G) שנדון גם 3.5.2. עד כדי סימן, זהו בדיוק התנאי לפיזור של בראג, משוואה ,(

ל לניוון של האנרגיות של המצבים בתחילת הסעיף הנוכחי. בהקשר הנוכחי התנאי הזה שקו

)- ו k שמתוארים על ידי וקטורי הגל )k G  בכל פעם שקצהו של הוֶקטורk  נמצא על המישור

  . המאונך לוֶקטור סריג הופכי באמצעו, כלומר נמצא על הגבול בין שני אזורי ברילואן
  

 ) נותנת נקודה3.5.2משוואה ( aממדי עם קבוע סריג -בסריג חד פערי האנרגיה בממד אחד:

2/בודדת עבור כל וקטור סריג הופכי,  /k G a   שבה המצבים ה"חופשיים" עם וקטורי הגל ,

k ו-)k G מנוונים. עבור וקטורי גל כאלה, האנרגיה של האלקטרון (( )E k  קרובה לשתי

(0)האנרגיות  ( )E k (0)-ו ( )E k G ,(0), אבל רחוקה מכל האנרגיות האחרות ( ')E k G עם ,

' 0,G Gנותנים כי המקדמים6.6.12מים לשיקולים שנתנו את משוואה (. שיקולים דו ,( 

( ')k G  עם ,'G G הם עדיין קטנים מאוד. עם זאת, עכשיו יש שני מקדמים שאינם בהכרח ,

)קטנים,  )k ו-( )k G .  נותנת6.6.7המקדמים אלה משוואה (עבור שני (  
  

(0)[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) 0E k E k k U G k G     ,  

  (0)[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) 0E k G E k k G U G k        ,  )6.6.14(  
  

 ) מתקבלות, למשל,6.6.14כאשר הזנחנו את המקדמים האחרים, הקטנים יותר. שתי המשוואות (

באופן כללי ), כאשר שומרים רק את שתי השורות ושני העמודים הראשונים שם. 6.6.8ממשוואה (

מתקבל קירוב טוב לפסי האנרגיה, אם שומרים את כל השורות והעמודים שקשורים לרמות 

 נ). ראו4.4אנרגיה מנוונות. [תוצאה דומה מתקבלת בתורת ההפרעות למצבים מנוונים, משוואה (

  .]6.6.1גם שאלה 
  

דטרמיננטת ) יש פתרון רק אם 6.6.14לשתי המשוואות הלינאריות ההומוגניות במשוואה (

(0)המקדמים מתאפסת. על הגבול של אזור ברילואן מתקיים  (0) (0)( ) ( ) ( /2)E k E k G E G   ,

  ) יש פתרון רק עבור האנרגיות 6.6.14ולכן למשוואות (
  

  (1) (0)( /2) ( /2) | ( ) |E G E G U G   ,  )6.6.15(  
  

2והפער האנרגטי ביניהן הוא  | ( ) |U G) שנתנה תיקונים לאנרגיה מסדר ), 6.6.13. בניגוד למשוואה

  ., התיקונים לאנרגיה הם עכשיו גדולים הרבה יותר, מסדר גודל 2 גודל
 

)*) קובעת כי 6.6.2מאחר שהאנרגיה הפוטנציאלית ממשית, משוואה ( ) [ ( )]U G U G   בשאלה .

)וטנציאל זוגי, נ התקבל גם כי אם הפ3.1 ) ( )U x U x   אזי( ) ( )U G U G   לכן .

0( ) ( )U G U G  ) מקיימים6.6.14הוא ממשי, והוֶקטורים העצמיים של ( ( /2) ( /2)G G     .
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) הפונקציות העצמיות הן ) (0) (0)
/2 /2 /2[ ]/ 2G G G L

    .  הגלים אלה הן בדיוק שתי פונקציות

העומדים שקיבלנו באופן איכותי בקטע שדן בהחזרות בראג. אכן האנרגיה הפוטנציאלית 

0Gעבור  ש"אחראית" לפונקציות הגל הללו G היא  
  

0 0 0( ) ( )( ) 2 ( )cos( ) 2 ( )cos(2 / )iGx iGxU x U G e e U G Gx U G x a     .  
  

0- בהנחה ש ( ) 0U G  בנקודות  הם, המינימה של הפוטנציאל( 1/2)x n a  ולכן לפונקציה ,
( )

/2 sin( / )/ 2G x a L  .יש אנרגיה נמוכה יותר  
  

 קרוב לגבול אזור ברילואן, kבמקרה הכללי יותר, שבו  :האנרגיות ליד גבול אזור ברילואן

  ) הם6.6.14הערכים העצמיים של (
  

  (1) (0) (0) (0) (0) 2 2( ) ( ) [ ( ) ( )] 4 | ( ) | /2E E k E k G E k E k G U G
        .  )6.6.16(  

  

2k/ נרשום קרוב לנקודה הזאת G   ונפתח בטור ב -. עד לסדר השני מתקבל  
  

22 2 2(1) 2 2( ) | ( ) |
2 4 2

G GE k U Gm m


         
   

   

  
2 2 2 2 2

2| ( ) | 1
8 2 2 | ( ) |
G GU Gm m m U G

      
 

        .  )6.6.17(  

  

(הראו כי הקירוב בשורה השנייה תקף רק אם 
2 2 2 (0) 2 (0)/(2 ) | ( ) | / ( ) [ ( )]m U G E G O E G   כלומר כאשר ,G  קרוב מאוד ,

2k/לנקודה  G(. 2/ בנקודהk G 2-עצמה נפתח פער אנרגטי ששווה ל | ( ) |U G וליד כל אחת ,

(1)מהאנרגיות ה"חדשות"  2 2
0( /2) /(8 ) ( )E G G m U G    של  מתקבלת התנהגות פרבולית

) נותנת ביטוי מקורב לאנרגיות של האלקטרון ליד כל קצה של 6.6.17. משוואה (האנרגיה עם 

2/אזור ברילואן, כלומר ליד הנקודות  /k G a  .  כשמתרחקים מהנקודות הללו אפשר

   ).6.6.13להתעלם מהניוון ולקרב את האנרגיה על ידי משוואה (
  

  6.6.1 שאלה

) מתקבלות גם ישירות מתורת ההפרעות שהוסברה בנספח 6.6.14(-) ו6.6.13( הראו כי משוואות

  .4לפרק 

  

  6.6.2שאלה 

)0 עם הפוטנציאל ,6.5.1דרך חלופית לפתרון של שאלה  ) ( )nU x u x na : את  חשבו

) פונקציית הגל,התמרת פורייה של  )k,  קבלו משוואה עבור  [רמז: ).6.6.7משוואה (בעזרת

)הפונקציה  ) ( )Gf k k G   1 השתמשו בזהות המתמטיתוcot ( )nz z n 


 , 

  שאפשר למצוא בספרים של נוסחאות מתמטיות].
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  6.6.3שאלה 

 פני,- קרוניגלחשב את פערי האנרגיה עבור הפוטנציאל של  כדי החלש הפוטנציאל בקירוב השתמשו

  .6.5.1 השוו את התוצאות עם התוצאות של שאלה ). בגבול של פונקציות דלתא,6.5.1משוואה (

  

(א) משווה בין האנרגיה של החלקיק החופשי לבין האנרגיה המתוקנת בגלל פוטנציאל 6.6.1איור 

0מחזורי שמיוצג על ידי וקטור הסריג ההופכי הקצר ביותר,  2 /G a האיור מראה את .

). 6.6.15הקפיצה בין שתי האנרגיות שמתקבלות על הגבול של אזור ברילואן הראשון, משוואה (

(ב). 6.6.1קפיצות דומות מופיעות בגבולות אחרים של אזורי ברילואן, כפי שניתן לראות באיור 

2k/בכל אחד מהמקרים ההתנהגות ליד  G  לצורך ההדגמה, 6.6.17(התקבלה ממשוואה .(

0הפרמטרים נבחרו כך שכל הפערים שווים זה לזה,  0 0 0 0 02 ( ) 2 (2 ) 2 (3 ) 0.6U G U G U G     

(0)[ביחידות אנרגיה של  2 2 2
0( /2) /(2 )E G ma 0-]. בדרך כלל נצפה ש ( )U G קטן כש-G  גדל

  ).6.6.2באינטגרנד של טרנספורם פורייה, משוואה ( iGxeבגלל התנודות של הגורם 
  

(ב) מתאר את השינויים באנרגיה הפרבולית של החלקיק החופשי בגלל הפוטנציאל 6.6.1איור 

kהערכים המקוריים של התנע,  כלהמחזורי החלש עבור    .  לכל ערך של התנע (פרט

של אזורי ברילואן) יש רק ערך אחד של האנרגיה, שמתקבל מהערך המקורי עבור לגבולות 

הספקטרום "החלקיק החופשי בתוספת תיקון קטן. התיאור הזה של רמות האנרגיה נקרא 

   ).extended" (המורחב

  

                   

   (ב)     (א)  

המקורית של חלקיק חופשי בממד אחד  (א) הקו המקווקו מתאר את האנרגיה הפרבולית :6.6.1איור 
k ,(0)כפונקציה של התנע  2 2( ) /(2 )E k k m  (0), ביחידות של 2 2 2

0( /2) /(2 )E G ma .  הקווים המלאים
מתארים את האנרגיה של החלקיק בנוכחות פוטנציאל מחזורי שמתואר על ידי וקטור הסריג ההופכי 

0 =2 /G a 0, עם 0( ) 0.3U G  ) (1)): 6.6.17(באותן יחידות). הקווים האלה התקבלו ממשוואה ( )E k עבור 
/k a (1)-ו ( )E k  עבור/k a ,(ב) הקו המקווקו מראה שוב את האנרגיה של החלקיק החופשי .

והקווים המלאים מתארים את האנרגיה ליד גבולות נוספים של אזורי ברילואן, בגלל פוטנציאלים 
0מחזוריים שמתאימים לוֶקטורי סריג הופכי נוספים, עם  0 0 0(2 ) (3 ) 0.3U G U G   ההתנהגות עבור .

0k   ,מתקבלת על ידי שיקוף( ) ( )E k E k .  

  

להבחין  אפשר-לאלקטרון בפוטנציאל מחזורי, משפט בלוך קובע כי אי :הספקטרום המצומצם

). אכן, אם מזיזים את 6.4.15בין אנרגיות של החלקיק באזורי ברילואן שונים, משוואה (
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מתקבל איור שדומה לאיור , סריג הופכי י(ב) ימינה ושמאלה בוֶקטור6.6.1האנרגיות באיור 

(א), 6.5.4מתקבל איור שדומה לאיור  ,בגבול שבו הפוטנציאל המחזורי קטן מאוד (א).6.5.5

(א) משחזר את איור 6.6.2איור  ".הקירוב של הסריג הריק" שלפעמים מתייחסים אליו כאל

(א), לקירוב הזה יש 6.5.4(א) עבור פוטנציאל חלש מאוד. כפי שכבר הסברנו בהקשר של איור 6.5.4

  (א), שבו קיים פוטנציאל מחזורי חלש מאוד.6.5.5טעם רק כשזוכרים שזהו קירוב לאיור 
  

ברור כי כל האיורים האלה (א) מכילים הרבה אנרגיות לכל תנע. 6.5.5(א) או 6.5.4איורים כמו 

"חוזרים על עצמם", ולכן הם מכילים אותו המידע פעמים רבות. אם רוצים להימנע מהכפילות 

(ב). דרך חלופית שבה כל 6.6.1איור  ,הספקטרום המורחבהגדולה הזאת, ניתן להישאר עם 

הריק). באיור  (שמוצג בגבול של קירוב הסריג (ב)6.6.2אנרגיה מופיעה רק פעם אחת מוצגת באיור 

חד -הזה, כל האנרגיות של הספקטרום המורחב מוזזות אל אזור ברילואן הראשון. יש התאמה חד

ערכית בין האנרגיות של הספקטרום המורחב המקורי לבין האנרגיות המוזזות באזור ברילואן 

באזור  kלכל ערך של ). reduced( "מצםוהספקטרום המצ" הראשון. האנרגיות האלה נקראות

ברילואן הראשון מופיעות עכשיו הרבה אנרגיות, שהוזזו לשם מאזורי ברילואן אחרים. כדי 

)מתארים אותן על ידי הפונקציות  להבדיל בין האנרגיות הללו )nE k,  עם האינדקס הנוסףn 

מתקבלת על ידי הזזה מאזור  n- שמציין את מספר הפס. הפונקציה שמתארת את פס האנרגיה ה

  י, - n-ברילואן ה
  

  ( ) [ 2( 1) / ]nE k E k n a            או( ) [ 2( 1) / ]nE k E k n a  .   )6.6.18(  
  

(0)(ב) מתאר את הפרבולה 6.6.2הקו המקווקו באיור  2 2( ) /(2 )E k k m  כלומר את הספקטרום ,

(א) כולל את כל הפרבולות שמתקבלות כאשר מזיזים 6.6.2המורחב של החלקיק החופשי. איור 

(0)את הפרבולה הזאת על ידי וקטורים של הסריג ההופכי. כאשר  2 2( ) ( / ) /(2 )E k a m  מספר ,

לואן הראשון, והאנרגיה המתאימה לו באזור ברילואן הראשון היא נמצא באזור ברי kהגל 

(0) (0) 2 2
1 ( ) ( ) /(2 )E k E k k m   2. כאשר 2 (0) 2 2( / ) /(2 ) ( ) (2 / ) /(2 )a m E k a m   ,  מספר

/שמורכב משני הקטעים  בספקטרום המורחב נמצא באזור ברילואן השני, kהגל  2 /a k a   

2-ו / /a k a    .  הזזה שלk  מכל אחד מהקטעים הללו לאזור ברילואן הראשון נותנת

2 /k k a  2- ו /k k a  בהתאמה. הזזה של האנרגיות המתאימות נותנת ,
(0) 2 2
2 ( ) ( 2 / ) /(2 )E k k a m  (0)-ו 2 2

2 ( ) ( 2 / ) /(2 )E k k a m  ,בהתאמה. באופן דומה ,

)2הם  n-שמתאימים לאזור ברילואן ה kהערכים של  1) /k k n a     

)2-ו 1) /k k n a   בהתאמה, והאנרגיות המתאימות בספקטרום המצומצם מסומנות על ,

(0)ידי  2 2( ) [ 2( 1) / ] /(2 )nE k k n a m   האנרגיות המוזזות לתוך אזור ברילואן הראשון .

וההזזות המתאימות של מספרי הגל מסומנות על  (ב),6.6.2מתוארות על ידי הקווים העבים באיור 

  הגבולות של אזור ברילואן הראשון מסומנים על ידי הקווים האנכיים  ידי החִצים שם.

k/-ב a  והגבולות בין הערכים השונים של ,n  מסומנים על ידי הקווים המקווקווים

האופקיים. מהאיור ברור כי אפשר לאפיין את הספקטרום בשני אופנים שקולים: על ידי 

(0)הפרבולה המקורית  ( )E k  (0)(הספקטרום המורחב) או על ידי רמות האנרגיה ( )nE k וך אזור בת
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ערכית בין שני התיאורים. איור -ברילואן הראשון (הספקטרום המצומצם). קיימת התאמה חד

מדגיש את המחזוריות של רמות האנרגיה בסריג ההופכי. עם זאת, כל המידע הדרוש על  (א)6.6.2

הספקטרום של האנרגיות האלקטרוניות נמצא באזור ברילואן הראשון. לכן בדרך כלל מתרכזים 

(0)אנרגיות רק ב ( )nE k וחוקרים את התיקונים שלהן בגלל הפוטנציאל  באזור ברילואן הראשון

המחזורי. תיקונים אלה חשובים במיוחד בכל פעם שהרמות המקוריות מנוונות, כלומר כאשר 

(0)הקווים  ( )nE k  ורים רק בראשית הצירים (ב), חיתוכים כאלה ק6.6.2חותכים זה את זה. באיור

או בקצוות של אזור ברילואן. בכל חיתוך כזה יופיע פער אנרגטי, ורמות האנרגיה לידו משתנות 

  באופן ריבועי כפונקציה של המרחק ממנו.
  

                

  (ב)  (א)

(0)(א) הפונקציות המחזוריות  :6.6.2איור  ( )nE k אחדים בקירוב הסריג הריק [ראו גם איור  באזורי ברילואן
נמדד ביחידות של וקטור   k  (א)]. הקווים האנכיים מתארים את הגבולות של אזורי ברילואן [מספר הגל6.5.4

2הסריג ההופכי הקצר ביותר,  /a (0), והאנרגיה נמדדת ביחידות של 2 2 2
0( /2) /(2 )E G ma  .[  

(0)המקווקוות [הפרבולה   (ב) 2 2( ) /(2 )E k k m   ביחידות המתאימות] מתארת את האנרגיה של החלקיק
החופשי ללא הפוטנציאל המחזורי. זהו הספקטרום המורחב של החלקיק בקירוב הסריג הריק. הקווים 
ת העבים מתארים את הספקטרום המצומצם: אלה האנרגיות שהוזזו על ידי וקטורי סריג הופכי מהפרבולו

השונות של חלק (א) אל אזור ברילואן הראשון. הקווים האופקיים מבדילים בין תחומי אנרגיה ש"הגיעו" 
(0)"סופר" את רמות האנרגיה  nמאזורי ברילואן שונים. האינדקס  ( )nE k  עבור ערך נתון שלk  באזור ברילואן

   הראשון.

  

גבוהים  התיאור של רמות האנרגיה בממדים דים:פסי האנרגיה בקירוב הסריג הריק בשני ממ

(0)יותר מסובך יותר, כי הפרבולואיד  2 2( ) /(2 )E mk k שמתאר את האנרגיה של החלקיק ,

החופשי, חותך את הגבולות של אזורי ברילואן באנרגיות שונות עבור כיוונים שונים של הוֶקטור 

k,(א) מראה את הפרבולואיד הזה בתוך 6.6.3נסתכל על הסריג הריבועי במישור. איור  . למשל

אזור ברילואן הראשון. כפי שרואים באיור, הפרבולואיד פוגש את אמצע הפאה של האזור, 

( / , 0)M ak (0), באנרגיה 2 2( ) ( / ) /(2 )ME a mk  ,אבל הוא פוגש את הפינה של האזור ,

( / , / )K a a k ,(0), באנרגיה כפולה 2 2( ) 2 ( / ) /(2 )KE a mk  הסימונים של הנקודות .

(ב) מתאר את 6.6.3(א). איור 5.2.2באזור ברילואן זהים לסימונים שבהם השתמשנו באיור 

ליד מרכז האזור הקווים הללו הם מעגלים  האנרגיה שמתאימים לפרבולואיד הזה.-הקווים שווי

, חלק מהמעגל חודר לאזור ברילואן השני. כפי a/- כאשר רדיוס המעגל גדול משלמים, אבל 

ממדית, אנרגיות של הפרבולואיד של החלקיק החופשי שנמצאות באזור -שראינו בדוגמה החד
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ברילואן השני מהוות חלק של פס האנרגיה השני. שימוש במחזוריות של האנרגיות בסריג ההופכי 

(ב), עם 3.5.2(א) משחזר את איור 6.6.4פשר לנו להזיז אותן לאזור ברילואן הראשון. איור מא

2סימונים שונים ( , 2 , 2 , 2a b c d לחלקים השונים של אזור ברילואן השני. הזזה על ידי וקטורי (

הסריג ההופכי הבסיסיים בכיוונים של שני הצירים ממפה את החלקים הללו לתוך האזור 

(א) מראה את חלקי הפרבולואיד המקורי של 6.6.5(ב). איור 6.6.4הראשון, כמו שמסומן באיור 

(ב) מראה את אותם הערכים אחרי שהוזזו 6.6.5החלקיק החופשי רק באזור ברילואן השני, ואיור 

. נראה שלאנרגיות של הפס השני 6.6.4לתוך אזור ברילואן הראשון, לפי המתווה שתואר באיור 

מתאר את אותה  6.6.6ימה באמצעי הפאות של האזור ומקסימום במרכז האזור. איור יש מינ

האנרגיה. - בנייה של פס האנרגיה השני באזור ברילואן הראשון, הפעם באמצעות הקווים שווי

לבסוף, דרך נוחה לתאר את פסי האנרגיה היא לצייר את האנרגיה כפונקציה של וקטור הגל רק 

תוך אזור ברילואן (בדומה לאיורים של תדירויות אופני התנודה לאורך קווים מסוימים ב

. האנרגיות של שני הפסים 5.2.2). עבור הסריג הריבועי מסלול כזה תואר באיור 5העצמיים בפרק 

  (א).6.6.7הראשונים (בקירוב הסריג הריק) מצוירות לאורך המסלול הזה באיור 

  

                        

  (ב)    (א)   

                    

  (ד)  (ג)    

של הסריג הריבועי [האנרגיה נמדדת ביחידות של ברילואן הראשון  אזורהאנרגיה בתוך : 6.6.3איור 
(0) ( )ME kו ,-k 2וקטור הבסיס של הסריג ההופכי,  נמדד ביחידות של /a.[ (א)  של חלקיק האנרגיה

עבור חלק (א) (אזורים בהירים יותר  אנרגיה-קווים שווי . (ב)k כפונקציה של שני מרכיבי הוֶקטורחופשי 
)(ג) האנרגיה של חלקיק עם פוטנציאל מחזורי חלש,  .מציינים אנרגיה נמוכה יותר) ) 0.2MU k ,

( ) 0.15KU kלואן: המשטח ניצב לפאות. (ד) קווים שווי. שימו לב לשינויים ליד הפאות של אזור ברי-
- אנרגיה עבור חלק (ג). שימו לב במיוחד לשינויים האיכותיים ליד הפאות של אזור ברילואן: הקווים שווי

  (ב)].6.6.7האנרגיה ניצבים לפאות [ראו גם איור 
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  (ב)  (א)   

[מוצג  ברילואן הראשון אזורלתוך  הסריג הריבועי [מחלק (א)]של  ברילואן השני אזורמיפוי  :6.6.4איור 
  .בחלק (ב)]

  

                              
  (ב)                                                                                    (א)    

השני של הסריג הריבועי (זהו חלק של  (א) החלקים של הפרבולואיד המקורי באזור ברילואן: 6.6.5איור 
אותם חלקים שהוזזו לתוך אזור ברילואן הראשון (זהו הפס השני בספקטרום  (ב) הספקטרום המורחב).

  המצומצם).

  

                     

  (ב)  (א)   

ת אנרגיה עבור הפרבולואיד של חלקיק חופשי. הקווים הישרים מציינים א-(א) קווים שווי :6.6.6איור 
האנרגיה של הפס השני אחרי שהוזזו לתוך אזור ברילואן -הגבולות בין אזורי ברילואן. (ב) הקווים שווי

  .6.6.4לפי המתווה של איור  הראשון,
  

1

2 a

2 b

2 c

2 d

2 c

2 d

2 a

2 b
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 (ב)                                                                                   (א)                              
אזור ברילואן על קווים מיוחדים ב ה הראשונים בסריג ריבועי מחזורישני פסי האנרגי :6.6.7איור 

  .(ג)]6.6.3[כמו באיור  חלקיק חופשי. (ב) עם פוטנציאל מחזורי חלש . (א)5.2.2ים באיור וגדרמהראשון, ש

  

  6.6.4שאלה 

 אזורברילואן השלישי אל  אזוראת הכללים למיפוי  זהו עבור חלקיק חופשי על הסריג הריבועי,

שמתארים את פס האנרגיה  ,הזה אזורוהציגו את הקווים שווי האנרגיה ב הראשון ןברילוא

  .השלישי

  

החופשי,  אחרי שבנינו את שני הפסים הראשונים עבור החלקיק תיקונים של פוטנציאל חלש:

אפשר ל"הדליק" פוטנציאל מחזורי חלש מאוד ולבדוק איפה יש מצבים מנוונים שבגללם ייפתחו 

(א), שמתאר את פס האנרגיה הראשון 6.6.3פערי אנרגיה בין שני הפסים הללו. השוואה בין איור 

ראה (ב), שמתאר את פס האנרגיה השני באותו אזור, מ6.6.5באזור ברילואן הראשון, לבין איור 

שהאנרגיות בשני הפסים שוות רק על ההיקף של האזור. כפי שראינו, זו תכונה כללית של פסים 

קרובים (שיש להם אותן אנרגיות של החלקיק החופשי על הגבול בין אזורי ברילואן). אכן, 

(א). 6.6.7באיור  K-ו Mאנרגיות שני הפסים מתלכדות זו עם זו לאורך הקו שמחבר בין הנקודות 

מתוארת באופן  זה של שני הפסים זה לעומת זה, שנוצרת בגלל פתיחת הפערים ביניהם,התזו

. עם זאת, כאשר הפוטנציאל חלש 6.6.5(ב). הפערים הללו יחושבו בשאלה 6.6.7סכמטי באיור 

הפערים קטנים, ואז המינימה של הפס השני, שמתקבלים באמצעי הפאות של אזור ברילואן 

בניגוד לממד  של הפס הראשון, שמתקבלים בפינות האזור. לכן, הראשון, נמוכים מהמקסימה

   ].6.4.2[שאלה  של פסים זה ל"תוך" זה תיתכן "חדירה" 1-אחד, בממדים גבוהים מ
  

האנרגיה של פס האנרגיה התחתון עבור אלקטרון עם פוטנציאל מחזורי  (ג) מתאר את6.6.3איור 

האנרגיה למקרה הזה. - מראה את הקווים שווי(ד) 6.6.3. איור 6.6.5חלש, כפי שיחושב בשאלה 

לבין השורה שמעליה, שמתייחסת לחלקיק  6.6.3שימו לב להבדלים בין השורה השנייה של איור 

החופשי. ההבדלים העיקריים אכן מופיעים ליד הגבולות של אזור ברילואן. כתוצאה של הפיצול 

ולי הזה, ולכן הנגזרת של האנרגיה האנרגיה של הפס הראשון מקסימלית על הקו הגב ,בין הפסים

האנרגיה תמיד - כפונקציה של התנע הסריגי הניצב לקו מתאפסת. מאותה סיבה הקווים שווי

(ב), שמראה 6.6.7ניצבים לקו הגבולי. קל יותר לראות את התכונות הללו של הספקטרום באיור 

  את האנרגיות לאורך קווים באזור ברילואן.
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  6.6.5שאלה 

בקירוב האלקטרון הכמעט חופשי, רשמו משוואה מקורבת עבור רמות האנרגיה ליד   .א

הגבולות של אזורי ברילואן, עבור סריג כללי בממד כללי ועבור המקרה שבו יש רק שני 

מצבים מנוונים על כל גבול כזה. השתמשו בתוצאה כדי לקבל את פער האנרגיה שנוצר בכל 

   על אחד מהגבולות הללו. 0qנקודה 

0חשבו את האנרגיות בשני צִדי הפער הזה בנקודה   .ב q q δ עבור ,δ .דונו במיוחד  קטן

   בתלות האנרגיות בוֶקטור הגל במקביל ובניצב למישור הגבול.

(ד), והסבירו במיוחד את השינויים - (ג) ו6.6.3השתמשו בתוצאות כדי לקבל בקירוב את איור   .ג

  (ב). - (א) ו6.6.3לעומת איורים 

ותארו איך  הסבירו מדוע, רשות: התוצאה הנ"ל איננה תקפה ליד הפינות של אזור ברילואן.  .ד

צריך לחשב את פיצול הרמות ליד הפינות. הדגימו את החישוב הזה עבור סריג ריבועי, עם 

)ששונות מאפס רק עבור הנקודות ורי הפוטנציאל המחזהתמרות פורייה של  ) 0.2MU k ,

( ) 0.15KU k  פעולות סימטריה(וכל הנקודות שמתקבלות מהן על ידי.(  

  

  

  )tight bindingקירוב הקשר החזק (  :6.7
  

חלש, כך  בסעיף הקודם התמקדנו בגבול של פוטנציאל :מצבים שבנויים מפונקציות גל אטומיות

אלקטרון נשארות קרובות לאנרגיות של חלקיק חופשי, עם תיקונים  שהאנרגיות העצמיות של כל

קטנים. כאשר האנרגיה הפוטנציאלית שקושרת את האלקטרון אל כל אחד מהיונים היא גדולה 

מאוד, מתקבל קירוב טוב עבור האנרגיה של האלקטרון, אם מתעלמים מהיונים האחרים 

הרבה יותר חלש) ומתחילים מהמצב שבו האלקטרון קשור רק אל יון בודד, כמו  (שהקשר אליהם

באטום הבודד. התיאור הזה טוב במיוחד כאשר היונים רחוקים זה מזה. הוא טוב גם עבור 

האלקטרונים שנמצאים ב"קליפות" האלקטרוניות הפנימיות, שאינם מתרחקים מהגרעין שאליו 

טרון הכמעט חופשי, האלקטרון נע בחופשיות על פני כל הם קשורים. בקירוב האפס של האלק

הגביש, ומתייחסים אל האנרגיה הפוטנציאלית כתיקון קטן. לעומת זאת, בקירוב האפס של 

הקשר החזק האלקטרון ממוקם על יון בודד, ומתייחסים אל האנרגיה הקינטית כתיקון קטן. 

ת הפוטנציאליות בגלל משיכת באופן כללי האנרגיה הפוטנציאלית היא סכום של האנרגיו

  האלקטרון אל היונים השונים, כך שההמילטוניאן עבור אלקטרון בודד הוא
  

  
2

2ˆ ( )
2

H um   
R

r R ,  )6.7.1(  

  

)2 כאשר ) /u e   r R r R  היא האנרגיה הפוטנציאלית של המשיכה הקולומבית בין

. ההמילטוניאן הזה מכליל את ההמילטוניאן של R האלקטרון לבין היון בנקודת הסריג

2Hהמולקולה  ) שבו היו רק שני יונים. עקרונית צריך להתחשב 4.3.2(- ) ו4.3.1, משוואות ,(

במצבים השונים של האלקטרון על היון הבודד (או על כל היונים בתא היחידה). נחזור למקרה 

כללי הזה בסוף הסעיף. נתחיל מהמקרה הפשוט יותר, שבו בכל תא יחידה יש רק יון בודד, ולכל ה
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(0)יון בודד כזה יש מצב קשור יחיד [עם פונקציית הגל  ( ) r שיכול לאכלס את האלקטרון ,[

2H-ב (בדומה לטיפול  שבו התחשבנו רק במצב היסוד של כל יון). נניח בשלב הזה גם שרמת ,

איננה מנוונת (פרט לניוון הטריוויאלי של שני מצבי הספין).  E)0(האנרגיה האטומית המתאימה 

מצבים מנוונים, שבהם פונקציית הגל של  N כאשר היונים רחוקים מאוד זה מזה, ישנם על הסריג

(0)ן היא הפונקציה האטומית האלקטרו ( ) r Rעבור כל אחד מהיונים שנמצאים בכל אחת ,  

} נקודות הסריג N-מ }R, (0)של אותו יון,  והאנרגיה שווה לרמת האנרגיה הבדידהE:  
  

  
2

2 (0) (0) (0)( ) ( ) ( )
2

u Em   
       

r R r R r R  .  )6.7.2(  

  

2Hהטיפול הנוכחי דומה לטיפול ביון   שם התחלנו משני המצבים (המסלוליים) המנוונים של ,

ננסה עכשיו למצוא  כמו במקרה ההוא, .4.3ראו סעיף  האלקטרון על כל אחד משני יוני המימן,

יניארית כללית של קומבינציה לקירוב וריאציוני לפונקציית הגל של האלקטרון בסריג, ו"ננחש" 

  הפונקציות ה"אטומיות",
  

  (0)( ) ( ) ( )a  
R

r R r R .  )6.7.3(  

  

 .)LCAO )Linear Combination of Atomic Orbitals פונקציית הגל הזאת נקראת בספרות

), והיא 4.3.16קומבינציה דומה הוזכרה גם בהקשר של אלקטרונים במולקולת הבנזן, משוואה (

   ).4.3.3(מכלילה את משוואה 
  

) נבדוק עכשיו מהם התנאים על המקדמים :התנאים לקיום משפט בלוך )a R שהפונקציה  כדי

)), 6.4.5הזאת תקיים את הגרסה השנייה של משפט בלוך, משוואה ( ) ( )ie   k Rr R r הזזה .

"-ל 'R-ושינוי האינדקס ה"אילם" בסכום מ )6.7.3במשוואה ( R על ידי rשל  ' R R R 

  (בשוויון השני במשוואה הבאה) נותנים
  

  (0) (0)

' "

( ) ( ') ( ') ( ") ( ")a a         
R R

r R R r R R R R r R .  )6.7.4(  

  

שינוי האינדקס האילם איננו משנה את התוצאה, כי (כשמתחשבים בתנאי השפה המחזוריים) 

האתרים של הסריג. מצד שני, הגרסה השנייה של משפט בלוך  Nהסכום מכיל בכל מקרה את כל 

 מחייבת שכל פתרון של משוואת שרדינגר עם פוטנציאל מחזורי יהיה מאופיין על ידי מספר

  באופן שמתקיים  ,k קוונטי
  

  (0) (0)

" "

( ") ( ") ( ) ( ) ( ") ( ")i ia e e a           k R k R

R R
R R r R r R r R r R.  )6.7.5(  

  

)לפונקציה  kהוספת האינדקס  )k r ולמקדמים ( )ak R ,והשוואת  בכל המשוואות הקודמות

  ), נותנים את הקשר 6.7.5המקדמים בשני הצדדים של (
  

  ( ") ( ")ia e a  k R
k kR R R  .  )6.7.6(  
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"אם מציבים כאן את המקרה הפרטי  0R, בלים מק  
  

  ( ) (0)i ia e a A e  k R k R
k k kR ,  )6.7.7(  

  

A(0)כאשר  ak k ,ולכן  הוא קבוע  
  

  (0)( ) ( )iA e   k R
k k

R
r r R .   )6.7.8(  

  

  נקבע על ידי דרישת הנרמול, Ak המקדם :נרמול
  

  2 ( ') (0) (0)
k k

R,R'

1 | | | ( ') | ( )iA e        k R R
k r R r R     .  )6.7.9(  

  

  הביטוי שמופיע באגף ימין הוא אינטגרל החפיפה בין פונקציות הגל בשני האתרים, 
  

  (0) (0) 3 (0) * (0)( ') ( ) [ ( ')] ( ) ( ' )d r          r R r R r R r R R R.  )6.7.10(  
  

|האינטגרל הזה תלוי רק במרחק בין שני היונים,  ' |R R,  כי אפשר להזיז את ראשית הצירים

|. האינטגרל הזה דועך אקספוננציאלית עם Rבתוך האינטגרל לנקודה  ' |R R  בגלל הדעיכה של
(0) ( ) r  עם| |r ,למשל, עבור פונקציות מצב היסוד של אטום המימן .

/(0) 3
100( ) ( ) /Br a

Br e a   r, ) כי4.3.5קיבלנו במשוואה ,(  
  

  / 2( ) [1 / ( / ) /3]BR a
B Be R a R a   R .   )6.7.10(א  

  

)-) ב6.7.9בסכום שבאגף ימין של ( Rאם נחליף את האינדקס ה"אילם"  ')R Rנקבל , N 

  סכומים זהים, ולכן

   2

0

1 ( )iA N e  


   k R

k
R

R ,  )6.7.11 (  

  

(0)כאשר הנחנו גם שכל אחת מהפונקציות המקוריות  ( ) r ,(0) מנורמלת (0)(0) 1   . 

כשהיונים רחוקים מאוד זה מזה, אפשר להזניח את החפיפה של פונקציות הגל שמרוכזות סביב 

יונים שונים, ואז 
2 2

( ) 1/a A N k kR  שווה בקירוב לסיכוי למצוא את האלקטרון ליד היון

פי שניתן היה לצפות בגלל כ ) קובעת שכל הסיכויים הללו שווים,6.7.7. התוצאה (R בנקודה

   הסימטריה של הסריג להזזות.

  

  6.7.1שאלה 

)) כי הפונקציה 6.7.8הוכיחו באופן ישיר ממשוואה ( )k r  מקיימת את שתי הגרסאות של

). הוכיחו גם כי הפונקציה הזאת מחזורית במרחב הסריג 6.4.5(- ) ו6.4.4משפט בלוך, משוואות (

  ).6.4.14וואה (מש ההופכי,

  

ממדי עם תנאי שפה מחזוריים, המספרים הקוונטיים שמאפיינים את פונקציות הגל -במקרה החד

2מקבלים את הערכים  /mk k m L  ) כאשר6.4.11[משוואה ,[( m שלם ו-L Na עבור .
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2N   0מתקבל, /mk a (0), ומכאן שני הפתרונות (0)
0 0[ ( ) ( )]A x x a      או

(0) (0)
/ / [ ( ) ( )]a aA x x a      (הקושר) הפתרונות האלה דומים לפתרון הסימטרי .

2Hקושר) שקיבלנו עבור היון המולקולרי -סימטרי (האנטי-ולפתרון האנטי ) 4.3.3, משוואה .(

: לכל אחד מששת אטומי הפחמן יש 4.3מה אחרת היא מולקולת הבנזן, שנדונה גם היא בסעיף דוג

-ארבעה מצבי ערכיות. המצבים האלקטרוניים במישור המולקולה הזאת יוצרים קשרים קו

. בטמפרטורה נמוכה המצבים הללו מאוכלסים באופן מלא, 2spולנטיים מקומיים, שקראנו להם 

ולכן הם אינם תורמים למוליכות החשמלית סביב הטבעת או לחום הסגולי שלה. בנוסף לכך, לכל 

, שפונקציית הגל שלו "מאונכת" למישור. המצבים האלה zpאטום פחמן יש אלקטרון במצב 

)]. 4.3.16) [או (6.7.8אלקטרוניים כמו במשוואה (-ריים חדמולקולם יכולים לשמש בסיס למצבי

), עם סיכוי שווה לאכלס 6.7.8ששת האלקטרונים הללו מאכלסים שישה מצבים כמו במשוואה (

כל אחד מאטומי הפחמן. מאחר שכל מצב כזה יכול לאכלס שני אלקטרונים, קיימים מצבים 

בהשפעת שדות חשמליים, ולכן האלקטרונים לעבור אליהם  שהאלקטרונים יכוליםריקים 

   שלה (ראו בהמשך). לסוסצפטיביליות המגנטיתיכולים לנוע סביב הטבעת ולתרום zpבמצבים 
  

את  כמו במקרה של מולקולת המימן, נחשב עכשיו :האנרגיה של הפסים בקירוב הווריאציוני

)ˆ), 6.7.8( האנרגיה הממוצעת של המצב )E H  k kk.  האנרגיה המחושבת היא חסם עליון

לאנרגיית מצב היסוד של המערכת, ובקירוב הווריאציוני הנמוך ביותר זוהי האנרגיה המקורבת 

  האנרגיה במצב הזה היא של האלקטרון במצב היסוד בסריג המחזורי.
  

  

2 ( ' ) (0) (0)

'

2 (0) (0)

ˆ( ) ( ) ( ')

ˆ( ) ( )

i

i

E A e H

N A e H

 

 

 



  

 





k R R
k

R R

k R
k

R

k r R r R

r R r
  .  )6.7.12(  

  

), בשורה השנייה הזזנו את ראשית הצירים באינטגרל כדי לרשום 6.7.11כמו במשוואה (
(0) (0) (0) (0)ˆ( ) ( ') ( ') ( )H H       r R r R r R R r  והזזנו את האינדקס האילם

R'(- ל R- בסכום מ Rהאיברים בסכום אינם תלויים ב .(-'R ולכן הסכום על ,'R מכיל N 

  איברים זהים. 
  

0 ) בצורה6.7.1נרשום עכשיו את ההמילטוניאן (
ˆ ˆH H U  כאשר ,  

  

  
2

2
0

ˆ ( )
2

H um   r   )6.7.13(א  

  

  הוא ההמילטוניאן של האלקטרון שקשור רק ליון שנמצא בראשית, ואילו
  

  2

0

[ ( ) / ]U u e


   
R

r R R  )6.7.13(ב  

  

בגלל היונים האחרים (פרט ליון שבראשית),  Rהיא האנרגיה הפוטנציאלית שאלקטרון מרגיש ליד 

(0) . פונקציית הגלR-שאליה הוספנו את אנרגיית הדחייה בין כל יון כזה לבין היון ב ( ) r  היא
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(0) ) על ידי6.7.2הכפלה משמאל של ( ).6.7.2( האטומית,פתרון של משוואת שרדינגר  *( ') r R 

  ואינטגרציה נותנים
  

  (0) (0) (0)
0

ˆ( ) ( ) ( )H E   r R r R ,   )6.7.14(  

  

  ולכן ),6.7.10מוגדר במשוואה (  כאשר
  

  0(0)

0

( )
( )

1 ( )

i

i

e
E E

e

 










 





k R
R

k R
R

R
k

R
,  )6.7.15(  

  כאשר 

  (0) (0)( ) ( ) ( ) ( )U     R r R r r,  )6.7.16(  

  (0) (0)( ) ( ) ( )U    r r r.  )6.7.17(  
  

(0)בדוגמה של מצב היסוד של מימן, 
100 ) כי4.3.8(-) ו4.3.7, קיבלנו במשוואות (  

  

  
2

/( ) 1 BR a

B B

e RR ea a  
  

 
  א)6.7.16(  ,

  
2

2 /

0
1 BR a

BR

e R eR a 



 
   

 
 .   )6.7.17(א  

  

BRעבור  a  מתקבל כי היחס הזה מתקיים גם באטומים כבדים ממימן. עבור . R 

) גדול האינטגרלים ) R ו-( ) R  עם אקספוננציאליתדועכים R  בגלל החפיפה הקטנה של

פונקציות גל שמרוכזות סביב יונים שונים ובגלל הדעיכה האקספוננציאלית של פונקציות הגל 

קטן, כשמגדילים את קבוע הסריג. לכן, בגבול של קבוע סריג גדול מאוד  האטומיות. גם הגודל 

)(0) עם ,םצרינקבל בקירוב פסי אנרגיה  )E Ek כשמקטינים את המרחק בין השכנים, התיקון .

) שהאינטגרליםלערך הזה גדל בהדרגה, והפסים "מתרחבים". מאחר  ) R  דועכים

) בטור ולשמור רק את 6.7.15(-, מקובל לפתח את המכנה בR אקספוננציאלית עם המרחק

  התיקון הראשון,
  

  (0)

0

( ) ( )iE E e 


    k R

R
k R,  )6.7.18(  

  

)כאשר  ) ( ) ( ) ( )     R R R R קיים ברווה. קל להשתכנע כי עבור סריגי 

( ) ( )  R Rוכן , ( ) ( )  R R  (בדקו!). לכן אפשר לחבר זוגות של איברים בסכומים

  ), למשל,6.7.18) או (6.7.15שבמשוואות (
  

  
0 0

( ) cos( ) ( )ie 

 
    k R

R R
R k R R  )6.7.19(  

  

, ולכן כל איבר מופיע פעמיים). כדאי לשים לב לדמיון בין משוואה Rואת  R(הסכום כולל את 

). בשתי המשוואות מופיעים סכומים מהטיפוס שמופיע גם במשוואה 5.3.2) לבין משוואה (6.7.18(
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) נותנת את ריבוע התדירות של תנודות הסריג, 5.3.2). ההבדל העיקרי הוא בכך שמשוואה (6.7.19(

) נותנת את האנרגיה של האלקטרון. עם זאת, אפשר להשתמש בדמיון הזה 6.7.18ואילו משוואה (

  כדי לקבל אנרגיות של פסים בקירוב הקשר החזק. 5ולנצל פרטים של החישובים שנעשו בפרק 
  

 עד כאן טיפלנו ברמת אנרגיה אטומית יחידה, ומצאנו את פס האנרגיה ש"נוצר" רבים:פסים 

ממנה כאשר מוסיפים את היונים האחרים בגביש. מאחר שלאטום הבודד יש רמות אנרגיה 

בדידות רבות, אפשר לחזור על החשבון הנ"ל עבור כל אחת מהרמות האטומיות האחרות. מאחר 

מיים שונים ניצבות אלה לאלה, החשבון הווריאציוני שתואר לעיל שפונקציות הגל של מצבים אטו

ייתן פסי אנרגיה נפרדים לכל רמה אטומית, עם פונקציות גל שבנויות רק מפונקציות הגל 

האטומיות של אותה רמה. להלן נסמן את האנרגיות בתוך פס האנרגיה שמתקבלות מהרמה 

(0)האטומית 
nE ב -( )nE kכלומר החפיפה בין  . הפסים הללו צרים מאוד כאשר קבוע הסריג גדול)

) ולכן פונקציות הגל של יונים שכנים קטנה, )n R ,(והם הולכים ומתרחבים כאשר היונים  קטן

) המקדם בהרבה מקרים מתקרבים זה לזה. )n R לסירוגין כשעוברים בין מצבים  מחליף סימן

עוקבים של היונים. כתוצאה מכך לאנרגיות של פסים קרובים יש לסירוגין מקסימה או מינימה 

  . 6.4.1כפי שרואים, למשל, באיור  במרכז של אזור ברילואן הראשון,
  

אטומית - נתחיל בדוגמה של חישוב פסי האנרגיה של אלקטרון בשרשרת חדממדית: -דוגמה חד

  נותנת n-) עבור הפס ה6.7.18משוואה ( .aממדית, עם קבוע סריג -חד
  

  (0)

1

( ) 2 ( )cos( )n n n n
m

E k E ma mka



     )6.7.20(א  

  

|- נובע מ 2(הגורם  |m m מאחר ש .(-( )n ma  דועך מהר עם המרחק בין זוג יוניםma נזניח ,

)את כל המחוברים בסכום פרט לשכנים הקרובים ונסמן  )n na  :  
  

  (0)( ) 2 cos( ) 2 [1 cos( )]n n n n n nE k E ka E ka       .  )6.7.20(ב  
  

(0)פרט לקבוע  2n n n nE E     שמזיז רק את מיקום הפס על ציר האנרגיה, האיבר האחרון ,

) עבור ריבוע קשר הנפיצה של תנודות אורכיות של 5.1.5בביטוי הזה נראה בדיוק כמו משוואה (

) נתנה את 5.1.5ממדית עם אינטראקציה בין שכנים קרובים. משוואה (- אטומית חד-שרשרת חד

השורש של הביטוי שמופיע בה. במקרה שלנו אין מראה את  5.1.2ריבוע התדירות, ולכן איור 

  האנרגיה בכל פס מתכונתית  – nEפרט לחלק הקבוע  –שורש כזה, ולכן 

21-ל cos( ) 2sin ( /2)ka ka  מראה שלוש דוגמאות לפסים שמתוארים על ידי  (א)6.4.1. איור

0nהביטוי הזה. בפס הראשון והשלישי בחרנו  ,  0ואילו בפס האמצעיn  מעניין לציין .

2 שליד תחתית הפס התחתון האנרגיה היא בקירוב 2
1 1 1( )E k E k a   ההתנהגות היא .

)2[ , כמו עבור החלקיק החופשיk-פרבולית ב ) /(2 )E k m  אבל עם מקדם שיכול להיות שונה ,[

2 מאוד מהמקדם של חלקיק חופשי. כפי שנראה בהמשך, מקובל לסמן * 2
1 /(2 )m a   כאשר ,

*m  של האלקטרון. המשמעות של ה"מסה" הזאת תידון בהמשך  "המסה האפקטיבית"נקראת

  הפרק.
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 האנרגיות בפס.מענין גם להסתכל על פונקציית הגל שמתאימה לכל אחת מ פונקציית הגל:

)(0)), 6.7.8ממשוואה ( ) ( )ikma
k k mA e m  r r a,כאשר הסכום הוא על תאי היחידה , 

mR a (0). להדגמה, נסתכל על שרשרת לינארית מחזורית של יוני מימן ונניח כי
100( ) r .

מתנודד, ברור שהסכום יקבל ערכים מאחר שבסכום הפונקציה הזאת מוכפלת בגורם פאזה 

 מראה את החלק הממשי של פונקציית הגל 6.7.1 גדולים יותר עבור מספרי גל קטנים יותר. איור

2(שעליו "יושבים" היונים), עבור כמה ערכים של  x- ואת ערכה המוחלט על ציר /( )k Na  ,

פונקציית הגל ממשית ומתנודדת בין ערכה על היונים לבין , 0 יונים. עבור 10עבור סריג של 

החלק הממשי והחלק המדומה של פונקציית הגל מתנודדים  0ערכה בין היונים. עבור 

למצוא את האלקטרון) ומחליפים סימנים, אבל הערך המוחלט של פונקציית הגל (ולכן גם הסיכוי 

) למצוא את 0.1-ממשיכים להתנודד באופן מחזורי. כפי שרואים מהאיור, יש סיכוי שווה (קרוב ל

האלקטרון ליד כל אחד מהיונים. הסיכוי למצוא את האלקטרון באמצע המרחק בין יונים שכנים 

), כאשר 5גדל, ומתאפס באמצע הפס ( -, קטן כש0הוא מרבי עבור מצב היסוד, 

2Nשדומה למקרה  ,4.3.2פונקציית הגל מחליפה סימנים בין יונים שכנים (השוו עם איור  .(  
  

       0         

    2        

    5      

גל (חלק ממשי וערך מוחלט בריבוע) של אלקטרון בודד על ציר הסריג עבור כמה פונקציות ה: 6.7.1איור 
2ערכים של מספר הגל  /( )k Na  .10 בסריג ישN  וקבוע  מימן (עם תנאי שפה מחזוריים), ייונ

3 הוא(לצורך ההדגמה)  הסריג Ba a.   
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אזי  אם כוללים רק חפיפה של פונקציות הגל בין שכנים קרובים על הסריג הריבועי,סריג ריבועי: 

  נותנת )6.7.18ה (משווא
  

  2 2( ) 4 ( )[sin ( /2) sin ( /2)]n n n x yE E a k a k a   k,  )6.7.21(  
  

(0)כאשר  4 ( )n n n nE E a     ,עם  )6.7.21( משוואה ן להשוות אתימעני(בדקו!). שוב

ר בסריג ), שמתארת את קשר הנפיצה לתנודות ניצבות למישו5.2.7(- המשוואה האחרונה ב

כפונקציה  )6.7.21מראה שלושה פסי אנרגיה שמתוארים על ידי משוואה ( (ב)6.4.1הריבועי. איור 

1. כאשר kשל שני מרכיבי הוֶקטור  0  , גם כאן יש התנהגות פרבולואידית ליד מרכז אזור

2ברילואן,  2 2 *
1 1 1 1( ) ( ) /(2 )E E a E m    k k k. דומים  עבור כל פסהאנרגיה -הקווים שווי

וריבוע שמחבר  : עיגולים ליד מרכז אזור ברילואן וליד הפינות שלו,(א)5.4.5שהוצגו באיור  קוויםל

 הקו, הפס באמצע[ (ב)6.7.2ראו איור בין אמצעי הפיאות של האזור בין שני התחומים הללו, 

)cos מקיים האנרגיה-שווה ) cos( ) 0x yk a k a  ,כלומר y xk a k a   .של המשוואות אלה 

 ].ברילואן אזור של הפאות אמצעי את מחברות שצלעותיו הריבוע את שבונים הישרים הקווים

M, האנרגיה של האלקטרון לאורך הקווים 6.6.7באנלוגיה לאיור  K      מוצגת באיור

  (ג). 6.7.2
  

                    
  (ב)   (א)  

  
  (ג)

(עם חפיפה בין פונקציות הגל של שכנים קרובים).  )6.7.21, לפי משוואה ((א) פס בסריג הריבועי: 6.7.2איור 
Mהאנרגיות לאורך המסלול  אנרגיה עבור אותו פס. (ג)-שוויקווים (ב)  K     ברילואן. אזורב   
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שתיאר את פס האנרגיה התחתון של חלקיק  (ב),6.6.3(א) עם איור 6.7.2מעניין להשוות את איור 

בועית האנרגיה מתעוות ומקבל את הסימטריה הרי- חופשי. כשמתרחקים ממרכז האזור, הקו שווה

: 6.6.5של הסריג. עיוות דומה התקבל גם בקירוב החלקיק הכמעט חופשי, כפי שחישבנו בשאלה 

המקסימה החדים שהתקבלו שם ליד הפינות של אזור ברילואן יורדים ומתעגלים בגלל הפוטנציאל 

הפס. התנהגות דומה  המחזורי, וכך מתקבלת התנהגות פרבולואידית גם ליד השיאים של אנרגיית

 kהתלות של האנרגיה בוֶקטור  . בפרט,5.2פיעה גם עבור התדירויות של תנודות הסריג, ראו סעיף הו

הנגזרת של האנרגיה לפי   )1רואים גם את הפרטים האלה: ( 6.7.2תלויה בכיוון הוֶקטור הזה. מאיור 

) באמצע השפה של 2מתאפסת על השפה הזאת. ( בכיוון ניצב לשפה של אזור ברילואן kהמרכיב של 

יש לה מינימום בכיוון מקביל לשפה, אבל מקסימום בכיוון  אזור ברילואן יש לאנרגיה נקודת אוכף:

) בפינות של אזור ברילואן יש לאנרגיה מקסימום, והאנרגיה ליד הפינות ניתנת לכתיבה 3הניצב לה. (

2בצורה הריבועית  2
max 1 11( )E E a   k G 11, כאשר ( / , / )a a   G תוצאות דומות .

  .6.6.5שאלה  התקבלו גם בקירוב האלקטרון הכמעט חופשי,

  

  6.7.2שאלה 

1ועם מקדמי החפיפה  aעם קבוע הסריג ממדי, - נמצא על סריג חד אלקטרון 0    

2-ו 1    .נתון כי תחתית הפס נמצאת  עבור שכנים קרובים ועבור השכנים הבאים

0באנרגיה  1E  .   

1/8 באזור ברילואן הראשון עבור האלקטרון שרטטו באופן סכמטי את האנרגיה של  .א  

1/4 ועבור .  

  צפיפות המצבים של האנרגיות של האלקטרון מוגדרת כך  ),6.3.5כמו במשוואה (  .ב

)-ש )Lg E dE  שווה למספר הרמות האלקטרוניות הבדידות שנמצאות ביןE  לביןE dE 

 כאן הגדרנו צפיפות מצבים ליחידת אורך]. ),5.4.10, למשל, אחרי משוואה (5ק [בניגוד לפר

)רשמו ביטוי כללי עבור  )g E עבור המקרה הנוכחי באופן  את הפונקציה הזאת ושרטטו

  סכמטי.

1 מקיימת ,FEהניחו עתה כי רמת פרמי של גז האלקטרונים,   .ג 1FE    .  מצאו את

והשוו למקרה של גז אלקטרונים  של גז האלקטרונים בטמפרטורה אפסהאנרגיה הכללית 

  חפשי.

  

  6.7.3שאלה 

ממדי בודד שמתואר על ידי - מהי פונקציית מצב היסוד של אלקטרון בתוך בור פוטנציאל חד  .א

)0פונקציית דלתא,  ) ( )U x u x  )0 0u  ?(  

פני מחזורי, -ממדית מתוארת על ידי פוטנציאל קרוניג-מערכת חד  .ב

0( ) ( )mU x u x ma    (שימו לב לסימן ההפוך לעומת הדוגמאות הקודמות). השתמשו

האנרגיה הנמוך  בקירוב הקשר החזק ובתוצאה של החלק הקודם כדי לקבל את רוחב פס

  ביותר.
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כשהתחלנו  את האנרגיות בתוך פס אנרגיה יחיד,עד כאן חישבנו מצבים אחדים בתא היחידה: 

ממצב קוונטי יחיד על כל אטום ומתא יחידה שמכיל אטום בודד. הסברנו גם כי אותו חישוב נותן 

בהרבה מקרים קיים ניוון של רמות האנרגיה  עם זאת, פס אנרגיה נפרד עבור כל מצב קוונטי אטומי.

2האטומיות. למשל, ב"קליפה" האטומית  p  יש שלושה מצבים מסלוליים מנוונים בגלל הערכים

וכל מצב כזה יכול להתאכלס על ידי שני אלקטרונים בשני מצבי  ,mהשונים של המספר הקוונטי 

קרובים  2sשהמצבים  4כל אנרגיה כזאת מנוונת שש פעמים. יתרה מזאת, ראינו בפרק  הספין. לכן

2למצבים  p ולכן לפעמים נוצרות היברידיזציות שלהם, שמשלבות בסך הכול את כל שמונת ,

  המצבים ב"קליפה" השנייה. כמו כן בהרבה מקרים תא היחידה מכיל יותר מאטום אחד. 
  

נקציות הגל שדרושות לתיאור כל כדי לטפל במצבים אטומיים מנוונים כאלה נסמן את פו

(0), על ידי Rהמצבים בתוך תא יחידה בודד, שמרכזו בנקודת הסריג  ( )i r Rכאשר האינדקס , 

  מייצג את המצבים המנוונים (או הכמעט מנוונים) על האטום שנמצא בנקודהir .בתא היחידה 

(0)האנרגיות העצמיות האטומיות המתאימות הן 
iE ) נחפש עכשיו 6.7.3. בהכללה של משוואה ,(

  פתרונות וריאציוניים למשוואת שרדינגר מהצורה 
  

  (0)( ) ( ) ( )i i
i

a  


  
R

r R r R.  )6.7.22(  

  

ˆ ,משוואת שרדינגרהצבה ב ( ) ( )H E r r, (0)משמאל על ידי  הכפלה *
' '[ ( ')]i  r R אינטגרציה ו

  על המרחב נותנים
  

  (0)
' ', ' ',' '

, ,

( ) ( ' ) ( ) ( ' ) ( )i i i i i ii
i i

E E a a     
 
 

       
  
 

R R
R R R R R R,   )6.7.23(  

  

(0) כאשר (0)
' ',' ' ( ') ( ) ( ) ( ' )i i ii iU          r R R r r R R, כש-( )iU r  כולל את כל

עם יונים אחרים, וכאשר אינטגרלי החפיפה הם  Rהאינטראקציות של אלקטרון ליד 
(0) (0)

' ',' ' ( ') ( ) ( ' )i ii i        r R r R R R  לשם קיצור כללנו כאן גם את האיברים עם)

'R R, (אם יש  .שטופלו קודם בנפרדBn  אטומים בתא היחידה, ואם לכל אחד מהם ישSn 

Bמצבים, אזי צריך לפתור  SNn n  משוואות לינאריות עבור כל המקדמים{ ( )}ia  R,  ויש פתרון

רק כאשר דטרמיננטת המקדמים מתאפסת. בהכללה של הדיון הקודם, משפט בלוך דורש 

) שיתקיים ) i
i ia A e 

 k RR הצבה נותנת .  
  

  (0) ( ') ( ')
' ', ' ',' '

, ,

( ) ( ' ) ( ' )i i
i i i i i ii

i i
E E A e A e     

 
    

       
  
 k R R k R R

R R
R R R R.  )6.7.24(  

  

Bקיבלנו משוואות נפרדות עבור  Sn n  המקדמים{ }iA1 . כאשרB Sn n ,  מתקבלת משוואה

  ).6.7.15( שמשחזרת את משוואה בודדת
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  6.7.4שאלה 

 A ,ממדי עם שני אטומים בתא היחידה- סריג חד על אלקטרון חשבו את פסי האנרגיה של
2x/בנקודה  B-בראשית הצירים ו a, כשאורך תא היחידה הוא a לכל אחד מהאטומים .

(0), ה"חופשיים" יש רמת אנרגיה אחת
AE (0)- ו

BE, (0), ופונקציית גל אחת ( )A x ma    

(0)-ו ( /2)B x ma a   . הזניחו את אינטגרלי החפיפה  בין אטומים שונים ושמרו רק על

  בין שכנים קרובים. תרומות של 
  

  6.7.5שאלה 

(פונקציות הגל מאונכות   מטיפוסחשבו את פסי האנרגיה של גרפן שקשורים למצב האטומי   .א

   וכשמתחשבים רק בשכנים קרובים. למישור הסריג), כשמזניחים את אינטגרלי החפיפה 

(א), 5.2.4באיור  K-הראו שליד כל פינה של אזור ברילואן, למשל ליד הנקודה שסומנה ב  .ב

  ודיהם.האנרגיות של שני הפסים מתוארות על ידי שני חרוטים הפוכים שנפגשים בקודק
  

  6.7.6שאלה 

): ההמילטוניאן של אלקטרון יחיד על סריג מתואר על 6.7.18דרך חלופית לקבל את משוואה (

(0)ידי המטריצה הבאה: איברי האלכסון הם  (0)Ĥ E E   R R והאיברים הלא ,

אלכסוניים הם ממשיים ותלויים רק במרחק בין האטומים, 
ˆ ˆ' ' ( ' )H H    R R R R R R  עבור'R R .  

  באילו הנחות משקפת המטריצה הזאת את ההמילטוניאן של הקשר החזק?  .א

nˆאטומים, בנקודות  Nממדית מכילה -שרשרת חד  .ב naR x ,1,2,3,...,n Nומתקיים , 

,1( ) n mn m    מחזוריים. מניחים תנאי שפה ,( ) ( )n n N   הראו כי המצבים .

)העצמיים והערכים העצמיים של המטריצה הזאת הם  ) /ink an e Na   ,
(0)( ) 2 cos( )E k E k a  ,  2כאשר /( )k Na , 0,1,2,..., 1N .  התוצאה הזאת

  ב).6.7.20(זהה למשוואה 

0nאטום "זר" נמצא בראשית הצירים (  .ג ונניח כי  ממדי שנדון בחלק (ב),- ) של הסריג החד

Nהשרשרת אינסופית,     אלמנטי המטריצה של ההמילטוניאן זהים 5.6(ראו גם סעיף .(

0ˆ(0)לאלמנטים שבחלק (ב), פרט לאלמנטים  0 impH E ,ˆ ˆ0 1 1 0 impH H      .

הראו כי בנוסף לפתרונות הגליים, למשוואת שרדינגר יכול עכשיו להיות גם פתרון ממוקם, 

| מהצורה |( ) nn Ae    1עבור n,  1כאשרe ,  וִמצאו את התנאים לקיומו של

  פתרון כזה.
  
  

  מתכות, מבודדימ ומוליכימ למחצה  :6.8
  

 שלושת הסעיפים הקודמים כללו דוגמאות שונות לחישוב מבנה הפסים של אלקטרוניםמבוא: 

פני. היתרון של המודל הזה - הוצג פתרון מדויק של מודל קרוניג 6.5בפוטנציאל מחזורי. בסעיף 

הערכים האפשריים של חוזק  כלהוא שאפשר באמצעותו לחשב את פסי האנרגיה עבור 

. בגבול של הסריג הריק 0Uהפוטנציאל שקושר את האלקטרון אל כל אחד מהיונים בסריג, 

קטן יחסית  0Uערי אנרגיה. עבור (א), שבו פסי אנרגיה נגעו זה בזה, ללא שום פ6.5.4התקבל איור 

(א), עם פערי אנרגיה קטנים בין הפסים. תוצאה דומה התקבלה גם באיור 6.5.5התקבל איור 
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גדל, פערי האנרגיה גדלים,  0U- (ב), בקירוב האלקטרון הכמעט חופשי או הקשר החלש. כש6.6.1

גדול מאוד התקבלו  0U(ב). עבור 6.5.2יה הולך וקטן. מצב ביניים תואר באיור ורוחב פסי האנרג

. 6.7(ב). פסים כאלה התקבלו גם בקירוב הקשר החזק, בסעיף 6.5.5פסים צרים מאוד, איור 

  (ב).6.5.4אינסופי רוחב הפסים שאף לאפס, איור  0Uלבסוף, בגבול של 
  

בקירוב הקשר החלש חושבו פערי האנרגיה בין הפסים, והוסבר מדוע הפערים הללו גדלים עם 

חוזק הפוטנציאל המושך של היונים. לעומת זאת, בקירוב הקשר החזק התמקדנו בחישוב הפסים 

עצמם, וראינו כי רוחב הפסים גדל עם הגידול בחפיפה בין פונקציות הגל של שכנים קרובים על 

 ג. הרוחב הזה מוגדר כהפרש בין האנרגיה המקסימלית לאנרגיה המינימלית של הפס,הסרי

(max) (min)n n nW E E ) ב) נותנת 6.7.20. בממד אחד עם שכנים קרובים בלבד, משוואה

4n nW  וראינו ש ,-n ם השכנים. באופן דומה, דועך אקספוננציאלית עם המרחק בין היוני

8) נותנת 6.7.21בסריג ריבועי עם שכנים קרובים משוואה ( ( )n nW a  ובמקרה הכללי [משוואה ,

)] רוחב הפס גדל עם מספר השכנים שכלולים בסכום וקטן עם המרחקים אליהם. איור 6.7.18(

ב) עם 6.7.20ממדית של אטומי מימן, משוואה (-(א) מציג את קצות הפס עבור שרשרת חד6.8.1

0ka   ועםka  6.7.16(-א) ו6.7.10בביטויים המפורשים ממשוואות (, כאשר השתמשנו .(

  הפס הולך וצר, כשהמרחק בין האטומים השכנים הולך וגדל. האיור מאשר את האמור לעיל:
  

  

  (א)

  (ב)  

ממדית של אטומי מימן במצב היסוד, עם -(א) הגבולות של פס האנרגיה עבור שרשרת חד :6.8.1איור 
חפיפה בין שכנים קרובים, כפונקציה של המרחק בין השכנים הקרובים. המרחק ביחידות של רדיוס בוהר, 
ור והאנרגיה ביחידות של אנרגיית מצב היסוד של אטום מימן בודד. (ב) תיאור סכמטי של פסי האנרגיה עב

את המרחק בין אטומים שכנים בסריג המוצק.  ניםמציי יםהאנכיהמקווקוים  ויםהקו. ניאון ועבור נתרן
  מציינים את רמת פרמי.האופקיים הקווים המקווקוים 

E Ne (1s2 2s2 2p6)

r0 r

Na (1s2 2s2 2p6 3s1)

r0 r

2p6

2s2

1s2

3s1

2p6

2s2

1s2

E
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(ב). גם 6.4.1, ראו למשל באיור kבממדים גבוהים יותר האנרגיות תלויות בכל מרכיבי הוֶקטור 

בול של אטומים בודדים עם מרחק אינסופי ביניהם, והפסים בג k-כאן האנרגיות אינן תלויות ב

מתקרבים זה לזה) עד שהם נוגעים זה בזה, ולפעמים גם  כשהאטומים(בהדרגה מתרחבים 

"חודרים" זה "לתוך" זה, כמו שקורה עבור הסריג הריבועי עם פוטנציאל חלש [ראו דיון בסוף 

ל הפסים, עבור ניאון ועבור נתרן בשלושה (ב) מציג באופן סכמטי את כ6.8.1]. איור 6.6סעיף 

ממדים, כפונקציה של המרחק בין אטומים שכנים בסריג. כפי שניתן לראות, הפסים צרים, ויש 

ביניהם פערים סופיים עבור מרחקים גדולים בין האטומים, אבל כשהאטומים מתקרבים זה לזה, 

ה כזאת איננה אפשרית בממד חלק מהפערים נסגרים, ואפילו נוצרת חפיפה בין הפסים. חפיפ

2לפס  2sאחד, אבל יכולה להופיע בממדים גבוהים יותר. בפרט, החפיפה בין הפס  p  קשורה

  .4.3להיברידיזציה בין שני סוגי המצבים האלה, שנדונה בהרחבה בסעיף 

האלקטרונים  בטמפרטורה אפס (כלומר ברמת היסוד של גז האלקטרונים) מילוי פסי האנרגיה:

ממלאים בהדרגה את רמות האנרגיה (שני אלקטרונים בכל רמה) עד שמגיעים לרמת האנרגיה 

, שבו 6.3. בניגוד למודל זומרפלד שנדון בסעיף רמת פרמיהגבוהה ביותר שמאוכלסת, שנקראת 

ת מספר הגל, במוצק המחזורי רמות האנרגיה מתפצלות עם עליי רמות האנרגיה הצפופות עולות

), באזור 6.3.2לפסים (שמכילים רמות צפופות), עם פערי אנרגיה ביניהם. כפי שראינו במשוואה (

1ברילואן יש בדיוק  2 3N N N N ערכים בדידים של התנע הסריגי k מספר הערכים של .k  שווה

מתאימה פונקציית גל  kבכל פס אנרגיה: לכל ערך בדיד של  למספר המצבים הקוונטיים שיש

ומתאימה אנרגיה עצמית בתוך הפס הנדון. מאחר שכל מצב קוונטי כזה יכול להכיל שני 

 2Nאלקטרונים, כל פס (שמבוסס על מצב אטומי בודד) יכול להתאכלס לכל היותר על ידי 

אלקטרונים. הפס  10ניאון "תורם"  (ב), כל אטום6.8.1איור ב ה של ניאוןבדוגמאלקטרונים. 

אלקטרונים, ולכן הוא מלא. באופן דומה, הפס שמסומן  2N, אכן מכיל 21s-התחתון, שמסומן ב

אלקטרונים, ולכן גם הוא מלא. מאחר ששלוש הרמות האטומיות  2N, מכיל גם הוא 22s-ב

2ב"קליפה" האטומית  p  6מנוונות זו עם זו, הפס שנוצר משלוש הרמות הללו יכול להכילN 

אלקטרונים. בסך הכול, שלושת פסי האנרגיה התחתונים של סריג הניאון מלאים באלקטרונים, 

. 3sהריק שמעליו, שמתאים לרמה האטומית לבין הפס  62pורמת פרמי נמצאת בפער שבין הפס 

אלקטרונים של כל אטום  10אלקטרונים. כמו בניאון,  11לעומת זאת, כל אטום של נתרן "תורם" 

האלקטרונים  Nימלאו את שלושת פסי האנרגיה התחתונים, ויישאר אלקטרון בודד מכל אטום. 

, ולכן הפס הזה הוא חצי מלא. רמת 3sהבודדים הללו מאכלסים את הפס שנוצר מהמצבים 

(ב), נמצאת באמצע הפס הזה. 6.8.1פרמי, שמסומנת על ידי הקו האופקי המקווקו באיור 

  ים.(ב) מציינים את המצבים שמאוכלסים באלקטרונ6.8.1השטחים המוצללים באיור 
  

יש  (ב). אם לכל אטום בסריג6.8.1נכליל עכשיו את שתי הדוגמאות שתוארו באיור  מתכת ומבודד:

2)זוגי של אלקטרונים, למשל - בסך הכול מספר אי 1)M  אזי המספר הכללי של אלקטרונים ,

2)בסריג הוא  1)eN M N  בהנחה שפסי האנרגיה אינם חופפים (כלומר אין ניוון בין מצבים .

פסי האנרגיה הנמוכים  M- אלקטרונים. במצב היסוד כל אחד מ 2Nאטומיים), כל פס יכול להכיל 
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והאלקטרונים שנמצאים בהם אינם ", פסי הערכיות"ביותר יתמלאו. הפסים הללו נקראים 

משך, בעיקר כי אין לידם מצבים ריקים שהם יכולים תורמים לתהליכים הפיסיקליים שיתוארו בה

לעבור אליהם (בין כשמעלים את הטמפרטורה ורוצים לחשב את החום הסגולי ובין כשמפעילים 

שדה חשמלי ורוצים לחשב את המוליכות החשמלית). כפי שראינו בדוגמאות, האלקטרונים בפסי 

, ולכן הם נשארים קשורים בעיקר הערכיות קשורים בדרך כלל ל"קליפות" אטומיות פנימיות

לאטומים ש"תרמו" אותם. החפיפה בין פונקציות הגל ה"פנימיות" של אטומים שכנים היא קטנה, 

)- האלקטרונים שנותרו יאכלסו את הפס ה N והפסים המתאימים הם צרים. 1)M  מאחר שהפס .

(ב). הפס 6.8.1ד מחציתו, כמו עבור נתרן באיור אלקטרונים, הוא יתמלא רק ע 2N  הזה יכול להכיל

". האלקטרונים שבו באים בדרך כלל פס ההולכההעליון, שאיננו מלא באלקטרונים, נקרא "

מה"קליפה" האטומית העליונה. מאחר שהפס חצי מלא, ישנם מצבים ריקים ליד המצבים המלאים 

חומר הזה דומה איכותית למה העליונים, ולכן ההתנהגות של החום הסגולי ושל המוליכות ב

. עם זאת, יש לתקן את החשבונות שנעשו שם כדי להתחשב בקשר הנפיצה 6.3שחישבנו בסעיף 

)החדש של האלקטרונים,  )E k שניתן על ידי האנרגיות של הפס, וכן בצפיפות המצבים שמתאימה ,

נסביר בהמשך, האלקטרונים בפס ההולכה למבנה הפסים. החשבון הזה ייעשה בסעיף הבא. כפי ש

  .מתכתנעים יחסית בחופשיות על הסריג, ולכן חומר כזה מתנהג כמו 
  

. במקרה הזה יש במערכת 2Mהמצב שונה, אם מספר האלקטרונים בכל אטום בסריג הוא זוגי,

2eN MN  אלקטרונים, והם ממלאים בדיוק אתM  פסי הערכיות. נשאר פער אנרגטי בין

האלקטרונים בחלק העליון של פס הערכיות העליון לבין הפס הבא, שהוא פס ההולכה. זהו המצב 

(ב) עבור סריג הניאון. מאחר שבטמפרטורה אפס אין מצבים פנויים 6.8.1שמתואר באיור 

: המוליכות יםמבודדשאליהם האלקטרונים יכולים לעבור, חומרים כאלה הם בדרך כלל 

החשמלית שלהם שואפת לאפס בטמפרטורה אפס. פסי האנרגיה של המבודד ושל המתכת 

  .6.8.2(ג) של איור -מתוארים באופן סכמטי בחלקים (א) ו

  

  

  (ג) מתכת  מוליך למחצה  (ב)  מבודד  (א)  

 .נמוכות מאוד, שמתוארים על ידי מלבנים, בטמפרטורות תיאור סכמטי של מילוי הפסים :6.8.2איור 
האזורים הכהים מלאים באלקטרונים, והאזורים הלבנים ריקים. האנרגיה עולה מהפס התחתון אל הפס 

הקו  העליון. המלבנים העליונים מתארים את פס ההולכה, והמלבנים האחרים מתארים את פסי הערכיות.
   המקווקו מראה את רמת פרמי.
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פס  וי קטן לעורר אלקטרונים מהקצה העליון שלבטמפרטורות סופיות יש סיכ מוליכים למחצה:

הערכיות העליון אל תחתית פס ההולכה, והאלקטרונים הללו יכולים להוליך חשמל. מאחר 

שהאלקטרונים הללו מפנים מקומות ריקים בפס הערכיות, האלקטרונים שם יכולים גם הם לנוע 

, אפשר לתאר את תנועת אל המקומות הללו ולתרום למוליכות החשמלית. כפי שנראה בהמשך

" שמייצגים אתרים ריקים. עם זאת, כפי חוריםהאלקטרונים בפס הערכיות כתנועה של ה"

  שנראה בסעיף הבא, בטמפרטורות נמוכות מספר האלקטרונים שעוברים בין הפסים מתכונתי 

/-ל (2 )g BE k Te כאשר ,g c vE E E   הוא פער האנרגיה בין תחתית פס ההולכהcE  לבין

-הוא מסדר גודל של אלקטרון gEאופייניים,  מבודדים. עבור vEהמקסימום של פס הערכיות 

זניח וגם המוליכות  החדר מספר האלקטרונים בפס ההולכה בטמפרטורתוולטים אחדים, ולכן 

 לעומת זאת,החשמלית זניחה. החומר ממשיך להיקרא "מבודד" גם בטמפרטורות סופיות. 

- (חלקי אלקטרון הוא יחסית קטן gEים שבהם דהם מבוד) semiconductors( מוליכים למחצה

אלקטרונים בתחתית בטמפרטורת החדר אפשר למצוא  .וולטים אחדים)-וולט לעומת אלקטרון

נדון בפרטי המוליכות  .(ב)6.8.2פס ההולכה, ש"עברו" לשם מראש פס הערכיות, כמו באיור 

)], שמראה כי 6.3.23החשמלית של המקרה הזה בסעיף הבא. בניגוד לחוק של מתיאסן [משוואה (

ה המוליכות החשמלית של מתכות יורדת עם עליית הטמפרטורה, במוליך למחצה המוליכות עול

עם עליית הטמפרטורה, בגלל העלייה של מספר האלקטרונים בפס ההולכה ושל מספר החורים 

בפס הערכיות. ההבדל בין מבודד למוליך למחצה איננו חד: בשניהם המוליכות החשמלית 

מתאפסת בטמפרטורה אפס, ובשניהם המוליכות עולה עם עליית הטמפרטורה, אלא שבמבודד 

  כך שהמוליכות זניחה אפילו בטמפרטורת החדר. העלייה הזאת אִטית מאוד, 
  

 במוליך למחצה שתואר עתה מתחילים :מוליכים למחצה אינטרינסיים ואקסטרינסיים

בטמפרטורה אפס מפס ערכיות מלא ומפס הולכה ריק, ואז מספר האלקטרונים שעוברים 

בפס  ")חוריםבטמפרטורה סופית לפס ההולכה שווה בדיוק למספר המקומות הריקים (ה"

). אפשרות אחרת היא לספק למבודד intrinsic( "אינטרינסיהערכיות. מוליך למחצה כזה נקרא "

אלקטרונים בכל אטום) אלקטרונים נוספים, למשל, על ידי החלפת חלק קטן  2M(בעל 

2)מהאטומים שבו על ידי אטומים אחרים ("זיהומים") שכל אחד מהם מכיל  1)M  

) כי הם מוסיפים למערכת אלקטרונים donors" (תורמיםאלקטרונים. אטומים כאלה נקראים "

עודפים שיכולים לאכלס מצבים בפס ההולכה. מאחר שמוליכי המטען הנוספים הם שליליים 

)negative המוליך למחצה הזה נקרא ,( מוליך למחצה מטיפוסn )n-type( לחלופין, אפשר להחליף .

2)חלק קטן מהאטומים על ידי אטומים שמכילים רק  1)M   אלקטרונים כל אחד. במקרה הזה

אלקטרונים יכולים לעבור מפס הערכיות העליון אל הזיהומים הללו, ואז פס הערכיות הזה לא 

), כי כל אחד מהם יכול acceptors" (מקבליםיהיה מלא. האטומים הזרים נקראים עכשיו "

כל "חור" כזה מתנהג כמו  כפי שנראה בהמשך, " בפס הערכיות.חור"ללכוד" אלקטרון ולהשאיר "

   pמוליך למחצה מטיפוס ), ולכן המוליך למחצה הזה נקרא positiveנושא מטען חיובי (

)p-type" (אקסטרינסיים). שני המוליכים למחצה האחרונים נקראים "extrinsic.(  כפי שנראה
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בסעיף הבא, רמות האנרגיה של התורמים (או המקבלים) קרובות לפס ההולכה (או לפס 

הערכיות), ומעברים של אלקטרונים ביניהם לבין הפסים מגדילה מאוד את המוליכות של 

  המוליכים למחצה.
  

מים מאטו התיאור האיכותי הנ"ל מספיק כדי להסביר מדוע גבישים שבנויים ערכיות:- מתכות דו

ערכיים, כמו המתכות האלקליות (נתרן, אשלגן), נחושת או כסף, מתנהגים כמו מתכת. כל -חד

 (ג).6.8.2כמו באיור  מלא,- והפס הזה חצי אטום "תורם" אלקטרון אחד לפס ההולכה,

יכולים לעבור בקלות למצבים סמוכים, וכך לתרום למוליכות החשמלית ולחום  האלקטרונים

כמו בסריגי  נכון גם להרבה אטומים שתורמים מספר זוגי של אלקטרונים, התיאור הנ"ל הסגולי.

ויש פער אנרגטי סופי בינו לבין פס  היהלום של פחמן, צורן או גרמניום, שבהם פס ההולכה ריק,

הערכיות שתחתיו. חומרים כאלה הם מבודדים (או מוליכים למחצה). עם זאת, המצב עם 

תיאר את המצב הפשוט ביותר, שבו אין  6.8.2ובך יותר. איור ערכיים עשוי להיות מס- אטומים דו

, כשהמרחקים בין האטומים 1-חפיפה בין פסים (כפי שאכן קורה בממד אחד). בממדים גדולים מ

גדולים מאוד, פסי האנרגיה צרים מאוד (כמו בקירוב הקשר החזק), ואין חפיפה ביניהם. 

ולכים ומתרחבים. אפשר לכן לצפות למקרים כשמקטינים את המרחקים בין האטומים, הפסים ה

(ב). במקרה 6.8.1שבהם שני פסים קרובים יתרחבו ויתחילו לחפוף זה לזה, כפי שאכן קורה באיור 

הזה הפער בין הפסים נסגר, ונוצרים ניוונים בין מצבים בשני הפסים, שיכולים לגרור 

ות פחמן, בגלל היברידיזציה בין היברידיזציה ביניהם. למשל, זה קורה במערכות מסוימות שמכיל

2למצבים מטיפוס  2sהמצבים מטיפוס  p  1-). כמו כן בממדים גדולים מ4.3(ראו סעיף, 

(למשל, בגלל ערכים שונים של המספר הקוונטי שמתאר  המצבים האטומיים בדרך כלל מנוונים

בשני המקרים הללו מספר האלקטרונים שיכולים לאכלס את הפס  את התנע הזוויתי שלהם).

2- המשותף עדיין יהיה זוגי, אבל יהיה שווה ל MNg כאשר ,Mg  הוא מספר המצבים המנוונים

ם של כל רמת אנרגיה אטומית מקורית או מספר הפסים המקוריים שנוצרה ביניהם חפיפה. א

1Mg  2, אזי N ערכיים, כמו העפרות -האלקטרונים שזמינים לפס ההולכה מאטומים דו

האלקליות (סידן, בריום, סטרונציום) או ברזל, עדיין ממלאים רק חלק מפס ההולכה, ולכן 

  החומרים הללו מתנהגים כמתכות.
  

ם מצב שבו שני פסים סמוכים אינם "נוגעים" זה בזה, אבל עדיין ייתכן ג 1-בממדים גבוהים מ

(א). מקרה היפותטי 6.8.3יכולים להכיל מצבים באותן אנרגיות, כמו שמתואר סכמטית באיור 

. מצב כזה יכול להתקבל, למשל, עבור הסריג הריבועי, שבו ראינו כי בין 6.4.2כזה נדון בשאלה 

ער אנרגטי באמצע הפאה של אזור ברילואן הראשון, למשל הפס התחתון לבין הפס שמעליו יש פ

)בנקודה  / , 0)a אבל לפס התחתון יש מצבים מותרים על האלכסון של אזור ברילואן, שם ,

)נוצר פער אנרגטי רק ליד הפינה  / , / )a a  בקירוב 6.6.7-ו 6.6.5, 6.6.3, ראו איורים .

(ב) "חודר" לתוך "שקע" בפס הראשון לאורך 6.6.5לש, הפס השני שמתואר באיור הפוטנציאל הח

(ב). 6.8.3כל צלע של אזור ברילואן. רמות האנרגיה לאורך צלע כזאת מתוארות סכמטית באיור 
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אם רמת פרמי מתוארת על ידי הקו האופקי באיור, אזי אלקטרונים מאכלסים מצבים בשני 

ריקים בחלקים העליונים של שני הפסים. החומר הזה יתנהג הפסים, ולכן נותרים מצבים 

   ).semi-metal" (מתכת- חציכמתכת, אבל נהוג גם לכנותו בשם "

  

  

  (ב)  (א)  

: שני הפסים 6.8.2הכללה של איור  מתכת". (א)-תאור סכמטי של פסי אנרגיה עבור "חצי: 6.8.3איור 
רמות האנרגיה לאורך צלע של אזור ברילואן של  (ב)ולכן שניהם אינם מלאים.  העליונים חופפים בחלקם,

הפס התחתון אל  סריג ריבועי עבור פוטנציאל מחזורי חלש יחסית. החץ מתאר מעבר של אלקטרון מראש
   תחתית הפס העליון, ש"חודר" לתוך הפס התחתון.

  

 מציג את הטבלה המחזורית, כשהצבעים במשבצות השונות 6.8.4איור  :הטבלה המחזורית

האטומים  כאמור, מזהים את אופי המוצקים שבנויים מהיסודות השונים, לפי המפתח שבטבלה.

 ערכיים, והם יוצרים גבישים מתכתיים-האלקליים בטור הראשון של הטבלה המחזורית הם חד

אטומיות, ולכן הוא מבודד). העפרות -(חוץ ממימן, שבתנאים רגילים יוצר גז של מולקולות דו

אבל יש להן חפיפה של פסים, ולכן  ערכיות,- ור השני של הטבלה המחזורית הן דוהאלקליניות בט

), שממלאות transition metalsגם הן יוצרות גבישים מתכתיים. אותו דבר נכון למתכות המעבר (

)אבל "תורמות" אלקטרוני  ndאת ה"קליפה" האלקטרונית הפנימית  1)n s  .לפס ההולכה

בקצה השני של הטבלה הסריגים של הגזים האצילים הם מבודדים, כי לכל אטום יש מספר זוגי 

של אלקטרונים. האלקטרונים שלהם קרובים יחסית לגרעינים שלהם, והחפיפה של פונקציות הגל 

ש פערי (ב)]. לכן י6.8.1שלהם עם האטומים השכנים קטנה [ראו את הדוגמה של ניאון באיור 

אנרגיה גדולים בין הפסים, פסי הערכיות מלאים במספר זוגי של אלקטרונים, ופס ההולכה ריק. 

לפי הטבלה, האטומים במשולש הימני העליון שלה הם מבודדים. העובדה הזאת קשורה בדרך 

כלל לפרטי המבנה הגבישי שלהם, ולא רק למספר האלקטרונים ב"קליפה" האטומית החיצונית 

של, ההלוגנים (פלואור, כלור, יוד) הם מבודדים, כי תא היחידה במבנה הגבישי שלהם שלהם. למ

מכיל מספר זוגי של אטומים, ולכן גם מספר זוגי של אלקטרונים. פחמן הוא מקרה גבולי: 

לכאורה יש לו ארבעה אלקטרונים ב"קליפה" החיצונית, ולכן הוא צריך להיות מבודד, אם 

יהלום הוא מבודד, כי יש לו פער אנרגטי גדול בין פס הערכיות לפס  הפסים אינם חופפים. אכן,

מתכת, כי פסי הערכיות שלו נוגעים זה בזה (כמו גם בגרפן, - ההולכה. לעומת זאת, גרפיט הוא חצי
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). היסודות שעל ה"אלכסון" שמתחת למשולש הנ"ל (שמסומנים בכחול) הם 6.7.5ראו שאלה 

תכונות אחדות מתכתיות ועם תכונות אחרות של מוליכים , עם )metalloids" (מטלואידים"

  מהסיבות השונות שנמנו לעיל. למחצה (למשל, צורן וגרמניום). יתר היסודות בטבלה מתכתיים

  

  

יוצר הטבלה המחזורית. הצבעים מבחינים בין סוגי המתכות וסוגי המבודדים השונים.  :6.8.4איור 
  ראו באתר ,Atomic PC בתוכנת

http://www.blackcatsystems.com/software/periodic-table-of-the-elements-software.html 

  

והן  פועל, הן החום הסגולינתן רק תיאור סכמטי של הפסים השונים. ב 6.8.2איור  משטח פרמי:

המוליכות החשמלית תלויים במספר האלקטרונים שיכולים לעבור ממצב למצב ליד רמת פרמי. 

אנרגיה, עם אנרגיה ששווה לרמת - משטח שווה במרחב התנע הסריגי המצבים הללו נמצאים ליד

המשטח  . במודל זומרפלד, שבו האלקטרונים חופשיים,המשטח של פרמיפרמי. משטח זה נקרא 

"הכדור של פרמי"). לעומת זאת,  6.3הוא תמיד כדור במרחב התנע (שנקרא בסעיף  של פרמי

כאשר מוסיפים פוטנציאל מחזורי, הכדור הזה מוחלף במשטח שהגיאומטריה שלו יכולה להיות 

). מאחר שפסי האנרגיה מסובכת מאוד (ונקבעת על ידי התלות של האנרגיה בתנע הסריגי

מתוארים באמצעות הספקטרום המצומצם, בתוך אזור ברילואן הראשון, נהוג לתאר גם את 

  משטח פרמי בתוך אזור ברילואן הראשון. 
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החופשי.  נדגים תחילה את התיאור הזה עבור האלקטרון :משטח פרמי לאלקטרונים חופשיים

פשי בשלושה ממדים מתקבל מתוך הקשר ), התנע של פרמי עבור חלקיק חו6.3.3ממשוואה (

3 2/(3 )Fn k .  2בשני ממדים מתקבל  ,6.3.4משאלה /(2 )Fn k  לכן רדיוס הכדור (או .

גדלה. עבור צפיפויות קטנות, הכדור   n, גדל, כשצפיפות האלקטרונים Fkהעיגול) של פרמי, 

זור ברילואן הראשון. כשהצפיפות גדלה, מגיע שלב שבו הכדור חוצה את הגבולות נשאר בתוך א

של אזור ברילואן הראשון ו"חודר" לאזור ברילואן השני. התופעה מודגמת עבור הסריג הריבועי 

אלקטרונים לפס  (כלומר הוא "תורם"  (א): אם הערכיות של כל אטום היא 6.8.5באיור 

n/2ההולכה), אזי צפיפות האלקטרונים האלה היא  a  2, ולכןFk a   כלומר ,

2 0.798Fk a     1עבור  הקו)A 4- באיור) ו 1.128Fk a     2עבור  הקו)

C .(המעגל של פרמי חוצה לראשונה את הגבול של אזור ברילואן הראשון, כאשר  באיורFk a  

ערכי, נשאר כולו באזור ברילואן הראשון, - , שמתאים לחומר חדAבאיור), ולכן הקו  B(זהו הקו 

ש" לתוך אזור ברילואן השני. במקרה הראשון הקו ערכי, "גול- , שמתאים לחומר דוCואילו הקו 

כמו עבור החלקיק החופשי. לעומת זאת, במקרה השני רק הקשתות של  של פרמי הוא עדיין מעגל,

, שנשארו בתוך אזור ברילואן הראשון, מייצגות מצבים ששייכים לפס האנרגיה הראשון. Cהמעגל 

ידונו בהמשך. כאשר מציירים גם את תאי הקשתות באזור השני, שמייצגות מצבים בפס השני, י

באזור  Cהיחידה השכנים בסריג ההופכי, אפשר לראות כי קו פרמי ששייך לחלקים של המעגל 

כמו הקו העבה  ברילואן הראשון, יוצר למעשה קו סגור שמקיף את הפינה של אזור ברילואן,

גדלה, עד שהקו הופך לנקודה היקפו של הקו הזה הולך ומצטמצם, כשרמת פרמי  (ב).6.8.5באיור 

והפס התחתון מתמלא  בודדת, כאשר אנרגיית פרמי מגיעה לשיא האנרגיה של הפס הראשון,

  לגמרי. 
  

 האנרגיה של פס-(ג) מתאר את הקווים שווי6.8.5איור  :רמת פרמי לאלקטרון כמעט חופשי

הכמעט חופשי,  האנרגיה הראשון עבור אותם ארבעה אזורי ברילואן, הפעם בקירוב האלקטרון

(ד)]. כפי שרואים, הפוטנציאל המחזורי 6.6.3כלומר בתוספת פוטנציאל מחזורי חלש [ראו איור 

, שרחוק מהגבולות של אזור ברילואן, נשאר בקירוב Aהאנרגיה: הקו -מעוות את הקווים שווי

, 6.6.3משתנים חזק בקרבת הגבולות הללו. כפי שהוסבר אחרי איור  C-ו Bמעגלי, אבל הקווים 

- (ב), כי הקווים שווי6.8.5באיור  Cהפוטנציאל המחזורי "מבטל" את הפינות החדות של הקו 

האנרגיה צריכים להיות ניצבים לקו הגבול בין אזורי ברילואן. הגדלת הפוטנציאל המחזורי באיור 

  לחדור אל אזור ברילואן השני. A(ד) גורמת גם לקו 6.8.5
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  (א)                                                      (ב)

           
  (ג)                                                      (ד)

x(א) שלושה מעגלי פרמי (במישור : 6.8.5איור  yk k .עבור חלקיק חופשי על הסריג הריבועי (A –  כל
מעגל פרמי שמשיק לגבולות של  – Bכל אטום "תורם" שני אלקטרונים.  – Cאטום "תורם" אלקטרון אחד. 

2אזור ברילואן הראשון, שאורך צלעותיו הוא  /a (ב) ארבעה אזורי ברילואן שמתקבלים מהזזה של חלק .
כמו בחלק (ג),  כמו חלק (ב), אבל בקירוב האלקטרון הכמעט חופשי. (ד) (א) בוֶקטורי הסריג ההופכי. (ג)

  אבל עם פוטנציאל מחזורי חזק יותר.

  
  

(א), 6.8.5באיור  C עכשיו אל המעגל השלם נחזור משטח פרמי עבור פס האנרגיה השני:

ברילואן השני מייצגים מצבים  אזורחלקי המעגל ש"חודרים" אל (א). 6.8.6שוחזר גם באיור שמ

(ב), 6.8.6ורי סריג הופכי, כמו באיור וֶקטששייכים לפס האנרגיה השני. הזזה של העיגול הזה ב

 ההיקפים של האיים הללו הם חלקים של משטח פרמי.גם ו ,X-יוצרת את ה"איים" המסומנים ב

(ג), וגורמת לקווים 6.8.6 איורפוטנציאל מחזורי חלש מזיזה את הקווים הללו, כמו בהוספת 

בסופו של דבר, משטח פרמי  ., בניצב לקו הגבול"חלק"י ברילואן באופן אזורלחצות את הגבול בין 

(ג) 6.8.6ים שמופיעים באיור ו(ב) בפס הראשון ואת הקו6.8.5באיור C -ים שסומנו בומכיל את הקו

  ני.בפס הש
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  (ג)  (ב)   (א)   

(א) העיגול המוצלל מייצג נקודות במרחב התנע הסריגי שמאוכלסות על ידי אלקטרונים  :6.8.6איור 
ערכיים על הסריג הריבועי. המעגל שמקיף אותו הוא ה"משטח" של פרמי, -חופשיים, עבור אטומים דו

 הראשון, שמתייחסות לפס האנרגיה הראשון, ומהקשתות באזור ברילואן Cשמורכב מהקשתות 
ש"חודרות" לאזור ברילואן השני, ולכן מתייחסות לפס השני. (ב) המעגלים ה"עבים" מתקבלים מהזזת 

מייצגים מצבים מאוכלסים בפס  X המעגל מחלק (א) לאזורי ברילואן השכנים. השטחים שמסומנים באות
לקים מ"משטח" פרמי. (ג) החלקים הקודמים תיארו חלקיק האנרגיה השני, וההיקפים שלהם הם ח

האנרגיה (ובפרט הקווים של פרמי) זזים -חופשי. כאשר מוסיפים פוטנציאל מחזורי חלש, הקווים שווי
  מעט. השינוי העיקרי הוא ליד הפאות של אזור ברילואן, שם הקווים הללו ניצבים לפאות.

  

"חודר" לאנרגיות של  של הסריג הריבועי הפס השניבקירוב האלקטרון הכמעט חופשי ראינו כי 

משטח פרמי מופיע בשני פסי האנרגיה החופפים: כשמוסיפים אלקטרונים, הפס הראשון, ולכן 

עם זאת, . מתכת-חציתנהג כמו מחומר כזה הם "מצטרפים" הן לפס הראשון והן לפס השני, ולכן 

-גדולים, ואז האלקטרונים בחומרים הדו עבור פוטנציאל מחזורי חזק ראינו שהפערים בין הפסים

ערכיים הם מתכות, - לכן חומרים דו .ערכיים "ימלאו" לגמרי את הפס התחתון, ונקבל מבודד

כאשר האינטראקציה של האלקטרונים עם היונים בסריג חלשה, והם מבודדים, כאשר 

ם הקו של האנרגיה (ולכן ג- האינטראקציה הזאת חזקה. בגבול של הקשר החזק הקווים שווי

  .6.7.2פרמי) עבור פס בודד מתוארים באיור 
  

יכולים  בשלושה ממדים פסי האנרגיה, ולכן גם משטחי פרמי,משטחי פרמי בשלושה ממדים: 

להיות מסובכים מאוד. תיאור מפורט שלהם חורג ממסגרת הקורס הנוכחי. נסתפק כאן בכמה 

בטור  המתכות האלקליותנתחיל מדוגמאות, שמבוססות על קירוב האלקטרון הכמעט חופשי. 

, לכל המתכות הללו יש מבנה קובי ממורכז גוף, 2.6.1הראשון של הטבלה המחזורית. מאיור 

BCC . בסריגBCC ,32 האלקטרונים היא ולכן צפיפות יש שני אטומים בתא יחידה/n a שימוש .

3בקשר  2/(3 )Fn k  ) 2] נותן )6.3.3[משוואה 1/3 2 1/3(3 ) (6 ) / 1.24 /Fk n a a    .  הסריג

4עם קבוע סריג  ,FCCהוא סריג  BCCההופכי של סריג  /a וקטורי הסריג ההופכי ניתנו בשאלה .

3.4.5 ,ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(2 / )[ ( ) ( ) ( )]a h k     G y z x z x yאת מרכז  . וקטורי הסריג ההופכי שמחברים

ˆהשכנים הקרובים שלו בסריג ההופכי הם  12אל  ברילואן אזור ˆ(2 / )( )a  G y z ,

ˆ ˆ(2 / )( )a  G x z או ˆ ˆ(2 / )( )a  G x y. זייץ של - אזור ברילואן הראשון הוא תא ויגנר

הראשון לשכניו הם  ברילואן אזורהמשטחים שמפרידים בין (א). 2.5.5, שמתואר באיור FCCסריג 

וקל לראות כי המרחק מהראשית אל כל אחד מהמישורים וֶקטורים הללו, האנכים האמצעיים ל

0 שווה למחצית האורך של כל וקטור כזה, כלומר הללו 2 /k a (!בדקו).  ,במקרה שלנו
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0/ 0.877Fk k הראשון ואיננו מתקרב לגבולות של  , ולכן משטח פרמי נמצא בתוך אזור ברילואן

האיור הזה. בקירוב האלקטרון הכמעט חופשי, המשטח הזה הוא בקירוב כדור (הדוגמה של 

). מתברר שמשטחי פרמי של המתכות האלקליות, כפי שנצפו בניסיון, 6.8.7אשלגן מוצגת באיור 

זומרפלד. מכאן אפשר  אכן קרובים מאוד לכדורים, ולכן ניתן לתאר את תכונותיהם על ידי מודל

   להסיק שהפוטנציאל המחזורי בחומרים הללו הוא חלש יחסית.
  

בטור השני של הטבלה המחזורית. האטומים בטור הזה  העפרות האלקליניותנעבור עכשיו אל 

2, ועבורו BCCערכיים. למשל, גם לבריום יש מבנה -דו הם 1/3(12 ) / 1.56 /Fk a a   במקרה .

החלקיק החופשי "חודרים" אל אזורי ברילואן השכנים, כך שמשטחי פרמי הזה כדורי פרמי של 

 6.8.6- ו 6.8.5בדומה לאיורים  עבור שני פסי האנרגיה מקיפים איים קטנים במרחב התנע הסריגי,

  מתכת.- האלקלינים בטור השני של הטבלה המחזורית הם חצאי לפיכך ).6.8.7(ראו איור 
  

 FCCנחושת, כסף וזהב. לכולן סריג  ערכיות-מעבר החדמתכות הכדוגמה שלישית נסתכל על 

10ומבנה אלקטרוני דומה. המבנה האלקטרוני של נחושת, למשל, הוא  1[ ]3 4Ar d s  כאשר)

2 2 6 2 6[ ] 1 2 2 3 3Ar s s p s p  מציין את המבנה האלקטרוני של ארגון), כך שפסי האנרגיה שלו

. עם זאת, פס אנרגטי אחד גבוה מכל השאר, d-עם מצבי s-מורכבים מהיברידיזציות של מצבי

יש ארבעה  FCCמלא. בסריג - ערכית, שבה הפס הזה חצי-ולכן נתייחס אל נחושת כאל מתכת חד

n/34 אטומים בתא היחידה הקובי, ולכן a בקירוב האלקטרון הכמעט חופשי התנע של פרמי .

2 שמתאים לצפיפות הזאת הוא 1/3 2 1/3(3 ) (12 ) / 1.56 /Fk n a a     הסריג ההופכי הוא .

4, עם קבוע סריג BCCסריג  /a,  (ב)]. 5.4.5(ב) [וגם באיור 2.5.5ואזור ברילואן שלו מוצג באיור

מכילים משושים וריבועים. המרחק  כפי שרואים באיורים הללו, הגבולות של אזור ברילואן

0, קובייהממרכז האזור אל מישור שפה משושה הוא רבע אלכסון ה 3 /k a ולכן ,

0/ 1.084Fk k ;  הכדור של פרמי חוצה את המישורים האלה וחודר אל האזור השכן. לעומת

'0ועית הוא זאת, המרחק ממרכז אזור ברילואן אל מישור שפה ריב 2 /k a ולכן ,

0/ ' 0.78Fk k  בסך הכול המשטח של פרמי נשאר קרוב לכדור, פרט ל"שרוולים" צרים .

 שמופיעים בשמונת הכיוונים ממרכז אזור ברילואן אל פינות תא היחידה הקובי ומחברים בין

  .6.8.7איור  אזורי ברילואן שכנים, ראו

  

        
, http://www.phys.ufl.edu/fermisurface . נלקח מהאתראשלגן, בריום ונחושתפרמי של  ימשטח :6.8.7איור 

  שמכיל דוגמאות רבות נוספות של משטחי פרמי.

  

k  BaCu
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סריג קובי ולים להיות מסובכים למדי. נסתכל, למשל, על משטחי פרמי יכבחומרים אחרים 

, עם חפיפה של פונקציות גל רק בין שכנים קרובים, בקירוב הקשר החזק. הכללה של פשוט

  ) נותנת6.7.21(-) ו6.7.18משוואות (
  

  ( ) 2 ( )[3 cos( ) cos( ) cos( )]n n n x y zE E a k a k a k a     k .  )6.8.1(  
  

6nעבור ערכית, משטח פרמי נמצא באמצע הפס, שמתקבל -עבור מתכת חד n nE E   כלומר ,

0עבור  cos( ) cos( ) cos( )x y zk a k a k a  .  בניגוד לקירוב 6.8.8משטח זה מוצג באיור .

[שאלה  ברילואן הראשון אזורהאלקטרון הכמעט חופשי, שבו משטח פרמי נשאר כולו בתוך 

 (ד),6.8.5דומה לאיור המצב השני.  אזורקירוב הקשר החזק נותן משטח ש"חודר" אל ה ,(א)]6.8.2

  שגם בו פוטנציאל חזק יותר פותח "שרוולים" בין אזורי ברילואן.

  

                   
  (ב)  (א)   

ערכית, בקירוב הקשר החזק. (א) באזור - משטח פרמי עבור סריג קובי פשוט ומתכת חד: 6.8.8איור 
  ברילואן הראשון. (ב) בשמונה אזורי ברילואן.

  

  6.8.1שאלה 

  נמצאים על האתרים של סריג ריבועי.  ערכיים- דו אטומים

בגבול של פוטנציאל מחזורי חלש מאוד, מהן צפיפויות האלקטרונים שעבורן אלקטרונים   .א

מאכלסים רק מצבים באזור ברילואן הראשון? באיזו צפיפות האלקטרונים יתחילו למלא 

  את אזור ברילואן השלישי?

 (ב)6.6.7ואיור  )(א6.6.5שאלה כמעט חופשי ובתוצאות של השתמשו בקירוב האלקטרון ה  .ב

  מתכת להתנהגות של מבודד.-החומר מהתנהגות של חציכדי לקבל את התנאי למעבר 

איך נראים שני הפסים התחתונים בקירוב הקשר החזק (הניחו חפיפה של שכנים קרובים   .ג

  מתכת?- האם יש כאן אפשרות לחצי בלבד)?
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  6.8.2שאלה 

ערכית יוצרת סריג קובי פשוט. עבור פוטנציאל חלש מאוד, מהו האחוז של -חדמתכת   .א

ערכיים שיש להוסיף כדי שמשטח פרמי יחצה את הגבול של אזור ברילואן -אטומים דו

  הראשון?

בקירוב הקשר החזק, האנרגיה של פס עבור אלקטרון על הסריג הקובי ניתנת במשוואה   .ב

א את הפס כך שמשטח פרמי יישאר בתוך אזור ברילואן עד איזו אנרגיה יש למל ).6.8.1(

  הראשון?

  ?BCC מהי התשובה של חלק (א) עבור סריג  .ג

  

  

  צפיפות המצבימ, צפיפות נושאי המטענ והחומ ה�גולי  :6.9
  

-אִכלוס רמות האנרגיה על ידי אלקטרונים נקבע על ידי פונקציית ההתפלגות של פרמי מבוא:

)דיראק,  )f E ) שתלויה בטמפרטורה. תכונות פיסיקליות רבות יושפעו 6.3.9[משוואה ,[(

מהמיקום של רמת פרמי: האם היא נמצאת בתוך פס אנרגיה או שהיא נמצאת בתוך פער אנרגטי 

0T-בין פסים? למשל, אם האלקטרונים ממלאים ב  ס מסוים, אזי את כל המצבים בתוך פ

בטמפרטורה אפס החומר מבודד, כי אין מצבים סמוכים זמינים לתנועה של האלקטרונים. 

בטמפרטורה סופית המצבים היחידים שזמינים הם המצבים בפס הבא. מאחר שהמרחק באנרגיה 

דיראק עבורם יכולה להיות קטנה -אל המצבים הללו יכול להיות גדול, פונקציית פרמי

) אקספוננציאלית, )( ) Ef E e    וזה יקטין מאוד את המוליכות החשמלית, את החום ,

ועוד. לעומת זאת, אם האלקטרונים ממלאים רק חלק מפס, אזי יש מצבים זמינים קרוב  הסגולי

מעל רמת פרמי, וההתנהגות בטמפרטורה סופית יכולה להיות דומה להתנהגות שתיארנו במודל 

  זומרפלד. 
  

 האנרגיה הכללית של גז האלקטרונים ניתנת על ידי ,6.3כפי שראינו בסעיף  המצבים:צפיפות 

  ),6.3.13משוואה (

  
0

( ) ( )totE V Eg E f E dE


 ,  )6.9.1(  

  

)כאשר  )g E  :היא צפיפות המצבים של רמות האנרגיה האלקטרוניות( )Vg E dE  הוא מספר

Eלבין Eאלקטרונית בטווח האנרגיות שבין - האנרגיות העצמיות של משוואת שרדינגר החד dE .

)], שהיא פונקציה מונוטונית 6.3.6בניגוד לצפיפות המצבים של חלקיק חופשי [למשל, משוואה (

מצבי אנרגיה מותרים, ולכן פשוטה של האנרגיה, קיומם של הפסים יוצר פערי אנרגיה שבהם אין 

  צפיפות המצבים מתאפסת בהם. צפיפות המצבים מפסיקה גם לעלות באופן מונוטוני עם האנרגיה.
  

kלבין  kבממד אחד, מספר המצבים עם מספר גל בין  :בממד אחד צפיפות המצבים dk  הוא

( ) 2 2 /(2 / )Lg k dk L   2), כאשר / )L הוא אורך הקטע על ציר-k  שמכיל ערך בדיד יחיד

2של  /k L , 2)/ ולכן / )dk L  הוא מספר המצבים בקטעd k אם עוברים לצפיפות כפונקציה .
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, כי 2-הנ"ל בשל האנרגיה ומתייחסים רק לאנרגיות חיוביות, אזי צריך לכפול את מספר המצבים 

–יש מצב עצמי גם עבור  kעבור כל ערך חיובי של  k. בגלל שני מצבי  2-התוצאה מוכפלת שוב ב

). הבדל נוסף 5.4.10הספין. פרט לגורם האחרון החישוב הזה זהה לחישוב שהופיע אחרי משוואה (

  כפלת , ולכן צפיפות המצבים איננה מוצפיפות המצבים ליחידת אורךהוא שעכשיו הגדרנו את 

  נותן לבסוף Eלאינטגרל על  k. מעבר מאינטגרל על L-ב
  

  
2 1

( )
( / )

g E dE dk
.  )6.9.2(  

  

  (א). הפסים הללו חושבו6.4.1כדוגמה נחשב את צפיפות המצבים עבור הפסים באיור 

0אלגברה פשוטה מראה כי בתחום  ב).6.7.20בקירוב הקשר החזק, משוואה ( 4n nE E    

/מתקיים  2 sin( )ndE dk a ka כשמחליפים משתנים מ . -k ל-Eמקבלים , 

/ ( )(4 )n n ndE dk a E E E E     בין הפסים צפיפות המצבים מתאפסת. הצבה במשוואה .

גם כאן רואים את  . כמו בדוגמה של פונונים בממד אחד,6.9.1) נותנת את איור 6.9.2(

ליד הקצוות של כל פס ואת פערי האנרגיה שבהם צפיפות המצבים  של ון הוב הסינגולרויות

  מתאפסת.

  

)/11[ביחידות של  צפיפות המצבים: 6.9.1איור  )a [  האנרגיה  .(א)6.4.1עבור פסי האנרגיה מאיור
  .12 ביחידות של

  

משוואות  ,5לממד כללי דומה גם היא לחישוב בפרק ההכללה  :צפיפות המצבים בממד כללי

  ). צפיפות המצבים מתקבלת ממספר המצבים שבין משטחים 5.4.19) עד (5.4.14(

)]1d ( -אנרגיה באנרגיות - ממדיים] שוויE ו-)E dE מספר המצבים באלמנט נפח .(dd k 

2ים הוא - k-ה במרחב /[(2 ) / ]d dd k V נוסף בגלל שני מצבי הספין. לכן, עבור  2, והגורם של

] פונקציה כללית ( )]nF E k  מתקיים  
  

1
,

2 [ ( )] 2 [ ( )] [ ( )] ( )
(2 ) 2

d d
n n nd d d

n n n

V VF E d kF E d k dE E E F E
 

      
k

k k k,  

  

  ואפשר לרשום

  
,

2 [ ( )] ( ) ( )n
n

F E V dEg E F E 
k

k,  )6.9.3(  
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  כאשר

  
1 1
1 1

( ) [ ( )]
( )2 2

d
nd d d d

nn n

dSg E d k E E
E


  

    
k

k
k

.  )6.9.4(  

  

( )nEk k  הוא הגרדיאנט לפיk של האנרגיה בפס ה-n, כך ש-( )nEk k  היא הנגזרת של

האינטגרל הוא על , וE-שניצב למשטח שעליו האנרגיה קבועה ושווה ל k- האנרגיה לפי מרכיב

). כדי לקבל את התוצאה הזאת עברנו לאינטגרציה על הנפח שבין 5.4.4המשטח הזה (ראו גם איור 

ddשני משטחי האנרגיה ורשמנו  k dS k  כאשר ,k  הוא המרחק הלוקאלי בין שני

  הנוסחה הזאת.) היא מקרה פרטי של 6.9.2משוואה ( המשטחים.
  

dE/ההתבדרות של ון הוב ליד שפות הפסים בממד אחד נבעה מהתאפסות הנגזרת  dk   

  על השפה הזאת. נכליל עכשיו את התוצאה הזאת לממדים גבוהים יותר. להדגמה, 

0 הנקודה נסתכל על הסריג הריבועי. ( / , )a k אזורי ברילואן  נמצאת על הגבול בין שני

2)הראשונים, שהוא הקו שניצב לוֶקטור הסריג ההופכי  / ,0)aG  6.4.1באמצע שלו. משאלה ,

)קיים  ) ( , )n n x yE E k k k ולכן ,( ) ( , )
x xk n k n x yE E k k   k ,מצד שני .  

)) נותנת את הקשר 6.4.15משוואה ( ) ( )n nE E k kk k G  ולכן ,

( / , ) ( / , ) ( / , )n n n
x x x

E a E a E ak k k           
  

  ומכאן ,
  

  0( / , ) ( ) 0n n
x x

E a Ek k    
 

k .  )6.9.5(  

  

ראינו התנהגות פרבולית של האנרגיות, כאשר חוצים את המישור שמפריד בין  6.6.5בשאלה  אכן,

מקביל למישור הזה, והמשטחים  nEkשני אזורי ברילואן בכיוון ניצב אליו, ולכן במקרה הזה 

) נותנת שמרכיב הגרדיאנט שמקביל 6.7.21באופן דומה, משוואה ( האנרגיה ניצבים אליו.- שווי

2)לוֶקטור  / ,0)aG (כלומר המרכיב שניצב לקו הגבול שבין אזורי ברילואן) הוא

( ) 2 sin( )
xk n n xE a k a  kגבול הזה, שעליו, וזה מתאפס בכל הנקודות על קו ה 

/2 /2x xk a G a  .   
  

 הגרדיאנט מופיע במכנה בתוך 1- בממדים גבוהים מ :צפיפות המצבים על סריג ריבועי

  ), והאינטגרציה בדרך כלל ממתנת 6.9.4האנרגיה במשוואה (- האינטגרל על המשטח שווה

חלשה יותר של צפיפות המצבים. זה דומה לתוצאות  סינגולריותאת ההתבדרות ומותירה 

  שהתקבלו במקרה של פונונים. נמחיש זאת בדוגמה של מצבי אלקטרון על סריג ריבועי 

 האנרגיה ניתנים על ידי- ), המשטחים שווי6.7.21בקירוב הקשר החזק. ממשוואה (

2 2( ) 4 ( )[sin ( /2) sin ( /2)]n n n x yE E a k a k a   k, הוא6.9.4במשוואה ( אינטגרלוהמכנה ב ( 

2 2ˆ ˆ| | | 2 [sin( ) sin( ) ] | 2 sin ( ) sin ( )n n x y n x yE a k a k a a k a k a     k x y ,ליד הראשית .

2( ) ( )( )n n nE E a a  k k2אל הקבוע  0-, ולכן צפיפות המצבים קופצת מ( ) 1/(2 )ng E a  ,

minכאשר האנרגיה עולה מעל  nE E באופן דומה, ליד המקסימום של אנרגיית הפס, בנקודה .K 
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2, קיים שבפינת אזור ברילואן 2
11( ) 4 ( ) ( )( )n n n nE E a a a     k k G כאשר ,

11 ( / , / )a a G. אל אותו קבוע, כאשר האנרגיה  0-קל לבדוק שצפיפות המצבים קופצת מ

maxיורדת מהקצה העליון של הפס,  4 ( )n nE E a   כאשר עולים באנרגיה מתחתית הפס, או .

האנרגיה משנים את צורתם בהדרגה, -הקווים שוויכאשר יורדים באנרגיה מהשיא של הפס, 

כתוצאה מהשינוי  )].6.7.21ממעגלים אל הריבוע שמתקבל באמצע הפס [ראו דיון אחרי משוואה (

 הזה צפיפות המצבים עולה בהדרגה עד לאמצע הפס. באמצע הפס מתקיים

cos( ) cos( ) 0x yk a k a ,  ולכןy xk a k a האנרגיה הוא קו ישר, ולכן עבור - . הקו שווה

  ) הוא6.9.4הערך הזה של האנרגיה האינטגרל במשוואה (

  
/(2 ) /(2 )

/(2 )2
0

0 0

8 / 2sin ( ) 8 / sin( ) 8ln[tan( /2)]/ | x
x

a a
k a

x x x x kdl k a dk k a k a a
 


  ,  

  

 45-האנרגיה תחת סיבובים של מערכת הצירים ב- כאשר השתמשנו בסימטריה של הקווים שווי

 (כל אינטגרל מכסה רק שמינית קו פרמי, כלומר מחצית הקו בתוך רביע אחד), וכן בביטוי

2 2 2
x ydl dk dk   עבור אלמנט האורך על הקו שווה האנרגיה. האינטגרל מתבדר לוגריתמית

 ליד הגבול התחתון שלו, כלומר ליד חיתוך הקו של פרמי עם אמצע הפאה של אזור ברילואן.

 מסובך קצת יותר נותן כי צפיפות המצבים מתבדרת לוגריתמית ליד אמצע הפס, כמוחשבון 

ln[| 2 ( ) |]n nE E a  וזאת התבדרות חלשה בהרבה מההתבדרות שקיבלנו בממד אחד (ראו , 

   מתאר את צפיפות המצבים עבור המקרה הנדון. (א)6.9.2 איור .)6.9.1שאלה 
  

                   
  (ב)  (א)  

  . עבור הסריג הריבועי(א)  צפיפות המצבים בקירוב הקשר החזק.תיאור סכמטי של : 6.9.2איור 
  (ב) עבור הסריג הקובי.

  

  6.9.1שאלה 

, צפיפות המצבים נשלטת על ידי של סריג ריבועי לאמצע הפס מאודכאשר האנרגיה קרובה 

,0)בסביבה הקרובה של הנקודה ) 6.9.4ממשוואה (האינטגרל  / )a.  השתמשו בפיתוח טיילור

 עבור אנרגיות ליד אמצע הפס מתקיים בקירוב ליד הנקודה הזאת כדי להראות כי

( ) ln[| 2 ( ) |]n ng E E E a   .  
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נגזרתה  בשלושה ממדים צפיפות המצבים לא מתבדרת, אבל צפיפות המצבים על הסריג הקובי:

הפרבולית של האנרגיה כפונקציה של התנע הסריגי ליד קצות במקרה הזה ההתנהגות  מתבדרת.

|min-הפס נותנת צפיפות מצבים שמתכונתית ל |E Eאו ל-max| |E E עם סינגולריות ון ,

. למשל, צפיפות המצבים של הפס הוב בכל פעם שחוצים מישורים מיוחדים באזור ברילואן

(ב), עם סינגולרויות חלשות עבור וקטורי 6.9.2התחתון בסריג קובי מתוארת סכמטית באיור 

)התנע הסריגי  / , 0, 0)a (נקודות השיא באיור) ו-( / , / , 0)a a   .(קצות פס האנרגיה)  

  

  6.9.2שאלה 

ם למחצה) אפשר לתאר את האנרגיה של אלקטרונים בתחתית במקרים רבים (למשל, במוליכי

   על ידי הנוסחה ליד המינימום של האנרגיה, הפס,
  

2 2 * 2 * 2 *
0( ) /(2 ) /(2 ) /(2 )x x y y z zE E k m k m k m     k .  

  

בגלל הצורה  "אליפסואידי" נקרא הסריגי התנע לבין האנרגיה בין זה נפיצה קשר

 הגדלים האנרגיה.- האליפסואידית של המשטחים שווי *m  שמופיעים במקדמים נקראים

   "מסות אפקטיביות", ונדון בהם בסעיף הבא.

הראו כי זהו קשר הנפיצה בתחתית הפס בקירוב הקשר החזק עבור סריג אורתורומבי עם   .א

  חפיפה בין שכנים קרובים.

  חשבו את צפיפות המצבים עבור המקרה הזה.  .ב

ובטאו  חשבו את מספר המצבים בפס ההולכה הפרבולי הנתון מוצדק,בתחום שבו הקירוב   .ג

  את צפיפות המצבים באמצעותו.

גם ליד השיא של פס הערכיות (שבו נמצאים חורים במוליכים למחצה) מתקבלת בדרך כלל   .ד

  תלות אליפסואידית של האנרגיה בתנע הסריגי,
  

2 2 * 2 * 2 *
max( ) /(2 ) /(2 ) /(2 )x x y y z zE E k m k m k m     k .  

  

שמופיעות כאן שונות בדרך כלל מהמסות שמתארות את תחתית פס המסות האפקטיביות   

  ההולכה. איך משתנות התשובות הקודמות עבור אלקטרונים באזור הזה?

  

 במתכות רמת פרמי היא בתוך פס ההולכה, ולכן צפיפות המצבים של מתכות: החום הסגולי

)ברמת פרמי,  )Fg E שונה מאפס. אפשר עכשיו לחזור על החשבון המקורב שקדם למשוואה ,

): בטמפרטורות נמוכות השינוי באנרגיה לעומת מצב היסוד נובע מאלקטרונים שעברו 6.3.15(

0Bמהטווח  Fk T E E     0אל הטווח F BE E k T   ,מהגדרת צפיפות המצבים .

רציפה ואיננה משתנה הרבה על הטווח הקטן הזה, מספר המצבים ובהנחה שצפיפות המצבים 

)בכל טווח כזה הוא בערך  )F BVg E k T.  מאחר שכל אלקטרון "מעביר" אנרגיה מסדר גודל של

Bk T2-, השינוי הכולל באנרגיה מתכונתי ל( )( )F BVg E k Tנארי , ולכן החום הסגולי לי

[ראו גם  )6.3.15שמכליל את החישוב שהוביל אל משוואה ( בטמפרטורה. חישוב מדויק יותר,

  נותן ],6.3.3שאלה 
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        .  )6.9.6(  

  

של האיבר  החום הסגולי האלקטרוני של מתכות הוא עדיין לינארי בטמפרטורה, אבל המקדם 

הלינארי יכול להיות שונה מאוד מהמקדם שמתקבל ממודל זומרפלד. המקדם הזה נותן מידע 

יש מקסימום,  ישיר על צפיפות המצבים ברמת פרמי. בפרט, כמו לצפיפות המצבים גם למקדם 

). אם יש אלקטרונים 6.9.2בכל פעם שמשטח פרמי חוצה את הגבול של אזור ברילואן (ראו איור 

, אזי המקדם הנמדד יהיה הסכום של צפיפויות המצבים של הפסים 6.8.3פסים, כמו באיור  בכמה

ערכיים -התורמים ברמת פרמי. שינוי מספר האלקטרונים, למשל על ידי החלפת אטומים חד

), מאפשר שינוי ניסיוני של רמת פרמי. השינוי 6.8.2ערכיים (כפי שתואר בשאלה - באטומים דו

, ולכן מדידת המקדם הזה נותנת מידע על התלות של צפיפות  ל המקדםהזה גורם לשינוי ש

המצבים באנרגיה. בטמפרטורות נמוכות החום הסגולי האלקטרוני עדיין נמוך מהחום הסגולי 

  ).6.3.16והחום הסגולי עדיין ניתן על ידי נוסחה ( הפונוני,
  

הסגולי  ות הבדל גדול בין החום, יכול להי6.9.2אפילו בקירוב של אנרגיה פרבולית, כמו בשאלה 

במודל זומרפלד. בקירוב הזה מקבלים  בפוטנציאל מחזורי לבין החום הסגולי
2 * * * 1/3 2 2(3 ) /(3 )x y z Bnm m m k  ) אבל המסה 6.3.15. ביטוי זה דומה לביטוי שהופיע במשוואה ,(

*- שם מוחלפת עכשיו ב * * 1/3( )x y zm m mפקטיביות שהופיעו , שהוא ממוצע גיאומטרי של המסות הא

. מאחר שהמסות האפקטיביות הללו נובעות מהתלות של האנרגיה בוֶקטור התנע 6.9.2בשאלה 

בדרך כלל אין קשר בינן לבין המסה של  הסריגי ליד תחתית הפס (או ליד המקסימום שלו),

האלקטרון החופשי. במקרים רבים המסה האפקטיבית של אלקטרונים ושל חורים במוליכים 

*של אלקטרון חופשי (בגרמניום  0mקטנה בהרבה מהמסה  למחצה
0/ 0.04m m .(  

  

קטן, והם  בהנחה שריכוז האלקטרונים בפס ההולכה הוא ריכוז נושאי המטען במוליכים למחצה:

, ולכן צפיפות המצבים נמצאים בתחתית הפס, האנרגיה שלהם בדרך כלל פרבולית בתנע הסריגי

)1/2, 6.9.2ניתנת על ידי התשובה לשאלה  ) ( )e cg E C E E  כאשר ,cE  ,היא תחתית פס ההולכה

*וכאשר  * * 2 32 /( )e x y zC m m m   דיראק, עם -(כולל שני מצבי הספין). שימוש בפונקציית פרמי

BE ההנחה k T , ובביטוי ל-eN ) נותנים את ריכוז האלקטרונים בפס  ),6.3.10ממשוואה

  ההולכה, 

  ( ) ( )3/2
0

0

( ) ( ) ( ) /2c cE E
e e B en dEg E f E C k T e n e   


      ,  )6.9.7(  

3/2כאשר השתמשנו באינטגרל 
0

/(2 )xdx xe   
   חישוב דומה נותן את מספר .

הריקים שנותרו בפס ההוא האלקטרונים שיצאו מפס הערכיות, ששווה למספר המצבים 

  הסיכוי לקבל מקום ריק בפס הערכיות הוא (שנקראים "חורים").
  

  ( )
( ) ( )

1 1
1 ( ) 1

1 1
E

E Ef E e
e e

 
   


  

    
 

,  )6.9.8(  
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, והנחנו כי vEנמצאת מתחת לשיא של פס הערכיות העליון,  Eכאשר עכשיו האנרגיה 

BE k T  1/2, 6.9.2 שאלה (ג) של בחלק . שימוש( ) ( )h vg E C E E  יש להציב את  (עכשיו

  מספר החורים בפס הזה,נותן את  המסות האפקטיביות של ה"חורים"),
  

  ( )
0 vE

h hn n e  .  )6.9.9(  

  הכפלת שני הריכוזים נותנת
  

  3 2
0 0

1
( )

4
g gE E

e h e h e h B in n n n e C C k T e n    ,  )6.9.10(  

  

g כאשר c vE E E   .חוק " היא מקרה פרטי של התוצאה הזאתהוא פער האנרגיה בין הפסים

שמקשר בין הריכוזים של חלקיקים שונים שנמצאים  ),law of mass action( "פעולת המסה

, ולכן היא האלקטרוניםאיננה תלויה בפוטנציאל הכימי או במקור של  בשיווי משקל. היא

  . מאפשרת לזהות את אנרגיית הפער
  

  קיים במוליך למחצה אינטרינסי
  

  /2 /23/2
0 0 ( ) /2g gE E

e h i e h e h Bn n n n n e C C k T e     .  )6.9.11(  
  

  ) נותנת6.9.7הצבה של משוואה (
  

  ( )/2 ln[ / ]/2 ( )v c B h e F BE E k T C C E O k T     .  )6.9.12(  
  

h/היחס  רמת פרמי נמצאת באמצע הפער בין שני הפסים. בטמפרטורות נמוכות eC C  נקבע על ידי

   היחס בין המסות האפקטיביות של החורים ושל האלקטרונים.
  

את  לפני שנטפל במוליכים למחצה אקסטרינסיים, נעריך :האנרגיה של אלקטרון באטום תורם

רמות האנרגיה של האלקטרונים באטומים התורמים או המקבלים. בדרך כלל האלקטרון 

ה"נתרם" נמצא ב"קליפה" החיצונית של האטום התורם. במצב היסוד האלקטרון הזה קשור אל 

 היון שמורכב מהגרעין ומיתר האלקטרונים באטום. מאחר שהאטום הזה נמצא בתוך הגביש,

שפועלת על האלקטרון הזה ניתנת בקירוב על  הקולומביתפוטנציאלית אפשר להניח כי האנרגיה ה

2ידי  /( )DU ze r  כאשר ,ze  הוא המטען של הגרעין ושל האלקטרונים האחרים שנמצאים

רק כשהאלקטרון רחוק הוא המקדם הדיאלקטרי של החומר (הקירוב הזה טוב כמובן  -לידו, ו

יחסית מהגרעין, כך שהוא "מרגיש" את המקדם הדיאלקטרי שנובע ממיצוע על הרבה אטומים. 

כפי שנראה, ההנחה הזאת מוצדקת). משוואת שרדינגר עבור האלקטרון הזה היא 

2 2 *[ /(2 ) ]c DE m U E      (הנחנו כי המסה האפקטיבית איזוטרופית), והכללה של

2המימן נותנת את רמות האנרגיה,  התוצאות של אטום * 2 2( ) /( )c yE n E z R m m n  ,  כאשר

13.6yR eV  הוא הקבוע של רידברג, והאנרגיה הזאת נמדדת ביחס לתחתית פס ההולכה. להלן

D(1)נתייחס רק למצב היסוד של האלקטרון הנדון, עם אנרגיית הקשר  cE E E  מפתרון .

1zמשוואת שרדינגר עבור האטום דמוי המימן (עם   מקבלים כי הסיכוי למצוא את (

r/0-מהאטום התורם מתכונתי ל  r  האלקטרון במרחק reכאשר , *
0 /Br a m m פרקים  (ראו
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חר שהמקדם הדיאלקטרי של מוליכים למחצה הוא . מא)1.4, סעיף 8בפיסיקה מודרנית, יחידה 

הזה בדרך כלל גדול  אופייניהמרחק בדרך כלל גבוה, והמסה האפקטיבית בדרך כלל קטנה, ה

0.53ÅBaמאוד מהרדיוס של בוהר    ולכן גם מקבוע הסריג, וזה מצדיק את השימוש במקדם)

בדרך כלל קטנה (מסדר גודל של  DEהדיאלקטרי הממוצע). גם אנרגיית הקשר 

0.001 0.005meV,(  וקל יחסית ליונן את האטום ולשחרר את האלקטרון. אנרגיות דומות

  .vE-ביחס ל מתקבלות עבור אלקטרונים באטומים המקבלים
  

 במוליך ) קיבלנו כי6.9.12במשוואה (ינסיים: צפיפות נושאי המטען במוליכים למחצה אקסטר

נמצאת באמצע הפער בין הרמה המלאה  פרמי רמת אפס ובטמפרטורה אינטרינסי למחצה

הפוטנציאל  (א)]. במקרה הכללי6.9.3הגבוהה ביותר ובין הרמה הריקה הנמוכה ביותר [איור 

מספר המטענים השליליים החופשיים צריך  :ניטרליות חשמליתנקבע על ידי הדרישה של  הכימי

להיות שווה למספר המטענים החיוביים של היונים ש"תרמו" אותם. כפי שראינו, לאלקטרון 

 DEה"חיצוני" של אטום "תורם" יש אנרגיה שנמצאת בתוך הפער בין שני הפסים, במרחק 

הללו "להתעורר" אל פס ההולכה). הסיכוי מתחת לתחתית סף ההולכה (כך שקל לאלקטרונים 

)אלקטרון על האטום התורם הוא למצוא  )c Df E E. ) אם ריכוז האטומים התורמיםdonors( 

שיגיעו מהתורמים אל פס וכל אחד מהם תורם אלקטרון יחיד, אזי ריכוז האלקטרונים  ,Dxהוא 

)ההולכה הוא  ) ( )[1 ( )] [1 1/(1 )] /(1 )c D c DE E E E
D c D D Dx f E E x e x e              .

v באופן דומה, האנרגיה שהאלקטרון ה"חיצוני" באטום "מקבל" היא AE E והאנרגיה הזאת ,

מעל לשיא של פס הערכיות, כך שקל לאלקטרונים מהפס הזה לעלות אליה ולהשאיר  נמצאת קצת

וא ריכוז האטומים המקבלים, וכל אטום מקבל אלקטרון יחיד, ה Axחורים בפס הערכיות. אם 

)אזי ריכוז האלקטרונים עליהם הוא  )( ) /(1 )v AE E
A v A Ax f E E x e     מספר .

  האלקטרונים הכללי חייב לכן לקיים
  

  ( ) ( )/(1 ) /(1 )v A c DE E E E
e A h Dn x e n x e            ,  )6.9.13(  

  

  ).6.9.9(-) ו6.9.7ניתנים במשוואות ( hn- ו enכאשר 
  

). למשל, 6.9.13מתוך משוואה (  יש למצוא את הפוטנציאל הכימי אקסטרינסיבמוליך למחצה 

. בטמפרטורות נמוכות מאוד אפשר לפתח את האיבר השני nנסתכל על מוליך למחצה מטיפוס 

)ולקבל  באגף ימין ) ( ) ( )
0 0c v c DE E E E

e e h Dn e n n e x e             אנחנו מניחים שכל)

Bk הפרשי האנרגיה גדולים לעומת T.( אם מזניחים את מספר החורים, מתקבל בקירוב  
  

  0/2 ln( / )/2c D B D eE E k T x n    .  )6.9.14(  
  

) ) נותנת6.9.9הצבה של התוצאה הזאת במשוואה ( /2)
0

g DE E
h hn n e ,  ולכן היה מוצדק

Bk(אנרגיית הפער גדולה לעומת  להזניחו T.( ,2/רמת פרמי  שובF c DE E E   נמצאת באמצע

 (ב).6.9.3המרחק בין הרמה המלאה של התורם לבין הרמה הריקה בתחתית פס ההולכה, איור 

בדרך כלל קטנה לעומת הפער בין  כה)הולה(שמוגדרת ביחס לתחתית פס  DEמאחר שהאנרגיה 

הפסים, רמת פרמי קרובה מאוד לסף פס ההולכה, ואפשר לבדוק שהקירובים שעשינו מוצדקים, 
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Bכאשר  Dk T E אחרת, יש לפתור משוואה ריבועית בנעלם .( )cEe  6.9.3, ראו שאלה. 

  ) נותנת לבסוף6.9.7במשוואה () 6.9.14הצבה של התוצאה (
  

  /2
0 DE

e e Dn n x e  .  )6.9.15(  
  

(ג). גם כאן, הרבה 6.9.3, איור pתוצאות דומות מתקבלות עבור מוליך למחצה מטיפוס 

אלקטרונים מאכלסים את האטומים המקבלים, וכך נוצרים חורים בפס הערכיות שתורמים 

  דקו!).למוליכות (ב
  

              
  (ג)  (ב)   (א)   

(א) רמת פרמי באמצע המרחק בין פס הערכיות המלא לבין פס ההולכה הריק. (ב) רמת פרמי : 6.9.3איור 
באמצע המרחק בין האנרגיה של האלקטרונים באטומים התורמים לבין תחתית פס ההולכה. (ג) רמת פרמי 

  באטומים המקבלים לבין המקסימום של פס הערכיות. באמצע המרחק בין האנרגיה של האלקטרונים

  

  6.9.3שאלה 

 "תורמים"יש רק אטומים  כאשר ),6.9.13( שנובע ממשוואהמצאו את הפוטנציאל הכימי   .א

Bבטמפרטורה שמקיימת  gk T E, טמפרטורות, ודונו בפתרון עבור נוספים ללא קירובים 

   שונות.

  כאשר יש רק אטומים "מקבלים"? ,מהי התשובה  .ב

  

  6.9.4שאלה 

300K: 19עבור צורן (סיליקון) נמדדו הערכים הבאים בטמפרטורה של  3
0 2.8 10 cmen   ,

19 3
0 1.04 10 cmhn  .  1.14פער האנרגיה הואeV .  

17מהו הפוטנציאל הכימי, אם ריכוז האלקטרונים בפס ההולכה הוא   .א 310 cmen ?  מהו

  ריכוז החורים בפס הערכיות במצב הזה? 

14מהו הפוטנציאל הכימי, אם ריכוז החורים בפס הערכיות הוא   .ב 310 cmhn ?  מהו ריכוז

  האלקטרונים בפס ההולכה?

  

), 6.9.11( ממשוואה .מוליכים למחצה אינטרינסייםנתחיל מ מוליכים למחצה: החום הסגולי של

   בטמפרטורות נמוכות מספר האלקטרונים שעברו מפס הערכיות לפס ההולכה מתכונתי

2gEe/-ל ,  וכל אלקטרון כזה "מעביר" אנרגיה מסדר גודל שלgE .גם החום  מכאן, בין הפסים

2gEe/-הסגולי מתכונתי ל  ולכן הוא קטן מאוד ביחס לחום הסגולי הפונוני. בחשבון מדויק ,

  התרומה של האלקטרונים בפס ההולכה לאנרגיה הממוצעת (ליחידת נפח) היא יותר,
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  ( ) 3/2

0

/ ( ) ( ) ( 3 /2)c

e

E x
c e e c B e

E
E V dEg E f E E E n C e dxx e E k T n  

 
       ,  )6.9.16(  

  

3/2כאשר השתמשנו באינטגרל  5/2
0

3 /(4 )xdxx e   
   בטמפרטורות  ).6.9.7( ובמשוואה

)21/2/נמוכות, האיבר המוביל בחום הסגולי הוא  / ) gE
V c eC E n T e      תרומה דומה .

מתקבלת מהחורים בפס הערכיות. שתי התרומות קטנות מאוד לעומת החום הסגולי הפונוני, אבל 

  ערכיות וההולכה איננו גדול מדי.אפשר למדוד אותן, כאשר פער האנרגיה בין פסי ה
  

  צפיפות המצבים היא ,n במוליך למחצה מטיפוס .מוליכים למחצה אקסטרינסייםנעבור ל
  

  
[ ( )],

( )
,

D c

e c c

x g E E E E
g E

C E E E E

  
 
  

 



,  )6.9.17(  

  

)הוא הניוון של הרמה  gכאשר  )E  הממוצעת היא, שנמצאת בתוך הפער. לכן האנרגיה  
  

  ( ) 3/2

0

/ ( ) ( ) [ ( )] ( ) cE x
c e eE V dEg E f E E g f E E E n C e dxx e  


      


     

)6.9.18(                                            ,   [ ( )] ( ) ( 3 /2)c B eg f E E E k T n   


   

) ושל האינטגרל שהוזכר לעיל. התוצאה הזאת זהה 6.9.7כאשר השלב השני נובע מהצבה של (

איברים שנובעים מהאִכלוס של לאנרגיה הממוצעת של מוליך למחצה אינטרינסי, בתוספת 

  האטומים התורמים.

  

  

קלא�יות של אלקטרונימ בפוטנציאל -משוואות התנועה החצי  :6.10
  מחזורי

  

 בהינתן פסי האנרגיה שנדונו עד כה, נבדוק עכשיו מהם התנע הסריגי ומהירות האלקטרון:

הפשוט של מודל  השינויים הנדרשים לתיאור התנועה של האלקטרונים בסריג, בהשוואה לחישוב

. נתחיל בחישוב המהירות הממוצעת של האלקטרון. כידוע 6.3זומרפלד שהופיע בסעיף 

ˆמהמכניקה הקוונטית, האופרטור הקוונטי שמייצג את התנע של אלקטרון הוא  i p   סעיף]

שמקיים את משפט , "פרקים בפיסיקה מודרנית"]. ערך התוחלת שלו במצב הקוונטי 6, יחידה 3.4

) בלוך, ) ( )i
n ne u  k r

k kr r ) הוא )],6.4.3[משוואה  
  

  3 *| | [ ( )] ( )[ ( )]i i
n n n nn i d r e u i e u       k r k r

k k k kkp r r  .  )6.10.1(  
  

) גזירה נותנת ) | [ ( )] [ ] ( )i i
n ni e u e i u   k r k r

k kr k r   , ולכן  
  

  3 *[ ( )] ( )[ ( )]n nn d r u i u   k kkp k r r ,  )6.10.2(  
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(פרט  איננו התנע של החלקיק k- כשהשתמשנו בנורמליזציה של פונקציית הגל. מכאן רואים ש

 kלמקרה הפרטי של חלקיק חופשי, שעבורו האיבר השני מתאפס). עם זאת, תיכף נגלה כי הגודל 

  ".תנע סריגיכן מתפקד במובנים מסוימים כמו תנע, ולכן (כפי שכבר הזכרנו) נהוג לכנותו בשם "
  

). נבדוק עכשיו איך הפתרונות 6.4.13את התנע המלא של האלקטרון נתחיל ממשוואה (כדי לחשב 

  . פיתוח טיילור של האנרגיה נותןk של המשוואה הזאת משתנים, כשמשנים מעט את הוֶקטור
  

  2( ) ( ) ( ) ( )n n nE E E O     kk δ k δ k .  )6.10.3(  
  

  ) הוא6.4.13אופרטור ההמילטוניאן באגף שמאל של משוואה ( מצד שני,
  

  
2 2 2

ˆ ˆ( ) ( ) ( )
2

H H im m
      k δ k δ k .  )6.10.4(  

  

נ) עבור האנרגיות העצמיות של 4.2אם מתייחסים אל האיבר השני כאן כאל הפרעה, אזי משוואה (

ˆ ( )H k δ  ,נותנת כי התיקון הראשון של האנרגיה הוא ערך התוחלת של ההפרעה  
  

  
2

2( ) ( ) ( )n n n nE E u i u Om       k kk δ k δ k ,  )6.10.5(  

  

והשוואה בין שני הביטויים נותנת 
2

( )n n nu i u Em   k k kk k  ) 6.10.2. הצבה במשוואה (

  נותנת לבסוף את המהירות הממוצעת של האלקטרון, 
  

  
1 1

( )nn n Em  kk kv p k

 .  )6.10.6 (  

  

של חבילת גלים במכניקה הקוונטית [ראו  מהירות החבורההביטוי הזה זהה לביטוי המוכר עבור 

  ).]6.3.17), וכן הערות לפני משוואה (5.1.10גם משוואה (
  

n) משחזרת את התוצאה 6.10.6עבור חלקיק חופשי, משוואה ( kp k  ראו גם משוואה]

תנע. כאשר )]. במקרה הזה התנע של האלקטרון הוא קבוע בזמן, ומתקיים חוק שימור ה6.10.2(

מצבי האלקטרון נמצאים בפסי אנרגיה, שנובעים מהפוטנציאל המחזורי של היונים בגביש, משוואה 

) יכולה לתת תוצאות שונות מאוד. בפרט, התנע כבר איננו "מספר קוונטי טוב", ולכן איננו 6.10.6(

)) ראינו כי המרכיב של 6.9.5מקיים חוק שימור. במשוואה ( )nEk k  שניצב לדפנות של אזורי

 ברילואן, מתאפס שם, ולכן גם מהירות האלקטרון היא אפס על הדפנות הללו, אף שהתנע הסריגי

אינו מתאפס שם. זה קשור ישירות לעובדה שפונקציית הגל של האלקטרון על הדפנות מתארת גל 

עומד, כפי שראינו בדוגמאות בסעיפים הקודמים. בפרט, ההתאפסות הזאת נובעת מפיזור בראג של 

) 6.10.2). האיבר השני במשוואה (6.6האלקטרון מהפוטנציאל המחזורי של היונים בסריג (סעיף 

nuאת התנע שהאלקטרון מחליף עם הסריג המחזורי בפיזורי בראג שלו [הצבה של  מייצג k 

  ) נותנת סכום משוקלל של וקטורי הסריג ההופכי]. 6.10.2) במשוואה (6.6.10ממשוואה (
  

 , כמו במשוואהחבילת גליםלמעשה האלקטרון ה"קוונטי" מתואר על ידי  משוואות התנועה:

). חבילת הגלים מרוכזת בקירוב במרחב התנע סביב התנע הממוצע, ובמרחב הרגיל סביב 5.1.9(
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המיקום הממוצע של האלקטרון. משפט אהרנפסט במכניקה הקוונטית קובע כי הגדלים 

הממוצעים האלה מקיימים את משוואות התנועה הקלאסיות (זהו עקרון ההתאמה). בנוכחות 

ם שמתארות את האלקטרון מורכבות מקומבינציות של הפוטנציאל המחזורי חבילות הגלי

המחזורי שמופעל על ידי היונים  הפוטנציאלפונקציות בלוך, שכבר מכילות את ההשפעה של 

בגביש. אם קיים רק הפוטנציאל המחזורי, אזי האנרגיה של האלקטרון מתוארת על ידי האנרגיה 

)שלו בפס,  )nE kוהתנע הסריגי , k .גם המהירות  הוא מספר קוונטי טוב, שמקיים חוק שימור

), נשארת קבועה בזמן. 6.10.6הממוצעת של האלקטרון (שמתואר על ידי חבילת הגלים), משוואה (

השינוי היחיד בזמן של התנע הזה (או של המהירות) יבוא רק כאשר על האלקטרון פועלים כוחות 

נוספים, כגון שדה חשמלי חיצוני. כשהכוחות האלה חלשים, אזי הרוחב של חבילת הגלים 

, קטן לעומת הגודל של אזור ברילואן, חבילת הגלים נשארת בפס kשמתארת את האלקטרון, 

של פס  nאנרגיה יחיד, ואיננה מכילה תרומות מפסים שונים (במילים אחרות, האינדקס 

ויות). במקרה זה פונקציית הגל של האנרגיה נשאר מספר קוונטי טוב, שאיננו משתנה גם בהתנגש

/1החבילה פרושה במרחב ה"רגיל" על פני אזור שגדול בהרבה מקבוע הסריג (מסדר גודל של  k ,(

, מתייחס לממוצע על האזור הזה, שכולל הרבה תאי יחידה. r-ומיקום החלקיק, שיסומן להלן ב

ממשוואות  rושל  kפשר לחשב את התלות בזמן של הממוצעים הקוונטיים של במקרה הזה א

)- התנועה הקלאסיות, שבהן מחליפים את האנרגיה הקינטית ב )nE k. " חציהקירוב הזה נקרא -

היונים, שפועל על האלקטרון במרחקים קטנים, ", כי השפעת הפוטנציאל המחזורי של קלאסי

מסדר גודל של קבוע הסריג, נכללה כבר בחשבון קוונטי מלא ומדויק, אבל השפעת הכוחות 

הנוספים, במרחקים גדולים יותר, מטופלת באופן קלאסי (תוך הזנחת תיקונים קוונטיים). כפי 

יון. במקרים אחרים (כמו קלאסי מתאר היטב את הניס-שנראה, בהרבה מקרים הקירוב החצי

  אפקט הול הקוונטי, שיידון בסעיף הבא), יש להוסיף תיקונים קוונטיים.
  

קלאסי ניתנת על -בנוכחות פוטנציאל חשמלי קבוע בזמן, האנרגיה של האלקטרון בקירוב החצי

  ידי
  ( )nE E e k,  )6.10.7(  

  

הוא הפוטנציאל החשמלי שקשור לשדה החיצוני,  כאשר   rE  מאחר שחבילת הגלים .

  גזירה לפי הזמן נותנת היא צרה, האנרגיה הזאת איננה משתנה הרבה בין מרכיבי חבילת הגלים.
  

  ( ) ( ) ( )n n nE E e E e e          k r rkk k k r v k       ,  )6.10.8(  
  

v המקורבת) ובהגדרה 6.10.6(-כאשר השתמשנו ב r מחוק שימור האנרגיה, אגף שמאל .

  ולכן מתאפס (כי האנרגיה קבועה בזמן),
  

  e e  rk E .  )6.10.9(  
  

eמשוואת התנועה הזאת דומה למשוואת התנועה הקלאסית  p Eהבסיס למשוואה  ה, שהיית

) בתורת זומרפלד. ההבדל היחיד הוא שבמשוואת 6.3.18או למשוואה ( ) בתורת דרודה6.2.3(

איננו התנע האמיתי של  k-. אף שk התנע מוחלף על ידי התנע הסריגיהתנועה הנוכחית 
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קלאסית, ולכן גם בכל -האלקטרון, הוא ממלא את התפקיד של תנע במשוואת התנועה החצי

המשוואות שנובעות משימור התנע, למשל בהתנגשויות. ההבדל היחיד לעומת חוקי השימור 

הקלאסיים הוא שהתנע הסריגי מוגדר רק עד כדי וקטור סריג הופכי, ולכן אחרי התנגשות הוא 

דיון אחרי משוואה  ראו גם[ Umklapp סריג הופכי. התהליך הזה נקראיכול "לקפוץ" בוֶקטור 

  התנע העודף נבלע על ידי הגביש כולו.  .)]5.8.4(
  

 אם מתעלמים מהתנגשויות, אזי בשדה חשמלי קבוע התנע הסריגי גדל לינארית בזמן,

( ) (0)t e t k k E ) 6.10.6שוואה (). הצבה באגף ימין של מ6.3.18, בדיוק כמו במשוואה (

  נותנת לכן

  
1

( ) [ (0) / ]nt E e t kv k E 

 .  )6.10.10(  

  

, מתקבל שהמהירות של kמאחר שהאנרגיה של הפס מתנדנדת באופן מחזורי כפונקציה של 

האלקטרון מתנדנדת כפונקציה של הזמן. שדה חשמלי קבוע גורם לאלקטרונים לנוע בתנודה 

). בפרט, Bloch oscillations. התנודה המחזורית הזאת נקראת על שמו של בלוך (מחזורית בזמן

)אם  )tk קטנה לאפס 6.10.10, אזי המהירות במשוואה (מתקרב לגבול בין שני אזורי ברילואן (

)] ומחליפה את סימנה כפונקציה של הזמן. ההתנהגות המפתיעה הזאת, ששונה 6.9.5[משוואה (

מאוד מהגידול הלינארי של המהירות עם הזמן של חלקיק חופשי, נובעת ישירות מהפוטנציאל 

ה של הפיזור שלהם מנקודות המחזורי ומההתאבכות של הגלים שמתארים את האלקטרון כתוצא

הסריג. שילוב של התוצאה הזאת עם תורת דרודה, שבה תנועת האלקטרון נמשכת בממוצע עד 

tלזמן הרלקסציה  ,יוצר בשיווי משקל מהירות ממוצעת , 
1

[ (0) / ]nE e  kv k E 

. 

כיוון הפוך לכיוון של השדה עבור זמן רלקסציה מספיק ארוך ייתכן שלמהירות הזאת יש 

, בדרך כלל זמני הרלקסציה קצרים יותר מזמן המחזור של 6.10.1החשמלי. כפי שנראה בשאלה 

  ולכן לא מגיעים למצב הזה. אוסצילציות בלוך,
  

 ) מראה כי שדה חשמלי קבוע גורם לאלקטרונים לנוע בתנודה מחזורית בזמן.6.10.10משוואה (

ל היונים נשארים קבועים במקומם, יוצא ששדה חשמלי קבוע יוצר מאחר שהמטענים החיוביים ע

מומנט דיפול חשמלי מתנודד (בתנאי שזמן הרלקסציה מספיק ארוך). בפועל, מומנט הדיפול 

הכללי מתקבל כסכום של מומנטי הדיפול של כל האלקטרונים בפס ההולכה. אלקטרונים 

 מומנט הדיפול הכללי מתאפס עבור פס מלא.בחלקים שונים של הפס נעים בכיוונים שונים, ולכן 

  .6.10.1חישוב מפורט ניתן בשאלה 

  

  6.10.1שאלה 

, אזי b הופכי בסיסיהוא בכיוון של וקטור סריג  Εהוכיחו כי אם השדה החשמלי   .א

Tהאלקטרון מבצע תנועה מחזורית במרחב, עם זמן מחזור  /( )b e ,  כאשר| |  Ε.  

1Åa העריכו את זמן המחזור עבור סריג קובי פשוט, עם קבוע סריג  .ב   ושדה חשמלי
4E 10 /cmV 6.2. השוו את התוצאה עם זמן הרלקסציה האופייני, כפי שהוערך בסעיפים 

  . האם ייתכנו תנאים שבהם ניתן למדוד את אוסצילציות בלוך?6.3-ו
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מתואר על ידי  הולכה, פס הa וקבוע סריג Lממדי בעל אורך - במוליך למחצה חד  .ג

0( ) cos( )E k E ka  .  בטמפרטורה אפס הפס מלא עד רמת פרמי. חשבו את מומנט

  ון הסריג.הדיפול החשמלי שמושרה על ידי שדה חשמלי קבוע בכיו

  

הממוצעת  ), אפשר לחשב את התאוצה6.10.6( משוואה בהינתן :האפקטיבית והמסה התאוצה

  של האלקטרון:

  
1

[ ( )]nn n
d d Edt dt  kk ka v k


.  )6.10.11(  

  

  של התאוצה הוא לכן - מרכיב
  

  
*

1 1
( )nn

da E k ek k dt m  
   

             
 k k


 ,  )6.10.12(  

  

  ), וכאשר הטנזור של המקדמים,6.10.9כאשר השתמשנו במשוואה (
  

  
2

* 2

( )1 1 nE
k km  

      

k


,  )6.10.13(  

  

/1)מחליף את המסה שמופיעה בחוק השני של ניוטון,  )m e a Ε:הטנזור  . הסימון קצת מבלבל
*m ) הטנזור הזה 6.10.13מוגדר כמטריצה ההפוכה של המטריצה שמופיעה באגף ימין של .(

. בקירוב האלקטרון הכמעט חופשי מתקיים המסה האפקטיבית של האלקטרוןמוגדר כטנזור של 

(0)בקירוב  2 2
1( ) ( ) /(2 )E E m k k k, ולכן שם מתקיים בקירוב *( )m m ,  כאשר 

שווה בקירוב למסה של האלקטרון החופשי, כמו במשוואות שמוכרות לנו מהמכניקה הקלאסית. 

בכל מקום אחר, ובפרט ליד נקודות המינימום של הפסים האחרים, אין קשר בין המסה 

) נוגדת את כל הכללים 6.10.12האפקטיבית לבין המסה של האלקטרון החופשי. משוואה (

הקלאסית: אם הטנזור של המקדמים איננו אלכסוני, אזי שדה  האינטואיטיביים של המכניקה

חשמלי בכיוון אחד גורם לתאוצה של האלקטרון בכיוון ניצב אליו! גם אם הטנזור אלכסוני, ייתכן 

ואז  מצב שבו מרכיבים שונים של השדה יוצרים תאוצות שונות. בהרבה מקרים הטנזור אלכסוני,

  .6.9.2מתקבל קשר הנפיצה שנדון בשאלה 

  

  6.10.2שאלה 

נ)] כדי לבטא את הטנזור ההפוך של 4.3השתמשו בסדר השני של תורת ההפרעות [משוואה (

nuהמסה האפקטיבית באמצעות אינטגרלים שמכילים את פונקציות בלוך המחזוריות  k.  

  

  6.10.3שאלה 

טי בקירוב האלקטרון הכמעט השתמשו בתוצאות עבור האנרגיות של האלקטרון ליד פער אנרג

  כדי לקבל את טנזור המסה האפקטיבית. )6.6.5שאלה (למשל,  חופשי

  

m
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ממשוואה  בקירוב של דרודה, המהירות הממוצעת המתקבלתהמוליכות של אלקטרונים וחורים: 

  ) עבור שדה חשמלי קבוע היא6.10.12(
  

  
*

1
E nn

n
v e

m 
 

    
 

 kk
k

 ,   )6.10.14(  

  

כאשר הרשינו גם זמני רלקסציה שונים עבור פסים שונים ועבור ערכי תנע סריגי שונים. בהכללה 

על כל המצבים שמכילים אלקטרונים,  תקבל מהסכוםתהזרם הכללי ), צפיפות 6.2.4של משוואה (

   בכל הפסים:

  n
n

e
V   k

k
j v,   )6.10.15(  

  

שהופיעה  nהוא נפח הדגם [הסכום שמחולק בנפח מחליף את צפיפות האלקטרונים  Vכאשר 

שם וכאן]. הגדרנו את פסי  n). נא לא להתבלבל בין שתי המשמעויות של 6.2.4במשוואה (

עם מהירות מסוימת יש  הערכיות כפסים שכל המצבים בהם מלאים באלקטרונים. לכל אלקטרון

בפס אלקטרון אחר עם המהירות ההפוכה (בגלל הסימטריה  k k והסכום על מהירויות כל ,(

האלקטרונים בפס כזה נותן זרם ששווה לאפס. לכן, המוליכות נובעת רק מהאלקטרונים שבפסים 

  שאינם מלאים (כלומר פסי ההולכה). מכאן,
  

   j σ Ε
 ,  )6.10.16(  

  

  הוא טנזור המוליכות הסגולית כאשר
  

  
2

*

1
n

n n

e
V m



 
 

  
 

 k
k k

 ,  )6.10.17(  

  

  ) 6.2.5והסכום הוא רק על פסים שאינם מלאים. שתי המשוואות האלה מכלילות את משוואות (

   ) של דרודה.6.2.6( -ו
  

 ובאנרגיה ckבתנע סריגי  ,בתחתית פס ההולכה יש לאנרגיה מינימום כפונקציה של התנע הסריגי

cEהאפקטיבית אלכסוני ואיזוטרופיהמסה נניח שטנזור  . אם ,
2 * 2( ) [ /(2 )]( )c c cE E m  k k k נקבל ,*/c cc e m v E.  האלקטרונים נעים בכיוון הפוך

לכיוון השדה החשמלי, כפי שמצופה ממטענים שליליים. לעומת זאת, בחלק העליון של פס 

בהנחה שהמקסימום איזוטרופי,  .vEובאנרגיה  vkבתנע סריגי  הערכיות יש לאנרגיה מקסימום,

2האנרגיה ניתנת על ידי  * 2( ) [ /(2 )]( )v v vE E m  k k k, 0* כאשר vm המסה האפקטיבית .

*-) היא שלילית ושווה ל6.10.13שהוגדרה במשוואה (
vm משוואת התנועה נותנת עכשיו .

* *( / )[ ( ) ] /v v v v vv m e m    v k k Εהתנע  . לכן, האלקטרונים נעים בכיוון הפוך לכיוון

כמו חלקיקים בעלי  מתנהגים הם, אחרות במילים. ובאותו הכיוון של השדה החשמליהסריגי, 

מטען חיובי! מהסיבה הזאת מתייחסים אל נושאי המטען בפס הערכיות כאל "חורים" בעלי מטען 

חיובי. ניתן להבין זאת גם באופן אינטואיטיבי: כשאלקטרון נע בגלל השדה החשמלי, הוא ממלא 
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ות (שהיה מאוכלס על ידי חור). המקום שממנו האלקטרון יצא מתרוקן מקום ריק בפס הערכי

  ולכן החור "נע" בכיוון הפוך לכיוון שבו נע האלקטרון. עכשיו,
  

במוליכים למחצה אינטרינסיים יש תרומה גם מהאלקטרונים בפס ההולכה וגם מהחורים בחלק 

יש מסות אפקטיביות לאלקטרונים בתחתית פס ההולכה העליון של פס הערכיות העליון. 

2חיוביות, ותרומתם לטנזור המוליכות יכולה להירשם בקירוב בצורה  *(1/ )e e cn e m  לעומת .

זאת, כפי שכבר ראינו לעיל, לאלקטרונים בחלק העליון של פס הערכיות יש מסות אפקטיביות 

אילו  ם באופן הבא:שליליות, והם מתנהגים כמו חלקיקים עם מטען חיובי. אפשר לראות זאת ג

זרם צפיפות אפשר לבטא את לאפס. לכן,  הזרם הכללי היה שווה יאז ,הפס היה מלא

  בצורה הבאה: ערכיות הכמעט מלאהאלקטרונים בפס ה
  

  full edge edge hn e    j j j j v ,  )6.10.18(  
  

) כאשר ) /electrons e V j v 0 זרם האלקטרונים בפס,צפיפות א יהfull j יא צפיפות ה

edge-הזרם אילו הפס היה מלא, ו hn e j v ונים החסרים הזרם של האלקטרצפיפות א יה

שמהם יצאו אלקטרונים  מצביםמספר האלקטרונים הללו שווה למספר ה בקצה העליון של הפס.

e והזרם שהיה צריך להיות לכל אחד מהם הואכה, אל פס ההול v.  6.10.18של (אגף ימין (

  נקבל בסך הכול .v שנע במהירות ,e נראה כמו זרם של חלקיקים שלכל אחד מהם יש מטען
  

  
2

2
* * *

1 1 1
n e e h h

n n c v

e e n nV m m m
  

   
      

        
       

 k
k k

 ,  )6.10.19(  

  

  כך שהן חיוביות. הוגדרו בהיפוך סימן,כאשר המסות האפקטיביות של החורים 
  

בטמפרטורה, ראו  , תלויים אקספוננציאליתhn-ו enנזכיר שוב כי מספרי האלקטרונים והחורים, 

). אם מתעלמים 6.9.15(-) ו6.9.11או משוואות ( 6.8למשל את הדיון על מוליכים למחצה בסעיף 

מהתלות בטמפרטורה של זמני הרלקסציה, אזי במוליכים למחצה אינטרינסיים מתקיים 
/23/2 gET e  טורה, . לכן, המוליכות של מוליכים למחצה כאלה עולה עם עליית הטמפר

בניגוד למוליכות של מתכות, שיורדת עם עליית הטמפרטורה בגלל הירידה של זמן הרלקסציה 

)]. עם זאת, במוליכים למחצה אקסטרינסיים מספר מוליכי המטען משתווה 6.3.23[חוק מתיאסן (

די מהר למספר התורמים (או המקבלים), ואז הוא נשאר קבוע, והמוליכות יורדת עם עליית 

  ה בגלל הירידה של זמני הרלקסציה עם עליית הטמפרטורה.הטמפרטור

  

  

  אלקטרונימ בשדה מגנטי  :6.11
  

מקומו  ממלא את k) ראינו שהגודל 6.10.9מהדיון אחרי משוואה (קלאסיות: -המשוואות החצי

, ובהיעדר התנגשויות, Βואחיד  בשדה מגנטי קבועקלאסיות. -של התנע במשוואות התנועה החצי

  ) מקבלת את הצורה6.2.8קלאסית (- משוואת התנועה החצי
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  ( ) [ ] [ ( ) ]
d e et Edt c c     kk v Β k Β


 ,  )6.11.1(  

  

נמצא במישור שמאונך  kלכן, השינוי בזמן של הוֶקטור  ).6.10.6כאשר השתמשנו גם במשוואה (

. מאחר שגרדיאנט האנרגיה Ek-בתוך אותו המישור השינוי הזה מאונך גם ל לשדה המגנטי.

ממדי), -ממדי במרחב התנע הסריגי התלת-משטח דו (שהוא אנרגיה- שווהמאונך למשטח  kלפי 

האנרגיה עם המישור שמאונך לשדה - נע על קו החיתוך של המשטח שווה kמתקבל כי הוֶקטור 

. מאחר XY- נע במישור k, אזי הוֶקטור z- המגנטי. אם השדה המגנטי הוא בכיוון ציר

האלקטרון נע על שהאלקטרונים יכולים לנוע רק על משטח פרמי, מתקבל  שבטמפרטורות נמוכות

  .חיתוכים של משטח פרמי עם מישורים שמאונכים לשדה המגנטי
  

 , ליד נקודות הקיצון של הפסים6.8כפי שראינו בסעיף  :התנועה המחזורית על משטח פרמי

ב מעגלים. בתחתית הפס המשטח של פרמי קרוב לכדור, ולכן החתכים שלו עם מישור הם בקירו

נעים אלקטרונים, וליד המקסימום שלו נעים חורים. בכל מקרה, אם החתך הוא קו סגור, אזי 

תלות בזמן של מרכיב התנע ה), 6.11.1(התנועה של החלקיק סביבו היא מחזורית. ממשוואה 

2 הסריגי המשיק למסלול היא
|| / [ /( )] | |dk dt e c E  k , זמן המחזור הוא ולכן  

  

  
2 2||

0

( , )
| |

dk dA E kc cdt e E e dE


   

  
k

  
 ,  )6.11.2(  

  

הוא אינטגרל על פונקציה סקלרית לאורך ההיקף של המסלול הסגור שנוצר מחיתוך   כאשר

בשלב האחרון זיהינו כי האינטגרל שווה להפרש משטח פרמי עם המישור המאונך לשדה המגנטי. 

E- ו Eשני מסלולים באנרגיות  על ידי השטחים שמוקפיםבין  dE שמסומן על ידי ,dA,  שמחולק

ולכן מאונך למישור ( כאשר שומרים על מרכיב התנע הסריגי שמקביל לשדה המגנטי, dEעל ידי 

   התנועה) קבוע.

  

  6.11.1שאלה 

 ) ישירות ממשוואות התנועה6.11.2קבלו את התוצאה (
2x

y

e Ek kc
 





 ,

2y
x

e Ek kc
  





 

   ).-(השדה המגנטי הוא בכיוון ציר

  

, ואידכאשר האנרגיה היא פרבול , החלקיקים נעים על הקו של פרמי.ממדי-בסריג דו

2 2 */(2 )E m k, המהירות קבועה,ו הפס), נקודות הקיצון שלהקו הזה הוא מעגל (קרוב ל 
2 */F FE v k m k  2 . היקף המעגל הוא Fk ולכן T 2 / c  כאשר ,*/( )c e m c   

) 6.2.9[משוואה ( חלקיק חופשי בשדה מגנטי המוכרת מהתנועה של תדירות הציקלוטרוןהיא 

עבור חורים יש להחליף את הסימן של . ], כשהמסה מוחלפת במסה האפקטיבית6.2.3ושאלה 

  ולכן הם ינועו במגמה הפוכה סביב אותו קו. המסה האפקטיבית,
  

z
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עם שדה מגנטי  ,6.9.2עבור האנרגיה האליפסואידית שנדונה בשאלה נראה כי  6.11.2בשאלה 

ˆ קבוע בכיוון כללי Β n, תדירות הציקלוטרון היא  
  

  * 2 * 2 * 2 * * *ˆ ˆ ˆc x x y y z z x y ze m m m c m m m       n n n.  )6.11.3(  

  

(למשל, על ידי בליעה  תדירות הציקלוטרון של אלקטרונים וחורים על סריג מחזורי ה שלמדיד

מידע רב על  נותנתוונים שונים של השדה המגנטי יעבור כרזוננטית של קרינה בתדירות הזאת) 

  בכלל ועל המסות האפקטיביות בפרט. המשטח של פרמי
  

כאשר  של מישורים עם המשטח של פרמי יכולים לקבל צורות רבות. בשלושה ממדים החיתוכים

הפס כמעט ריק (או כמעט מלא), משטחי פרמי קרובים לכדורים, וכל החיתוכים שלהם עם 

מישורים הם קווים סגורים (שקרובים למעגל או לאליפסה). בכל המקרים הללו מתקבלת תנועה 

עם זאת, ככל שהפס מתמלא, ומשטחי פרמי מגיעים  מחזורית סביב הקווים הללו, כפי שתואר לעיל.

, 6.8.8עד לגבולות של אזורי ברילואן, המצב מסתבך. נסתכל, למשל, על משטח פרמי שהוצג באיור 

מציגה חיתוכים של  6.11.1ערכית על הסריג הקובי הפשוט. השורה העליונה באיור - עבור מתכת חד

. כפי שניתן לראות, כל z- שמקביל לציר המשטח הזה עם מישורים שניצבים לשדה המגנטי,

המסלולים הם קווים סגורים, והתנועה עליהם מחזורית, כפי שתיארנו לעיל. לעומת זאת, השורה 

Y במישור x- התחתונה באיור מתארת מה קורה כשמסובבים את השדה המגנטי סביב ציר Z .

נוספים גם מסלולים  גדלה, בזוויות קטנות מאוד מתקבלים מסלולים סגורים, כמו קודם. כשהזווית

   יכולים לנוע ללא הגבלה. האלקטרוניםפתוחים, שעליהם 

  

       
  / 1zk a    / 0.6zk a    / 0.4zk a    / 0zk a    

          
  /16   /8   3 /16   /4   

למעלה: הגבולות בין השטחים הכהים והשטחים הבהירים מייצגים חיתוכים של משטח  :6.11.1איור 
zk/ ערכים אחדים של , עבורz-עם מישורים שניצבים לציר 6.8.8פרמי מאיור  a . :חיתוכים של  למטה

  .y-עם ציר ויוצרים זווית  z-אותו משטח עם מישורים שעוברים דרך ציר
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  6.11.2 שאלה

  ).6.11.3הוכיחו את משוואה (

  

  6.11.3שאלה 

השתמשו  ) נותנת את המסלול של תנועת האלקטרון במרחב התנע הסריגי.6.11.1משוואה (

  ל הואבמשוואה הזאת כדי להוכיח כי המסלול במרחב הרגי
  

2 ˆ ˆ( ) (0) [ ( ) (0)]B Bt l t v t    r r Β k k Β,  

  

ˆכאשר  / Β Β ,2 /( )Bl c e   ו האורך המגנטי","הוא ריבוע-ˆ
Bv  r Β  הוא מרכיב

הראו כי השלכת המסלול הזה על  המהירות שמקביל לשדה המגנטי (שאינו משתנה עם הזמן).

מישור ניצב לשדה המגנטי מתקבלת מסיבוב המסלול במרחב התנע הסריגי וכיול של 

2בגורם הכפלי  הקואורדינטות
Bl.  

  

  6.11.4שאלה 

שמרו רק על  כאשר בזרם משתתפים גם אלקטרונים וגם חורים. ,מצאו את מקדם הול  .א

  שדה המגנטי. איברים לינאריים ב

10בצורן (סיליקון), שהוא מוליך למחצה אינטרינסי, מתקיים   .ב 31.5 10 cmin  , 
2 1 13 1450cm sece h V     שרטטו את התלות של מקדם הול בריכוז האלקטרונים .

לאיזה ריכוז של אלקטרונים בפס ההולכה מקדם הול מתאפס? לאיזה ריכוז  בפס ההולכה.

  מקדם הול מקסימלי/מינימלי? 

 –) 6.2.12בניגוד למשוואה ( –הכלילו גם איברים מסדר ריבועי בשדה המגנטי והראו כי   .ג

 התנגדות-ומגנטתלויה בשדה המגנטי. התלות הזאת נקראת  xxההתנגדות הסגולית 

)magnetoresistance.(  דונו במיוחד במקריםe hn n ו-e hn n .  

  

 . במישור שניצב לשדה המגנטי,z-נניח עכשיו שהשדה המגנטי מצביע בכיוון ציר :רמות לנדאו

נע על  m*קלאסי שתואר לעיל הראה כי חלקיק "חופשי" עם מסה אפקטיבית -החשבון החצי

)/*מסלול סגור בתנועה מחזורית, עם תדירות הציקלוטרון  )c e m c   כפי שראינו במקרים .

רמות האנרגיה  אחרים, המכניקה הקוונטית של תנועה מחזורית מחייבת קוונטיזציה של

1-שמתארות את התנועה הזאת, כך שההפרש בין רמות עוקבות שווה ל cE E     .  חשבון

קוונטי מלא (ראו בנספח לפרק זה) אכן מראה שהתנועה המחזורית במישור דומה לתנועה של 

  הרמוני, עם רמות האנרגיה הבדידות ילטורצאוס
  

  ( 1/2) cE    .  )6.11.4(  
  

. בשלושה ממדים האנרגיה הכללית של האלקטרון היא רמות לנדאורמות אלה נקראות 
2 2 *( , ) /(2 )z zE k E k m   ,כשהאיבר השני מתקבל מהתנועה במקביל לשדה המגנטי ,

  הוא מרכיב התנע בכיוון השדה המגנטי). zkשאיננה מושפעת ממנו (
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. עבור A- ב -התנע שמוקף על ידי המסלול שמתאים לרמת האנרגיה הנסמן את השטח במרחב 

 ) 1 ),6.11.2גדול אפשר להשתמש במשוואה
2

1

A A dA e
E E dE c





   


 

  
1הצבת  . cE E      

1נותנת  2 /( )A A e c      2 –עד כדי קבוע אדיטיבי  –, ולכן /( ) .A e c const    

  מוכיחה כי 6.11.5שאלה 

  ( 1/2)2 /( )A e c    .   )6.11.5(  
  

האנרגיות המותרות  נתון, עבור חלקיק "חופשי" (עם אנרגיה פרבולית במספרי הגל), ועבור 

המצבים על כל גליל כזה מתמלאים בכיוון  .Aנמצאות על גליל במרחב התנע, ששטח בסיסו הוא 

 zFkהאנכי עד שהאנרגיה מגיעה אל רמת פרמי, כאשר הגליל חותך את כדור פרמי, וגובהו 

)מתקבל מהמשוואה  , )zF FE k E (א) מראה את הגלילים הללו בתוך הכדור של 6.11.2. איור

פרמי שמתאים לאלקטרון החופשי (ללא שדה מגנטי). ככל שרמת לנדאו עולה, רדיוס הגליל גדל 

 וגובהו קטן. השטח שמוקף במסלול המחזורי של תנועת האלקטרון על משטח פרמי הוא
* 2( 1/2)2 /( ) 2 /F FA e c E m       .(!בדקו)  

  

              
  (ב)  (א)    

(א) הנקודות במרחב התנע שמתאימות לרמות האנרגיה של אלקטרון "חופשי" עם שדה  :6.11.2איור 
מגנטי בכיוון האנכי. כל רמה של לנדאו מתאימה למצבים על אחד הגלילים, והחיתוך המעגלי של הגליל 

יפות המצבים שמתוארים בחלק (א), עם הכדור המקורי של פרמי מתאר את רמת פרמי המתאימה. (ב) צפ
). הקו המנוקד מראה את צפיפות המצבים של חלקיק חופשי בשלושה ממדים בהיעדר 6.11.6משוואה (

g השדה המגנטי, E.  

  

  6.11.5שאלה 

נקבע על ידי  ,K, (א)6.11.2באיור  -רדיוס הגליל ה עבור אלקטרון "חופשי" בשדה מגנטי,

2 השוויון 2 */(2 )E K m .  בטאו אתA  באמצעותK 6.11.5את משוואה ( והוכיחו.(  

  

 הערכים של מספר הגל בכיוון שמקביל לשדה המגנטיצפיפות המצבים בשלושה ממדים: 

2, שדהשל הדגם בכיוון ה zL הסופי בגלל האורך לים ערכים בדידיםבמק /z z zk n L  עם)zn 

, ומתארים "רצף בדיד" עבור דגם גדול. מאחר שהתנועה בכיוון הזה היא "חופשית" בממד שלם)
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]1/2אחד, צפיפות המצבים שלה מתוארת על ידי  ( 1/2) ]cC E      בכל פעם . )6.3.4(שאלה  

  ולכן צפיפות המצבים הכללית היא "נפתח" המילוי של רמת לנדאו נוספת, ,1-עולה ב -ש
  

  1/2

0

( ) [ ( 1/2) ] [ ( 1/2) ]c cg E C E E 





     


   ,  )6.11.6(  

  

)כאשר  )x 0כאשר  0-היא פונקציית המדרגה, ששווה לx  0כאשר  1-ולx  ראו איור ,

)רמות לנדאו המאוכלסות חייבות לקיים  (ב).6.11.2 1/2) c FE   כאשר ,FE  היא רמת

פרמי. כאשר מגדילים את השדה המגנטי, המרווח ביו רמות לנדאו גדל, ומספר הרמות 

המאוכלסות קטן (הגליל בעל הרדיוס הגדול ביותר יוצא מהכדור של פרמי). בכל פעם שהערך של 

*1/2 /( ) /( )F F c FE E m c e      רמת לנדאו העליונה שהייתה מאוכלסת 1-יורד ב ,

בים "קופצת" מהענף העליון שלה לענף שתחתיו [על אחד הקווים מתרוקנת, וצפיפות המצ

  (ב)]. 6.11.2האנכיים באיור 
  

ביסמות  הסוסצפטיביליות המגנטית של :דה האס- בושובניקוון אלפן - האפקטים של דה האס

)Bi( ון אלפןו דה האסעל ידי  1930- ) מתכתי נמדדה בde Haas and van Alphen והם מצאו ,(

שבשדות מגנטיים גדולים ובטמפרטורות נמוכות התוצאות הן פונקציה מחזורית של המשתנה 

1/ )B פי שראינו בסעיפים קודמים, הרבה תכונות פיסיקליות של הוא גודל השדה המגנטי). כ

את נקבעת על ידי ברמת פרמי. צפיפות המצבים הז החומר נקבעות על ידי צפיפות המצבים

(א): שטחים זהים שמוקפים על ידי המסלול של האלקטרון 6.11.2הגיאומטריה של הגליל באיור 

על משטח פרמי במישור שמאונך לשדה המגנטי, ייתנו אותה צפיפות מצבים, ולכן אותן תכונות 

)את השדה שמקיים  -, נסמן בFAפיסיקליות. עבור השטח  1/2)2 /( )FA e c    באופן .

)1את השדה שמקיים  1-דומה, נסמן ב 3/2)2 /( )FA e c      .(!עם אותו השטח)

התכונות הפיסיקליות שנמדדות בשני השדות הללו צריכות להיות זהות, ולכן הן פונקציות 

*עם המחזור  /1מחזוריות של 
1(1/ ) 1/ 1/ 2 /( ) /( )F Fe cA e m cE            .(!בדקו)

מחזוריות דומה נמדדה גם בהתנגדות החשמלית בנוכחות שדה מגנטי, בתופעה שנקראת אפקט 

). התוצאה הנ"ל נכונה גם עבור משטחי פרמי שאינם Shubnikov-de Haas( דה האס-שובניקוב

 FA. כשמשנים את כיוון השדה המגנטי, השטח 6.8.7ו באיור כדוריים, כמו המשטחים שהוצג

  משתנה בהתאם לגיאומטריה של משטח פרמי, וכך ניתן למפות את המשטח כולו. 
  

האלקטרון.  התיאור הנ"ל דורש תיקון, כאשר מתחשבים גם בספין של ההשפעה של אפקט זימן:

לכל אלקטרון יש גם שני מצבי ספין, שהאנרגיה שלהם בשדה המגנטי ניתנת על ידי אפקט זימן, 

*ולכן כל רמת לנדאו מתפצלת לשתי רמות, 
BE E g     Β μ  כאשר ,* ˆBg  μ z  הם

 Bשדה המגנטי; שני הערכים האפשריים של מרכיב המומנט המגנטי של האלקטרון בכיוון ה
). צפיפות 4.7, 2.10הוא היחס הגירומגנטי המתאים (ראו סעיפים  g*-הוא המגנטון של בוהר ו

  היא (ב),6.11.2המצבים האלה, שמכלילה את צפיפות המצבים שמתוארת באיור 
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  * 1/2 * 1/2

0
( ) [( ) ( ) ]B Bg E C E E g E E g 


 


         


  א)6.11.6(  .

  

(ב) מתפצל לכן לשני קווים כאלה, שהמרחק ביניהם גדל עם גידול השדה 6.11.2כל קו אנכי באיור 

)/*במוצק מחזורי המסה של האלקטרון מוחלפת במסה האפקטיבית, ולכן המגנטי.  )c e m c   .

m*במוליכים למחצה קיים  m  ולכןB c    כך שאפשר למדוד את הפיצול של זימן רק ,

  בשדות גדולים יחסית.
  

האנרגיה  , כשהשדה המגנטי ניצב למישור, רמותממדי-בדגם דו :צפיפות המצבים בשני ממדים

זהות לרמות לנדאו. בניגוד למצב בשלושה ממדים, הרמות בדידות. אם מתחשבים גם בשני 

  המצבים של אפקט זימן, צפיפות המצבים היא
  

  * *

0

( ) [ ( ) ( )]B Bg E g E E g E E g   



          


 ,  )6.11.7(  

  

ללא הספין. צפיפות המצבים הזאת  -הוא הניוון (ליחידת שטח) של רמת לנדאו ה gכאשר 

 eNרמות אנרגיה מאוכלסות ( eN(א). בהיעדר השדה המגנטי היו למערכת 6.11.3מתוארת באיור 

הוא מספר האלקטרונים במישור). צפיפות המצבים הללו (ללא הספין), ליחידת שטח של המישור, 

2)הייתה  ) * 2/(2 )dg m    בנוכחות השדה המגנטי יש מתחת לרמת פרמי רק 6.3.4(שאלה .(

של רמות לנדאו, ולכן כדי שהמספר הכללי של מצבים לא ישתנה בגלל השדה  מספר סופי 

, כל מצבי לים אחרותיבמ לכל אחת מהרמות הללו צריך להיות ניוון (מקרוסקופי) גדול. –המגנטי 

2cE/החלקיק ה"חופשי" שהיו עם אנרגיות רציפות בין    2/ לביןcE  ,  עוברים עכשיו

. מספר המצבים הזה (ליחידת שטח וללא ספין) שווה למכפלת צפיפות Eאל הרמה הבודדת 

2)ממדית בטווח האנרגיות הזה, - המצבים הדו ) /( )d
cg g e hc   .  אם שטח הדגם המישורי

הרמות (לספין בודד) הוא , אזי מספר המצבים בכל אחת מהוא 

0( )/( / ) /N g hc e        כאשר ,    הכללי שעובר דרך  השטף המגנטיהוא

0ואילו  המסלול הסגור, /hc e   לכן, מספר המצבים בכל הקוונטום של השטף המגנטיהוא .

הצבת  .Nרמה שווה למספר היחידות הקוונטיות של שטף מגנטי ש"נכנסות" לשטח הנדון, 

2)/2 את השוויוןנותנת גם  6.11.3האורך המגנטי משאלה  )BN l   , ולכן הקוונטום של

22-מכסה שטח בסיסי ששווה ל השטף המגנטי Bl 6.11.3. מהביטוי בשאלה, 

/( ) 257Å/ ( )Bl c e Tesla    .(!בדקו)  הנספח לפרק זה מכיל חישוב חלופי של הניוון

אלקטרונים, אזי מספר הרמות המאוכלסות בטמפרטורה  eNאם הדגם מכיל  של כל רמת לנדאו.

/אפס הוא  /( ) /e e eN N N g n g      כאשר ,/e en N   היא צפיפות האלקטרונים

  ). filling factor" (גורם המילוינקרא " במישור.  המספר 
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  (ב)  (א)   

לנדאו שניצב למישור. (א) רמות  צפיפות המצבים של אלקטרון בשני ממדים, עם שדה מגנטי :6.11.3איור 
סדר. השטחים הבהירים מייצגים מצבים -שמפוצלות בגלל אפקט זימן. (ב) כמו (א) אבל בנוכחות אי

  פרושים, והשטחים הכהים מתארים מצבים ממוקמים, שאינם תורמים למוליכות החשמלית.

  

מהמצבים  קלאסי כל אחד- בגבול החצי מבודדים טופולוגיים: – ניוון רמות לנדאו ומצבי שפה

העצמיים שמתאימים לרמת לנדאו (פרט לאחד) מתאר תנועה מחזורית מעגלית, שמקיפה שטח 

22 Blקרון פאולי כל . בגלל ע6.11.4פיעות באמצע איור . שתי דוגמאות למסלולים כאלה מו

מספרם מעגל כזה מקיף נקודה אחרת במישור, כך שהמישור מכוסה במסלולים מעגליים, ש

מתאים לניוון הרמה. אלקטרון במצב מעגלי כזה ממוקם סביב מרכז המעגל ואיננו חופשי לזוז 

משם, ולכן אינו תורם למוליכות החשמלית. בניגוד למצבים הממוקמים האלה, המצב ליד 

הדפנות של הדגם הוא שונה. אלקטרון שנע במסלול מעגלי שמרכזו על הדופן מתנגש בדופן 

חזר ממנה עם מהירות הפוכה, כך שהוא ממשיך שוב בתנועה מעגלית חדשה בניצב אליה ומו

, היא שנושאת את )skipping orbit" (מסלול מדלג(ראו באיור). התנועה ליד הדופן, שנקראת "

 edge" (מצבי שפהגם הטיפול הקוונטי המלא נותן מצבים שממוקמים ליד הדופן, " הזרם.

statesן. פרטים על החישוב הקוונטי של מצבי השפה כלולים ), שנושאים את הזרם ליד הדופ

בנספח לפרק זה. מאחר שהאלקטרונים ליד השפה נעים רק בכיוון אחד, שמוצג על ידי החִצים 

באיור, הם אינם יכולים להיות מפוזרים לכיוון ההפוך, ולכן ההתנגדות החשמלית מתאפסת. 

ן הדגם לבין הוואקום, ומספרם איננו : הם "פרושים" ליד השפה ביטופולוגייםמצבי השפה הם 

תלוי בצורת השפה הזאת (למשל, מדידת אפקט הול הקוונטי על מלבן או על עיגול תיתן אותה 

מבודדים תוצאה). חומרים כאלה, שבהם הנפח מבודד אבל השפה מוליכה, נקראים "

  ".טופולוגיים
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מסלולים מעגליים ומסלולים מדלגים ברמת פרמי של אלקטרונים בשדה מגנטי חזק שניצב  :6.11.4איור 
  למישור.

 ) מראה כי התנגדות הול ה"קלאסית" היא לינארית6.2.12משוואה ( אפקט הול הקוונטי:

xyבשדה המגנטי,  HR    (עם עמיתיו) מדידות של קלאוס פון קליצינגביצע  1980. בשנת 

, )heterostructure(שכבתי - אפקט הול על אלקטרונים בשכבה דקה של גליום ארסניד [מבנה רב

שגודלה אפיטקסיאלית בין שתי שכבות של  GaAs, שכלל שכבה דקה של 2.9סעיף 

1x xAl Ga As שהוא מוליך למחצה מטיפוס ,n  ולכן תורם אלקטרונים לשכבה הדקה]. בשדה

1)מגנטי גבוה [מסדר גודל של  40) (10 400)Tesla kGauss   מדרגות להפתעתו ], הוא מצא

)/2של התנגדות הול בערכים בדידים  )xy h ve  כאשר ,  הוא מספר שלם  

)2h   6.11.5שוחזרות בחלק העליון של איור הוא הקבוע של פלנק). המדידות הללו מ .

כאשר התנגדות הול קבועה על מדרגה כזאת, ההתנגדות ה"רגילה" קטנה מאוד, כפי שרואים 

בחלק התחתון של האיור. ברווחים הצרים שבין המדרגות ההתנגדות הזאת גדולה. התופעות 

", והן זיכו את פון קליצינג בפרס נובל אפקט הול הקוונטינקראות " 6.11.5שמתוארות באיור 

. התופעה מדהימה במיוחד כי האפקט מאפשר למדוד תופעות קוונטיות על 1985לשנת 

  סקאלות אורך מקרוסקופיות.
  

, כלומר אוניברסליותמאז נעשו הרבה מדידות דומות (לרבות על גרפן), והתברר כי התוצאות הן 

או בצורתה. כפי שנסביר בהמשך, הקוונטיזציה של אינן תלויות בפרטי השכבה הדקה, בהרכבה 

 zLהתנגדות הול בשכבה הדקה קשורה ישירות לקוונטיזציה של רמות לנדאו. בשכבה דקה העובי 

2של הדגם בכיוון הניצב לשכבה הוא קטן, ולכן וקטור הגל  /z z zk n L  הוא גדול, כך

0zk) רק המצבים עם 8mK- התקבלו ב 6.11.5כות (התוצאות באיור שבטמפרטורות נמו  

 קובייה)] קובע כי ההתנגדות של 6.2.7ממדית. חוק אוהם [משוואה (-מתאכלסים, כמו במערכת דו

d- ממדית בגודלL 2-שווה ל dR L ת שווה להתנגדות הסגולית, . בשני ממדים ההתנגדו

R  .  
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1xעל  השגודל GaAsמדידות של מוליכות הול על שכבה מישורית של  :6.11.5איור  xAl Ga As החלק .
Hהעליון מראה את התנגדות הול,  xyR  מראה את אפקט הול הקלאסי. החלק  . הקו המקווקוו

xxR התחתון מראה את ההתנגדות החשמלית, . נלקח מהרצאת פרס נובל של קלאוס פון קליצינג .  
Reprinted figure with permission from Klaus von Klitzing, "The quantized Hall effect", Rev. Mod. Phys. 58, 519, 

1986. Copyright (2018) by the American Physical Society. 

  

(א), אזי כל הרמות 6.11.3אם רמת פרמי נמצאת בין שתי רמות, כלומר בין שני שיאים באיור 

אם גורם המילוי הזה זוגי, אזי רמת  הוא מספר שלם. מתחתיה מלאות, ואז גורם המילוי 

המספר הקוונטי של  בגללזוגי, אזי היא "חצי מלאה" (-ם הוא אילנדאו המתאימה מלאה, וא

)/הספין). בשני המקרים צפיפות האלקטרונים במערכת היא  )en g e hc    הצבה .

  ) נותנת6.2.11-12במשוואות (
  

  2/( ) /( )xy H eR n ec h e        .  )6.11.8(  
  

מתמלאת בדיוק, כאשר השדה המגנטי  - אם מספר האלקטרונים בדגם קבוע, אזי רמת לנדאו ה

B- שווה ל /( )en hc e  המדרגה הבאה תופיע, כאשר השדה 6.11.5, ואז תופיע מדרגה באיור .

1B-שווה ל /[ ( 1)]en hc e   . 11ההפרש  מכאן/B 1/B /( )ee n hc     הוא קבוע, בדומה

  ה האס שהוזכר לעיל.ד-לאפקט שובניקוב
  

כפי שנמצא בניסיון, כאשר הפוטנציאל הכימי (רמת פרמי) נמצא בפער האנרגטי שבין הרמות, 

0xx(א)], המוליכות ה"אורכית" היא אפס, ולכן 6.8.2החומר הוא מבודד [איור  yy   .

0xx, היפוך המטריצה של המוליכות נותן 6.11.6משאלה  yy   למרבה ההפתעה הן .

האיברים האלכסוניים בטנזור המוליכות והן האיברים האלכסוניים בטנזור ההתנגדות 
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מתאפסים בעת ובעונה אחת! גם התוצאה הזאת מתאימה לניסיון. היפוך המטריצה נותן גם

1/xy yx yx    ,  ולכן בסך הכול  
  

  2( / )xy yx e h            ,0xx yy    

  21/ /( )xy yx yx h e             ,0xx yy  .  )6.11.9(  
  

, מקבלת ערכים קבועים ובדידים, שהם כפולות xyבתוך כל פער אנרגטי המוליכות של הול, 

)2שלמות של המוליכות הבסיסית  / )e h(רמת פרמי) שווה  . לעומת זאת, כאשר הפוטנציאל הכימי

בדיוק לאחת הרמות, הרמה הזאת איננה מלאה, האלקטרונים שבה חופשיים להוליך מטען, 

xxומתקבל גודל סופי של המוליכויות  yy  שמתכונתי למספר המצבים שמאכלסים את ,

  .6.11.5שנראים בחלק התחתון של איור  אלה השיאים הצרים הרמה.

  

  6.11.6שאלה 

0xxחשבו את הטנזור של ההתנגדות מתוך טנזור המוליכות והוכיחו כי  yy    וכי
2( / )xy yx e h     .  

  

שמר על שדה מגנטי קבוע, ושינה את מספר האלקטרונים  בנסיונות הראשונים שלו פון קליצינג

בשכבה הדקה בעזרת שינוי הפוטנציאל החשמלי שפועל עליה (כך שיותר או פחות אלקטרונים 

נמשכו לתוכה מהשכבות השכנות). בטמפרטורות נמוכות השינוי הזה שקול לשינוי רמת פרמי. 

יה עדיין ריקה, רמת פרמי "קופצת" (א) מלאה, והרמה שמעל6.11.3כאשר אחת מהרמות באיור 

(א). עבור הערך המתאים של צפיפות האלקטרונים 6.9.3לאמצע הפער בין הרמות, כמו באיור 

), וההתנגדות ה"רגילה" צריכה 6.11.8התנגדות הול צריכה לקבל את הערך הבדיד שבמשוואה (

י תוספת של אלקטרון להתאפס, כפי שאכן התקבל בניסיון. עם זאת, אם החומר נקי ומסודר, אז

בודד "מקפיצה" את רמת פרמי לתוך הרמה הבדידה הבאה, והערך הבדיד מתקבל רק לערך בודד 

נשמרה צפיפות אלקטרונים קבועה, אבל הגדלת  6.11.5באיור  בניסוי שמתוארשל הצפיפות. 

השדה המגנטי הגדילה את רמות לנדאו (וגם את הפיצול הספיני של כל רמה), וכך הרמה 

אוכלסת העליונה "חצתה" את רמת פרמי והתרוקנה (האלקטרונים עברו אל כל הרמות המ

שמתחתיה). לכן, גם כאן מצופה לקבל את הערך הבדיד של התנגדות הול רק לערכים בודדים של 

השדה המגנטי. בניגוד לתוצאות הללו, הניסיון מראה קטעים סופיים (של רמת פרמי או של השדה 

ים הערכים הבדידים של התנגדות הול (אלה המדרגות בחלק העליון של המגנטי) שבהם מתקבל

). אחת הדרכים להסביר את המדרגות הללו היא הוספת מצבים קוונטיים עם 6.11.5איור 

), localizedאנרגיות בין רמות לנדאו. אם המצבים הללו מייצגים מצבים אלקטרוניים ממוקמים (

שמרוכזים סביב נקודות בודדות במרחב, אזי האלקטרונים המאכלסים אותם אינם תורמים 

למוליכות החשמלית האורכית, שנשארת נמוכה מאוד. לעומת זאת, צפיפות האלקטרונים 

ש"משתתפים" במוליכות הול נשארת ללא שינוי, כך שהתנגדות הול נשארת קבועה, כמו 

  ). 6.11.8במשוואה (
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ר הזה דן רק במצבי בלוך של אלקטרונים בפוטנציאל מחזורי, ופונקציות הגל של עד כה הספ

) על פני הדגם כולו. הטיפול באלקטרונים בנוכחות extendedאלקטרונים כאלה "פרושות" (

-סדר, חורג ממסגרת הספר הזה. נזכיר רק בקיצור כי בנוכחות אי-פוטנציאל אקראי, שנובע מאי

אלקטרונים משתנה ממקום למקום, ואלקטרונים יכולים ל"היתפס"  סדר, הפוטנציאל שפועל על

]. 6.12(ג), וכן סעיף 6.7.6על ידי מינימום מקומי של הפוטנציאל במצב ממוקם [ראו, למשל, שאלה 

סדר. כל רמה -(א) בנוכחות אי6.11.3(ב) מראה את צפיפות המצבים של איור 6.11.3איור 

יה (ברצף בדיד). עם זאת, המצבים עם אנרגיות ליד כל מתרחבת, ויש מצבים מותרים לכל אנרג

אחת מהרמות המקוריות (באזורים הבהירים באיור) ממשיכים להיות פרושים על כל המישור, 

ולכן הם תורמים למוליכות. לעומת זאת, המצבים שנמצאים בשטחים המוצללים באיור 

ים הממוקמים אינם תורמים ממוקמים ליד מינימה של הפוטנציאל האקראי. האלקטרונים במצב

למוליכות (בטמפרטורה אפס), כי אינם יכולים לנוע בהשפעת שדה חשמלי. המוליכות נשארת 

אפס, ומוליכות הול נשארת קבועה. כשמקטינים את השדה המגנטי באזורים המוצללים, 

אלקטרונים עוברים מהמצבים הפרושים למצבים הממוקמים, אבל המוליכות ממשיכה להיות 

, ומוליכות הול נשארת בערכה הבדיד, ללא שינוי, עד שמגיעים אל המצבים הפרושים ליד אפס

  רמת לנדאו הבאה, ואז המוליכות עולה, ומוליכות הול עוברת אל המדרגה הבאה.
  

מתברר שמדידה של אפקט הול הקוונטי נותנת את הערך המדויק ביותר של ההתנגדות הבסיסית 
2/ 25812.807557(18) 26h e k   . " אחד (מסיבות ברורות), קליצינגהגודל הזה, שנקרא גם "

. תקנים כאלה הם הבסיס לתחום התקן (הסטנדרט) העולמי של יחידות ההתנגדותמשמש כיום 

, שבו קובעים את היחידות של כל הגדלים הפיסיקליים. )metrology(מטרולוגיה החשוב של 

צינג רלוונטית גם לבדיקת התאוריות ספרות!) של הקלי 10המדידה המדויקת מאוד (דיוק של 

2 בתורת האלקטרודינמיקה הקוונטית, קבוע המבנה הדקשמחשבות את  /( )e c  .  
  

הול  אפקטהאפקט שנדון עד כה, עם גורמי מילוי שלמים, נקרא גם " :אפקט הול הקוונטי השבור

  גילו צוי, שטרמר וגוסארד  1982- ). בIQHE, integer quantum Hall effect" (הקוונטי השלם

)Tsui, Störmer and Gossardממדיות שבהן מופיעות מדרגות של התנגדות הול גם -) מערכות דו

3/7, 2/5, 1/3 שלמים של גורם המילוי, למשל- לערכים רציונליים לא  ועוד. התופעה נקראת ,

). ההסבר לתופעה, שניתן FQHE, fractional quantum Hall effect" (אפקט הול הקוונטי השבור"

), כולל התחשבות באינטראקציות בין האלקטרונים, שגורמות Laughlinבין היתר על ידי לפלין (

חלקיקים (שמשלבים אלקטרון עם כמה יחידות של שטף מגנטי) בעלי מטען -להיווצרות קוואזי

ובעלי סימטריה שנמצאת בין הסימטריות של הבוזונים ושל הפרמיונים. ) 3e/שבור (למשל 

). צוי, שטרמר ולפלין קיבלו את פרס נובל anyons( אניוניםחלקיקים עם סימטריה כזאת נקראים 

  . התופעות המרתקות הללו חורגות מההיקף של הספר הזה.1998בשנת על גילוי זה 
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  מתכת או מבודד?  :6.12
  

- מצבים אלקטרוניים חדלסעיפים הקודמים התייחסו כל הפרט לדיון על אפקט הול הקוונטי, 

. מצאנו שחומר נתון הוא מבודד, אם (בטמפרטורה אפס) פס הערכיות אלקטרוניים בסריג מחזורי

שלו מלא ופס ההולכה שלו ריק, וקיים פער אנרגטי בין הפסים. אף שהתיאור הזה מתאים להרבה 

-, יש מקרים חשובים אחרים שבהם חומר הוא מבודד, אף שפס האנרגיה החדמוצקים בטבע

אלקטרוני העליון שלו איננו מלא. הטיפול במקרים הללו קשה יותר וחורג מההיקף של הספר 

  הזה. לכן, מוצג כאן רק תיאור איכותי קצר שלהם.
  

ם איננו מחזורי, כשהפוטנציאל שבו נעים האלקטרוני :)Anderson insulator( מבודד אנדרסון

פונקציות הגל האלקטרוניות שלו אינן מקיימות את משפט בלוך. בפרט, אם הפוטנציאל הפועל על 

האלקטרון הוא אקראי, עם תנודות חזקות של הערכים שלו במקומות שונים בסריג (למשל, בגלל 

ייתכנו זיהומים, כלומר אטומים שונים באתרי סריג שונים, או פגמים במבנה הסריגי), אזי 

מצבים אלקטרוניים שמרוכזים ליד מקומות שבהם הפוטנציאל המקומי מושך יותר לעומת 

). הסיכוי למצוא localized states( מצבים ממוקמיםמקומות אחרים. מצבים כאלה נקראים 

אלקטרון במצב ממוקם כזה דועך אקספוננציאלית, כשמתרחקים מהמינימום המקומי של 

עבור מצב ממוקם של תנודות הסריג. הדמיון בין שני  5.6אר בסעיף הפוטנציאל. מצב דומה תו

  (ג).6.7.6המקרים מומחש בשאלה 
  

סדר חזק כל -בטמפרטורה אפס, אלקטרון ממוקם איננו יכול לנוע בהשפעת שדה חשמלי. עבור אי

המצבים ממוקמים, והחומר מבודד. מבודדים כאלה נקראים על שמו של פיליפ אנדרסון (שכבר 

הוזכר קודם). במקרים אחרים המצבים ליד קצות הפס ממוקמים, אבל המצבים שבאמצע הפס 

 ) על כל הסריג, ולכן ניתן לדבר על מעבר בין מבודד למוליך, כאשרextendedמשתרעים (

רמת פרמי עוברת בין שני התחומים הללו ("מעבר אנדרסון"). זהו בדיוק  בטמפרטורה אפס

אפקט הול הקוונטי. כל מעבר בין אזור בהיר לאזור מוצלל באיור  המעבר שמתרחש במדרגות של

  (ב) מייצג מעבר כזה. 6.11.3
  

סדר חלש -מעבר אנדרסון תלוי בממד. בממד אחד ובשני ממדים (בהיעדר השדה המגנטי) גם אי

מאוד גורם למיקום כל האלקטרונים, ולכן להתנהגות מבודדת בטמפרטורה אפס. בשלושה 

סדר חלש, המצבים באמצע פסי האנרגיה ממשיכים להיות פרושים, אבל -ממדים ועבור אי

(ב). כשמגדילים את 6.11.3המצבים שהיו בקצות הפסים הופכים להיות ממוקמים, כמו באיור 

הסדר, מעבר אנדרסון בין שני סוגי המצבים נע לעבר אמצע הפס עד שבשלב מסוים כל -אי

  יד מבודד. המצבים הופכים להיות ממוקמים, והחומר תמ
  

השבור  פרט לתזכורת קצרה בהקשר של אפקט הול הקוונטי ):Mott insulator( מוט מבודד

 1,לנדאו. כפי שהוסבר על ידי האינטראקציות הקולומביות בין האלקטרוניםהתעלמנו עד כאן מ

". בנוזל הזה הנוזל של פרמיהאינטראקציות הללו הופכות את גז האלקטרונים לנוזל, שנקרא "

                                                        
  , על תאוריות חדשניות בתאוריה של החומר המעובה.1962פרס נובל בפיסיקה,    1
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התנועה של כל אלקטרון משפיעה על התנועה של האלקטרונים שסובבים אותו, כך 

שמקטין את הדחייה הקולומבית שפועלת על האלקטרון  סיכוךשהאלקטרונים האחרים יוצרים 

" שכולל את האלקטרון ואת ה"חור" בענן חלקיק-קוואזיהזה. בנוזל כל אלקטרון מוחלף ב"

חלקיקים הללו מתנהגים כמו פרמיונים -ת נמוכות הקוואזיהאלקטרונים שנוצר סביבו. באנרגיו

תלויים, עם פונקציות גל שמקיימות את משפט בלוך ועם אנרגיות פרבוליות ליד קצות כל -בלתי

  פס.
  

נניח שכל אטום תורם אלקטרון אחד לפס ההולכה. כאשר קבוע הסריג גדול מאוד, עדיף המצב 

וא "צמוד" ליון מסוים בסריג (כמו בצד שמאל של שבו כל אלקטרון נשאר במצב האטומי שבו ה

(ב), או 6.5.4. המצב הזה מתאים לפס אנרגיה צר מאוד, כמו באיור 0), עם אנרגיה 4.6.1איור 

. אם מוסיפים למצב הזה אלקטרון נוסף, הוא 6.8.1אטומי גדול באיור - כמו בגבול של מרחק בין

האטומים האלה, אבל אז האנרגיה הכללית גדלה בשיעור אנרגיית הדחייה "חייב" להצטרף לאחד 

"). כשקבוע הסריג גדול, Hubbard, האנרגיה של הברד(שנקראת " Uבין שני האלקטרונים,

0האנרגיה של האלקטרון השני תהיה  U  והאלקטרונים הללו ייצרו פס אנרגטי חדש, כשפער ,

). פס האנרגיה המקורי, שיכול 6.12.1(ראו צד שמאל באיור  Uהאנרגיה בין שני הפסים הוא 

 אלקטרונים. Nאלקטרונים, מתפצל לשני פסים, שכל אחד מהם יכול להכיל רק  2Nלהכיל 

משמעות הפער הזה היא שמצב היסוד הוא מבודד, שבו כל אלקטרון נשאר "צמוד" לאחד היונים 

מסוימים המצבים  במקרים Neville Mott(.2( נוויל מוטבסריג. המבודד הזה נקרא על שמו של 

, ולכן המומנטים 4.7שהוזכרה בסעיף חילוף -אינטראקציית העלהממוקמים הללו "אחראים" ל

  המגנטיים שלהם מסודרים בסידור אנטיפרומגנטי. 
  

הקטנת המרחק בין האטומים בסריג (למשל, כתוצאה מהפעלת לחץ על הדגם) מגדילה את הרוחב 

), כפי שרואים (שמתכונתי לאינטגרל החפיפה בין השכנים,  Wשל כל אחד מפסי האנרגיה, 

, ולכן הפער ביניהם קטן, ויכולה להיווצר חפיפה ביניהם. זה 6.8.1כשנעים מימין לשמאל באיור 

". התלות של שני הפסים מעבר מוטגורר מעבר פאזה בין המבודד למוליך. מעבר זה נקרא "

  המקווקו באיור. . המעבר קורה על הקו6.12.1באינטגרל החפיפה מתוארת סכמטית באיור 

  

                                                        
על תרומותיהם להבנת ההתנהגות  1977-) בVan Vleckמוט חלק את פרס נובל בפיסיקה עם אנדרסון ועם ון ולק (   2

  של אלקטרונים בחומרים מגנטיים ובחומרים לא מסודרים.
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) במצב Uמשמאל: האנרגיות של אלקטרון בודד ושל שני אלקטרונים (עם אנרגיית דחייה  :6.12.1איור 
חלקיקי על אתר סריג בודד (או על סריג עם קבוע סריג גדול מאוד). כשמגדילים את -האנרגטי החד

, (מתקדמים משמאל לימין באיור), כל אנרגיה כזאת מתרחבת אינטגרל החפיפה בין שכנים קרובים, 
  כשהפסים חופפים (מימין לקו המקווקו), מתקבל מעבר ממבודד למוליך.  גדל. Wלפס, שרוחבו 

  

. על-מוליכותהיא  אינטראקציות בין האלקטרוניםתופעה קוונטית נוספת שתלויה ב על:-מוליכות

מעלות  4-. מתחת ל1911-ב Kamerlingh Onnes(3ונס (א-התופעה התגלתה בכספית על ידי קמרלינג

קלווין, הכספית מאבדת את התנגדותה החשמלית. עקרונית, כמעט כל המתכות הופכות 

על בטמפרטורות מספיק נמוכות. התופעה הוסברה בין היתר על ידי ברדין, קופר - למוליכות

. כאשר אלקטרונים BCSבתאוריה שנקראת על שמם,  Bardeen, Cooper and Shrieffer(,4ושריפר (

נעים במוצק, הם מושכים אליהם את היונים החיוביים. ההזזות של היונים (הפונונים) בגלל 

המשיכה הזאת הן בעלות זמן תגובה ארוך יחסית (בגלל המסות הגדולות של היונים), ולכן האזור 

ה אפקטיבית בין האלקטרונים. החיובי שנוצר מושך אלקטרונים אחרים, ונוצרת משיכ

כשהמשיכה האפקטיבית הזאת גדולה מהדחייה הקולומבית בין האלקטרונים, נוצרים זוגות 

קשורים של אלקטרונים (עם תנע כללי אפס וספין כללי אפס). בטמפרטורה אפס כל הזוגות 

המצבים העל קיים פער אנרגטי בין מצב היסוד לבין - מאכלסים את מצב היסוד. בפאזה מוליכת

, התנגדות חשמלית נובעת מפיזור של אלקטרונים על ידי 6.2המעוררים. כפי שראינו בסעיף 

גורמים שונים. כדי לפזר אלקטרון צריך קודם לפרק את הזוג שהוא שייך אליו, וזה דורש השקעה 

 של אנרגיה ששווה לאנרגיית הפער אל המצב המעורר. לכן, במצב היסוד אין פיזורים, וההתנגדות

  החשמלית מתאפסת. 
  

   

                                                        
  .1913פרס נובל בפיסיקה,    3
  .1972פרס נובל בפיסיקה,    4

ε0 + U

ε0

U

W

Г
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 - מקובל להניח שכל כוח משיכה בין האלקטרונים יכול ליצור זוגות ולכן לגרום לתופעת מוליכות

על - , הם מוליכי, הקופראטים, כמו לנתנום קופראט2.5.7העל. כפי שהזכרנו בהקשר עם איור 

על, למשל - בטמפרטורות גבוהות. בשנים האחרונות התגלו גם משפחות נוספות של מוליכי

 ,Sr0.5Sm0.5FeAsF או LaO1-xFxFeAsותרכובות שמכילות ברזל, כגון  )MgB2מגנזיום דיבורייט (

אין  ). כמו הקופראטים, גם החומרים האלה שכבתיים, אבל עדייןpnictidesשנקראים פניקטידים (

על חורג - הבנה מלאה של מקור הכוח המושך בין האלקטרונים שלהם. טיפול מפורט במוליכות

  ממסגרת הספר הזה.
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  מגנטי בשדה אלקטרונימשרדינגר עבור  משוואת  :נ�פח
  

 בשלב הראשון נתעלם מהספין של משוואות התנועה של המילטון במכניקה קלאסית:

פתרנו משוואות תנועה קלאסיות עבור המקום והמהירות של האלקטרון  6.2האלקטרון. בסעיף 

דרך חלופית לתאר את התנועה הקלאסית של חלקיק מבוססת  תוך שימוש בחוק השני של ניוטון.

. הנושא הזה מוסבר בפרוטרוט בקורס "מכניקה אנליטית". משוואות התנועה של המילטוןעל 

תנע  ,rיק להבהיר כי בדרך הזאת משויך לכל קואורדינאטה של החלקיק, לצרכים שלנו מספ

), pושל  rלכל מערכת יש לזהות פונקציה של  .pשצמוד אליה,  קנוני , )H p r,  שמשוואות כך

  התנועה של החלקיק הן

  H pr ,    H  rp .  )6.1(נ  
  

)הפונקציה  , )H p r  משוואות התנועה נ) נקראות 6.1, ומשוואות (ההמילטוניאן של החלקיקהיא

עדר שדה מגנטי ההמילטוניאן של אלקטרון בפוטנציאל חשמלי (שאיננו תלוי י. בהשל המילטון

)בזמן)  ) r  ,שווה לאנרגיה הכללית של החלקיק
2

( )
2

H em  p r, ) נ) נותנות 6.1ומשוואות

/H m pr p , H e e    r rp Ε   כאשר ,  rΕ  .במקרה  הוא השדה החשמלי

mהזה התנע הקנוני של המילטון מתלכד עם התנע המכני של החלקיק,  m p v r,  ומשוואת

m התנע הקנוני משחזרת את החוק השני של ניוטון, שלהתנועה  m e   r v p Ε .  כאשר נוסף

הכוח של לורנץ תלוי גם במהירות של החלקיק, וזה גורם להבדל בין התנע הקנוני  ,Βשדה מגנטי 

נ) ישחזרו את משוואות התנועה 6.1לבין התנע המכני. כדי שמשוואות התנועה של המילטון (

mהקלאסיות,  e c
     
 

vv Ε Β ) נראה עכשיו כי צריך להשתמש  )],6.2.8[משוואה

  בהמילטוניאן 

  
2

1
2

eH em c     
 

p A ,  )6.2(נ  

  

השדה החשמלי והשדה המגנטי הם  (שתלוי במקום ובזמן).פוטנציאל הוֶקטורי ההוא  Aכאשר 

 Β A ,/c  Ε A  נ), מהירות 6.1בקורס "חשמל ומגנטיות"]. ממשוואה ( 6.3[ראו סעיף

]האלקטרון לפי המילטון היא  ( / ) ]/H e c m   pv r p A  ולכן ,( / )m e c p v A ;תנע ה

 הזאת עבור התנע הקנוני נותנת . גזירה לפי הזמן של התוצאהmvשונה מהתנע המכני  p הקנוני

( / )[ / ( ) ]m e c t     p v A v A    האיבר השני מכיל גזירה של התלות המפורשת בזמן וגזירת)

השנייה של  המשוואה ,שני מצד שרשרת של התלות בזמן בגלל התלות של הקואורדינטות בזמן).

  המילטון נותנת
  

[ ( / ) ]i
i i i i i

H e ep e e c ex x mc x x c x
                         

A Ap A v.  

  

i והצבת ipהשוואת שני הביטויים עבור  iv x  נותנים  
  

  ( / )[ / / ] /i i i i imx e c A t v A v A x e x           
   .  )6.3(נ  

  

  ).6.2.8נ מראה שהמשוואה הזאת זהה למשוואת התנועה הקלאסית (6.1שאלה 
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  נ6.1שאלה 

]השתמשו בזהות  ] ( ) ( )     v A v A v A    (בדקו!) ובביטויים לשדה החשמלי ולשדה

  נ) זהה למשוואת התנועה הקלאסית עם כוח לורנץ.6.3המגנטי כדי להראות כי משוואה (

  

מפתרון  ההתנהגות הקוונטית של אלקטרונים מתקבלתמשוואת שרדינגר בשדה מגנטי קבוע: 

Ĥמשוואת שרדינגר,  E  כאשר ,Ĥ  הוא אופרטור ההמילטוניאן. אופרטור זה מתקבל

, כאשר מציבים rוהמקום  pמההמילטוניאן הקלאסי של האלקטרון, כפונקציה של התנע הקנוני 

ˆבמקום התנע הקנוני את האופרטור  i p .  אופרטור המקום הקוונטי שווה לקואורדינטות

ˆהחלקיק,  r r בהיעדר שדה מגנטי מתקבל .
2 2

2ˆˆ ˆ ( ) ( )
2 2

H V Vm m    p r r ,  וזהו

ההמילטוניאן שבו השתמשנו במשוואת שרדינגר בכל הפרקים הקודמים. כאשר פועל גם שדה 

  ),נ6.2ההמילטוניאן הקוונטי מתקבל ממשוואה ( ׁ, מגנטי
  

  
2

1ˆ
2

eH i em c      
 

A.  )6.4(נ  

  

, כיול של לנדאוניתן לבחור את הפוטנציאל הוֶקטורי ב z-בשדה מגנטי קבוע בכיוון ציר

ˆy A x בדקו כי אכן) ˆ   Β A z.( משוואת שרדינגר היא עדר פוטנציאל חשמלייבה  
  

  
2 2 2

2
2 2

1
( ) ( )

2
ei y Em x c y z

 
                     

r r .  )6.5(נ  

  

אינן מופיעות בהמילטוניאן, ולכן התנועה בכיוונים הללו היא של חלקיק  z- ו xהקואורדינטות 

) נ) את הפונקציה6.5חופשי. במילים אחרות, אפשר להציב במשוואה ( )( ) ( ) x zi k x k zy e  r, 

  הם מספרים קבועים (שייקבעו לפי תנאי השפה) ולקבל את המשוואה zk- ו xkכאשר 
  

  
2 2 2

2 2 2
02

1
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2c z
d y m y y y E k ym mdy

          
 

  נ)6.6(  , 

  

)/ כאשר )c e mc   ) קל לראות כי זאת משוואת 6.2.9היא תדירות הציקלוטרון [משוואה .[(

 סביב הנקודה y-, שמתנודד בכיוון צירממדי-חד שרדינגר עבור אוסצילטור הרמוני

2
0 /( )x B xy c k e l k   2, כאשר /( )Bl c e   ,האנרגיה רמות הוא ריבוע האורך המגנטי. לכן

  של החלקיק הן

  
2

2( , ) ( 1/2)
2z z cE k km      .  )6.7(נ  

  

 רמות לנדאואת  ייצגמהאיבר האחרון, שהתקבל מרמות האנרגיה של האוסצילטור ההרמוני, 

ל האיבר הראשון מייצג תנועה קצובה של האלקטרון בכיוון מקבי). 6.11.4ומוכיח את משוואה (

אלקטרון בכיוון מקביל לשדה איננה מושפעת תנועת ה לשדה המגנטי (גם במקרה הקלאסי

  ממדי האיבר הראשון מתאפס. הפתרון של משוואה-במקרה הדו). 6.2.3מהשדה, ראו שאלה 
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2 הוא נ)6.6(
0[( )/ ] /2

0
1

( ) [( )/ ]
2 !

By y l
B

B

y e H y y l
l




    
  של  הפולינום הוא H כאשר ,

בקורס "פרקים בפיסיקה מודרנית"). הפונקציה הזאת  7ביחידה  4.1) (ראו סעיף הרמיט (מסדר 

ממדי -במקרה הדו .0y, סביב הנקודה Blממוקמת באזור שרוחבו מסדר גודל של האורך המגנטי 

0zkמתקיים   בכיוון ציר, ולכן מתקבל גל מישורי-x, שמוכפל בפונקציה צרה בכיוון ציר-y.  
  

  נניח שהאלקטרון נע בדגם מישורי מלבני, ממדית:- ניוון של רמות לנדאו בתנועה דו

x שממדיו yL L. 2 נותנים מחזוריים שפה תנאיx x xk L n, עם xn ,ולכן שלם  

0( ) 2 /( )x x xy n c n e L . 00 גם שמתקיים מאחר yy L , מתקבל 
0( / )

x y
x

L L
n ch e

  


,   

x כאשר yL L   ,0 ואילו הוא השטף המגנטי דרך שטח הדגם /ch e   קוונטום של ה"הוא

הניוון של כל רמת לנדאו לכן, . 6.11.3זאת בדיוק התוצאה שהתקבלה לפני איור  ".השטף המגנטי

) שווה למספר הקוונטים של השטף המגנטי x(מספר המצבים העצמיים של התנע בכיוון 

כי פונקציות הגל שמתאימות הניוון הגדול איננו סותר את עקרון פאולי, ש"נכנסים" לשטח הדגם. 

מתארות אוסצילטורים שמתנודדים סביב נקודות שונות  xnלערכים שונים של המספר הקוונטי 

0 ( )xy n.  

  

  נ6.2שאלה 

 השדה המגנטי,עבור  ביטוייםהוכיחו כי ה  .א Β A, השדה החשמלי,  ועבור

/c  Ε A, אנט של אם מזיזים את הפוטנציאל הוֶקטורי בגרדי ים,משתנ םאינ

)פונקציה סקלרית כלשהי,  , )f t A A r  ואת הפוטנציאל החשמלי בנגזרת הזמנית של

)אותה פונקציה,  , )/f t c   r חופש הכיול. זהו.   

", כיול הסימטריה"מתואר גם על ידי  z-קבוע בכיוון צירהוכיחו כי שדה מגנטי   .ב
1
2S  A Β r.  יול כובכיול הסימטרי קטוריים בוֶ הפוטנציאלים ההוכיחו גם כי ההפרש בין

תנאי הכיול של כי שני הכיולים הנזכרים לעיל מקיימים את של לנדאו מקיים את חלק (א), ו

0 ,קולון A.  

0 כאשר מתקיים הוכיחו כי  .ג A, ) נותנת נ)6.4משוואה  
  

22
2 21ˆ

2 2
ie eH em mc m c        

 
A A  .  

  

2 כי והראו הסימטרי הכיול את הציבו  
2 2 2 2ˆ ˆ ( )

2 2 8z c
e mH L x y em mc        .   

ת הצימוד של המומנט המגנטי א כלומרהאיבר השני כאן מייצג את אפקט זימן ה"נורמלי",    

2)/המסלולי  )z zeL mc    עם השדה המגנטי. האיבר השלישי מייצר פוטנציאל הרמוני

  ממדי.-דו

)בכיול הסימטרי רשמו את ההמילטוניאן בקואורדינאטות גליליות,   .ד cos , sin , )z   r ,

0והראו כי המצבים העצמיים של משוואת שרדינגר עבור   הם מהצורה 

( ) ( ) z
z

ik ziM
nMk nMR e e r כאשר ,M  הוא הערך העצמי של מרכיב התנע הזוויתי
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ˆ שניצב למישור,
zL i


 


 וכאשר ,( )nMR   היא פונקציית הגל הרדיאלית של

)אוסצילטור הרמוני במישור. קבלו את המשוואה הדיפרנציאלית עבור  )nMR   והראו

|שמתקיים  |~ MR  ,2 וכן ליד הראשית( / ) /4~ BlR e  .במרחקים גדולים מהראשית 

ארת את התנועה המחזורית המעגלית הקלאסית, הסבירו לכן מדוע הפונקציה הזאת מת

   .6.11.4כמו באיור 

  

נעים  : האלקטרונים6.2.1אפקט הול מתייחס לגיאומטריה שהוצגה באיור  אפקט הול הקוונטי:

(קבועים במרחב  y-ושדה חשמלי בכיוון ציר z-, וישנם שדה מגנטי בכיוון צירx-בכיוון ציר

ובזמן). מהמשוואה  Ε   נובע כיy  ) נ) 6.4, ולכן יש להוסיף להמילטוניאן במשוואה

)את האיבר  )V y e y .  נ),6.6במשוואה (ריבוע לההשלמה  
  

2 2 2 2 2
0 0 0

1 1
( ) [ /( )] [ /(2 )]

2 2c c c cm y y e y m y y e m e y e m             ,  

  

  מרכז האוסילטור מוזז מראה שהפתרון הוא עדיין זה של אוסצילטור הרמוני, אלא שעכשיו

2 אל 0y- מ
0 /( )cy e m , והאנרגיה היא  

  

  
2

2 2
0( , , ) ( 1/2) ( )

2z x z cE k k k e y Om         .  )6.8(נ  

  

0-עכשיו להיות לינאריות ב , הופכותxk-רמות לנדאו, שלא היו תלויות ב /( )xy c k e  ולכן ,  

/קלאסית -. שימוש במשוואה החציxk-ב ( / )/x x xv E p E k       ) נותן6.10.6[משוואה [( 

xv/עכשיו  c  ולכן צפיפות הזרם בכיוון ציר ,-x  היא( / )x x xyj nev nec       , 

) ). באופן דומה מתקבל6.2.15בהתאמה עם התוצאה הקלאסית ( / )/ 0y yv E k    ולכן ,

0yy המוליכות האורכית מתאפסת, .  
  

 יש רוחב 6.2.1עד כה הנחנו כי השדה החשמלי קבוע במרחב. למעשה, לדגם באיור  מצבי שפה:

. בחלק ה"פנימי" של הדגם אפשר להתעלם y-סופי בכיוון שניצב לזרם, כלומר בכיוון ציר

)מתוארת על ידי פונקציות גל  Eמהשפה, וכל רמת לנדאו  )xk שממוקמות בכיוון ציר -y 

0)(סביב המרכזים  xky ,ליד השפה מופיע פוטנציאל נוסף .( )U y שדוחה את האלקטרון ,

מהשפה. בקירוב הנמוך ביותר של תורת ההפרעות, האנרגיה של מצב שהיה ממוקם בקרבת 

  השפה תזוז מרמת לנדאו, 
  

  0( , ) ( ) ( ) ( ) [ ( )]x x x xE E k E k U y k E U y k         ,  )6.9(נ  
  

)נחנו כי הרוחב של כאשר ה )xk  שהוא מסדר גודל של האורך המגנטי)Bl קטן לעומת השינוי (

של הפוטנציאל, והשתמשנו בנרמול של הפונקציה הזאת. מהירות האלקטרונים במצב הזה, 

  בכיוון משיק לדופן, היא עכשיו
  

  
0

0

0

0 )]([1),(1
),(

y
U

e
c

k
y

y
kyU

k
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.  )6.10(נ  
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המהירות הזאת חיובית ליד הדופן ה"ימנית" של הדגם, שבה הפוטנציאל גדל, כשמתקרבים אל 

) , ושלילית ליד הדופן ה"שמאלית" של הדגם, שבה הפוטנציאל y-הדופן (בכיוון החיובי של ציר

. כאשר רמת פרמי של האלקטרונים נמצאת בין y-קטן כשזזים מהדופן לכיוון החיובי של ציר

)רמות לנדאו, מאוכלסים רק המצבים שבהם  , )F xE E k .  מצבים אלה ממוקמים ליד השפות

. כמו 6.11.4הנגדיות של הדגם, ולכן הם מייצגים את מצבי השפה הקלאסיים שתוארו באיור 

שנעים בכיוון אחד בלבד. אם הדפנות הנגדיות רחוקות באיור הזה, כל מצב כזה מכיל אלקטרונים 

זו מזו, אזי החפיפה בין פונקציות הגל המתאימות קטנה מאוד, ולכן יש סיכוי אפסי לפיזורים 

  מהמצב שנע "ימינה" ליד דופן אחת אל המצב שנע "שמאלה" ליד הדופן הנגדית, גם בנוכחות

ההתנגדות החשמלית מתאפסת, כפי שאכן  סדר שמיוצג על ידי אטומים "זרים" בדגם. לכן-אי

  מתקבל בניסיון.
  

הגדירה את  נ6.2שאלה בוהם: -טרנספורמציית הכיול על משוואת שרדינגר, אפקט אהרונוב

טרנספורמציות הכיול עבור הפוטנציאלים והראתה שהשדות החשמלי והמגנטי אינם משתנים 

אחרי הטרנספורמציות הללו. נבחן עכשיו את השינויים בפונקציות הגל הקוונטיות אחרי אותן 

)התלויה בזמן עבור משוואת שרדינגר נתחיל מ טרנספורמציות. , )t r,  
  

  
2

1
2

ei i et m c
  

           
A .  )6.11(נ  

  

'נפעיל עכשיו את הטרנספורמציות  ( , )f t  A A A r, ' ( , )/f t c     r נסמן את ו

)'- ב שמתקבל עם הפוטנציאלים החדשיםהפתרון  , )t r הפונקציה הזאת צריכה לקיים את .

  המשוואה

  
2

' 1
' ' '

2
ei i et m c

  
           

A .  )6.12(נ  

  

  נ מוכיחה כי6.3שאלה 

  ( , )/( )'( , ) ( , ) ief t ct t e  rr r  .   )6.13(נ  

  

  נ6.3שאלה 

  נ).6.12נ) אכן פותרת את משוואה (6.13הוכיחו כי הפונקציה במשוואה (

  

נ) מראה כי האפקט היחיד של טרנספורמציית הכיול הוא שינוי הפאזה של 6.13משוואה (

משפיעה על צפיפות ההסתברות למצוא את האלקטרון, פונקציית הגל. הטרנספורמציה איננה 
2 2

'  הדרך היחידה למדוד את הפאזה הזאת היא במצב שבו יש התאבכות בין פונקציית .

דרך לבצע את המדידה הזאת. נניח  1959-הגל לבין פונקציית גל אחרת. אהרונוב ובוהם הציעו ב

ר, שמקיף אזור שבתוכו פועל שדה מגנטי. השדה הזה יוצר שהאלקטרון נע על מסלול קווי סגו

, גם באזורים שבהם השדה המגנטי מתאפס. למשל, שדה המרחבפוטנציאל וקטורי שפועל בכל 

י שהוא יוצר הוֶקטורמגנטי של סולנואיד גלילי אינסופי פועל רק בתוך הגליל, אבל הפוטנציאל 
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. כפי שנראה עוד מעט, אף המרחבכל קבוע על מסלולים מעגליים שמקיפים את הגליל ב

י הוֶקטורשהאלקטרון נע באזור שבו השדה המגנטי מתאפס, הוא עדיין חש את הפוטנציאל 

(ש"נולד" במקור רק כאמצעי עזר לפתרון תרגילים באלקטרומגנטיות). התופעות שנתאר עכשיו 

  הן קוונטיות טהורות, ואין להן שום אנלוג קלאסי.
  

'מתאים למצב שבו  'נניח שהפתרון  0A נניח שגם הפוטנציאל החשמלי שווה לאפס, ושאין .

fAי בנוכחות השדה המגנטי הוא לכן הוֶקטורתלות בזמן. הפוטנציאל  ,  ואפשר לקבל את

   ", שעובר בין שתי נקודות,1רציה על מסלול קווי במרחב, "על ידי אינטג fהפונקציה 
  

  

0

1
1

( ) ' ( ') ' ( ')f d A d    
r

r
r r r r A r .  )6.14(נ  

  

, עובר דרך שני סדקים על שני Sנתאר עכשיו את ניסוי שני הסדקים: האלקטרון יוצא מהנקודה 

שבין שני המסלולים עובר שדה מגנטי, בתוך העיגול  נ.6.1, ופוגע במסך, איור 2-ו 1מסלולים, 

שיוצר שדה וקטורי בכל המישור. בפרט, השדה המגנטי יוצר פוטנציאל וקטורי שונה על שני 

  פונקציות הגל של האלקטרון בשני המסלולים הן לכן המסלולים.
  

  1( )/( )
1( ) '( ) ief ce  rr r       2או ( )/( )

2 ( ) '( ) ief ce  rr r ,  )6.15(נ  
  

ניתנת באופן דומה.  2fנ), והפונקציה 6.14ניתנת על ידי משוואה ( 1fכאשר הפונקציה 

  על המסך היא rההסתברות למצוא את האלקטרון בנקודה 
  

  
2 2 2 2 2*

1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) 2Re[ ( ) ( )] 2 '( ) [1 cos( )]              r r r r r r,  )6.16(נ  
  

  כאשר

  
2 1

' ( ') ' ( ') ' ( ')
e ed d dc c       
  
  r A r r A r r A r

   .  )6.17(נ  

  

ההפרש בין שני האינטגרלים המסלוליים באיבר האמצעי שווה לאינטגרל סביב המסלול הסגור 

ממשפט סטוקס אפשר להפוך את האינטגרל הזה לאינטגרל על  .ציםחִ שמסומן באיור על ידי 

  השטח הכלול בתוך המסלול הסגור,
  

2 2ˆ' ( ') ( ) [ ] ( )
S S

d d r d r          r A r n r A r ,  

  

ˆכאשר  ( )n r הוא וקטור יחידה שניצב למשטח שעליו מחשבים את האינטגרל, ו - Β A ,לכן .

( ) r  הוא מרכיב השדה המגנטי שניצב למשטח. האינטגרל השטחי על המרכיב הניצב למשטח

. מאחר שהשדה פועל רק של השדה המגנטי שווה לשטף המגנטי הכולל שעובר דרך המשטח, 

בתוך העיגול המסומן באיור, האינטגרל השטחי ייתן תוצאה זהה עבור כל מסלול שמקיף את 

  נ) נותנת לבסוף6.17(-יגול הזה. הצבה בהע
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0

2
e
c    


  נ)6.18(  ,

  

0כאשר  /hc e   שהוזכר קודם לכן בהקשר עם אפקט הול הקוונטום של השטף המגנטיהוא ,

הקוונטי. תמונת ההתאבכות על המסך בניסוי שני הסדקים מציגה לכן תלות מחזורית של 

טף המגנטי ש"חודר" דרך המסלול הסגור, ומשלימה מחזור שלם בכל פעם שהשטף העוצמה בש

נ). אוסצילציות אלה, כפונקציה של השטף המגנטי, 6.16גדל בקוונטום שלם של השטף, משוואה (

נקראות על שם אהרונוב ובוהם. הן מופיעות בהרבה מערכות מזוסקופיות ומהוות כלי חשוב 

יות הגל במערכות אלה (אין אוסצילציות כשאין קוהרנטיות, כי אז לזיהוי הקוהרנטיות של פונקצ

  אין התאבכות של הגלים).

  

  

  ניסוי שני הסדקים עבור אלקטרון בנוכחות שדה מגנטי. נ:6.1איור 

  

  נ6.4שאלה 

  נ מתאר טבעת מתכתית שמקיפה סולנואיד. 6.2איור 

את משוואת שרדינגר עבור קטורי בכיוון שמשיק לטבעת ורשמו וֶ חשבו את הפוטנציאל ה  .א

  פונקציית הגל של אלקטרון שנע על הטבעת.

  מצאו את הפונקציות העצמיות ואת האנרגיות העצמיות של משוואת שרדינגר.  .ב

nE , הראו כי זרם המטען סביב הטבעת הואnEעבור מצב עצמי עם אנרגיה   .ג
j c


 


 .

  התוצאה הזאת באמצעות הקשר בין הזרם לבין המומנט המגנטי המושרה.הסבירו את 

כאשר הטבעת מלאה באלקטרונים עד לרמת פרמי, חשבו את האנרגיה הכללית שלהם.   .ד

חשבו גם את הזרם הכללי סביב הטבעת, כפונקציה של השטף המגנטי דרך הטבעת, והראו 

בתוך הסולנואיד. הזרם הזה נקרא  כי הוא שונה מאפס וקבוע בזמן כל עוד יש שדה מגנטי

  לאילו ערכים של השטף הזרם הזה מתאפס? ).persistent current" (מתמידהזרם ה"
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. B, שבתוכו קיים שדה מגנטי קבוע בכיוון הציר, aהגליל הפנימי מתאר סולנואיד בעל רדיוס  נ:6.2איור 
   שמכילה אלקטרונים. bמתאר טבעת בעלת רדיוס  C המעגל
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   הפרק בגופשאלות ל תשובות
  

  6.2.1תשובה 

dt/- שווה ל dtהסיכוי לכך שהאלקטרון יתנגש במרווח זמן   .א ,הסיכוי לכך שהאלקטרון  . לכן

) לא יתנגש במשך זמן )t dt  שווה למכפלת הסיכויים( ) ( )(1 / )P t dt P t dt   .  ,מכאן

/ /dP dt P  ,  ולכן/( ) tP t e   (0)(כאשר השתמשנו גם בתנאי ההתחלה 1P .(  

)-ו tהסיכוי להתנגשות בדיוק במרווח בין הזמנים   .ב )t dt  הוא( )( / )P t dt  לכן, הזמן .

   הממוצע בין התנגשויות עוקבות הוא

0

0

( ) /

( ) /

tP t dt
t

P t dt









 



.  

  

  6.2.2תשובה 

שניצב לכיוון המהירות המקורית עדיין יתמצע לאפס, אבל  v'המרכיב של המהירות החדשה 

המרכיב שלה בכיוון המהירות המקורית יהיה שווה להיטל שלה באותו כיוון, וההיטל הזה חייב 

'לקיים  ( ) cosv  v  כי הזווית בין המהירות החדשה למהירות המקורית קטנה או שווה ,

e/הצבה במשוואה . -ל m  v v E  1)נותנת לכן cos ) E /e m   v אפשר להציג .

1)את התוצאה הזאת על ידי זמן רלקסציה מוכלל, שמקיים  cos )     לכן, זמן הרלקסציה .

כשלא  –האפקטיבי גדל ככל שזווית הפיזור קטנה ומתבדר לאינסוף כשהזווית שווה לאפס 

  מתרחש שום פיזור.

  

  6.2.3תשובה 

x, משוואות התנועה הקלאסיות הן z-כשהשדה המגנטי מקביל לציר c yp p  ,xcy pp  ,

0zp ,לכן .zp קבוע בזמן, ומתקבלת תנועה קצובה בכיוון ציר-z ,mtpztz z /)0()0()(  .

ycxcyגזירת המשוואה השנייה והצבת המשוואה הראשונה נותנות  ppp 2   עם הפתרון ,

)cos()0()( tptp cyy  .  

/)/(])sin(]/)0(מהמשוואה  tmpmpmpx cycyx      

)()cos(/()0([)0][((1[מתקבל לכן   tmpxtx ccy  .  

mpyבאופן דומה, מהמשוואה  y /  מתקבל)sin()]/()0([)0()( tmpyty ccy  .  

)0()/(, עם רדיוס XYשתי המשוואות האחרונות מתארות תנועה מעגלית במישור  cy mp   ועם

  . cתדירות זוויתית ששווה לתדירות הציקלוטרון 

  

  6.2.4תשובה 

 ) הןCGSהצפיפויות של אטומי הליתיום והנחושת (ביחידות 

8 3 22 32/(3.49 10 cm) 4.7 10 cmLin     ,
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8 3 22 3. 4/(3.6.1 10 cm) 8.45 10 cmCun     הצבת esue 10108.4  103-ו 10 cm/secc   

)24 נותנת ) 1.48 10 (CGS)HR Li    ,24( ) 0.82 10 (CGS)HR Cu   .  

  

  6.2.5תשובה 

). באופן מפורש, המשוואות עבור מרכיבי התנע בתוך המישור 6.2.8נתחיל ממשוואות התנועה (  .א

 ), ואליהן יש להוסיף את המשוואה6.2.8שנדונו אחרי המשוואה ( משוואותזהות ל

Ε /z z zp e p   .  0נציב( ) i tt e p p ונקבל  
 

0 0 0 0E /x x c y xi p e p p      ,  

0 0 0 0E /y y c x yi p e p p      , 

0 0 0E /z z zi p e p    .  
  

)0 ), צפיפות הזרם היא6.2.4( ממשוואה   ) i tt e j j0 , עם 0( / )en m j p.  הצבה במשוואות

  הנ"ל נותנת

0 0

0 0
0

0 0

1 0
1

1 0
0 0 1

x c x

y c y

z z

i j
i j

i j

  
  




     
                    

,  

  

2 כאשר  
0 /ne m  טנזור ההתנגדות הסגולית, המקדמים היא . מטריצת


 היפוך .

  המטריצה הזאת נותן את טנזור המוליכות החשמלית, 
  

2 2 2 2

1
0 0 2 2 2 2

1
0

(1 ) ( ) (1 ) ( )

1
0

(1 ) ( ) (1 ) ( )
1

0 0
1

c

c c

c

c c

i
i i

i
i i

i

 
     

  
     





 
     
        
   


 .  

  

  בתדירויות גבוהות,  .ב
  

2 2 2 2

0 2 2 2 2

0
( ) ( )

0
( ) ( )

1
0 0

c

c c

c

c c

i

i


     

 
     



 
   

 
    

  
 


.  

  

c עבור    גם אם עוצמת השדה  ב לשדה המגנטי זרמים חזקים מאוד,נוצרים במישור הניצ

איננה גבוהה. המערכת נכנסת לתהודה ומאפשרת העברה יעילה של אנרגיה  החשמלי

  אלקטרומגנטית לאנרגיה קינטית של האלקטרונים. 
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  6.2.6תשובה 

, אזי לאלקטרונים שמגיעים אל x-של ציר החיוביבכיוון אם גרדיאנט הטמפרטורה הוא   .א

xvראשית הצירים מצד שמאל, מהנקודה   "יש מהירות "תרמית ,( )x xv T v    .

)מהירות האלקטרונים שמגיעים מהכיוון ההפוך היא  )x xv T v     של . לכן, בהנחה

  גרדיאנט קטן, המהירות התרמית הממוצעת היא
  

2

{| [ ( | | )] | | [ (| | )] |} / 2 | | ( | | / )( / )

( / )[ ( /2)/ ]( / ) [ /(3 )]( / )( / )

[ /(3 )]( / )

Ex x x x x x x

x

v v T v v T v v d v dT dT dx

m d mv dT dT dx m du dT dT dx

c m dT dx

  

 



    

   

 

  

  

 ) נותנת עבור זרם המטען6.2.4ה (הצבה במשווא  
3Q E

cne Te
  j v  .  

  

 יוצר זרם נגדי לזרם שחושב לעיל,ש Ej צריך להתקיים שדה חשמליאם אין זרם חשמלי,   .ב

0Eבאופן שהזרם השקול מתאפס,  Q j j. ) נותן את הזרם 6.2.5שימוש במשוואה (

E רם" על ידי השדה החשמלי החיצוני,ש"נג j E האיזון בין שני הזרמים נותן לבסוף .

Q TE , 3)/ניתן על ידי המקדם של זיבק כש )Q c e .  ,שימוש בחוק החלוקה השווה

3 /2Bc k,  2)/נותן )BQ k e  בערך מהערכים  100. תוצאה זאת האחרונה גדולה פי

  וגם זה יתוקן כשנדון בתיקונים לתורת דרודה. שנמדדים בניסיון,

  

  6.3.1תשובה 

2 ),6.3.3( ממשוואה 1/3 1(3 ) 1.4(Å)Fk n   ,פרמי היא אנרגיית. לכן 

2 11( ) /(2 ) 1.25 10F FE k m erg  90500 , ומכאןKFT .  טמפרטורת החדר נמוכה

  בהרבה מטמפרטורת פרמי.

  

  6.3.2תשובה 

המצבים המנוונים נותנים אותה  igזהים, כל הסידורים שלהם בין  שהחלקיקים מאחר  .א

 המצבים, ig האלקטרונים בין inתוצאה. מספר הסידורים הזה שווה למספר התמורות של 

-ולכן הוא שווה ל !/ [ !( )!]i i i ig n g n.  מספר האפשרויות הכוללW  שווה למכפלה של

  המספרים הללו.
  

לכן,   .ב log log[ !] log[ !] log ( !)!i i i iiW g n g n     , ונוסחת סטירלינג נותנת

 log log log ( ) log( ) ( )i i i i i i i i i i i iiW g g g n n n g n g n g n        ומכאן , 

 log ( ) log( ) logi i B i i i i i i i iiF E TS n k T n n g n g n g g         .  
  

 הוא למצב  mאלקטרונים מהמצב  nשינוי האנרגיה החופשית בגלל העברת   .ג

( / / )mF F n F n n      . נותנת  0-השוואה ל/ /mF n F n     זרת הזאת , ולכן לנג

/ואפשר לסמנה על ידי  יש ערך זהה לכל המצבים, mF n   .  
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  נותנת inלפי  Fגזירה של הביטוי שקיבלנו עבור   .ד
  

log i
i B

i i i

nF k Tn g n         
.  

  

 נותן inפתרון המשוואה הזאת עבור   
( )1 i

i
i

g
n

e  


1igכאשר  )6.3.9( , כמו במשוואה .  

  

  6.3.3תשובה 

)) נותנת 6.3.9( משוואה של גזירה  .א ) ( ) 2( )/ /[1 ]i iE Ef f E E e e           .  הפונקציה

10,20,40 הזאת מוצגת באיור להלן עבור  כשהאנרגיות נמדדות ביחידות של ,. 

f הפונקציה   מרוכזת סביב הערךE  קל לבדוק כי הפונקציה סימטרית סביב הנקודה .

)הזאת, כי  ) ( ) 2( ) /[1 ] ( )E Ef E e e f E                גובהה בנקודה הזאת .

) הוא ) /4f E      .בטמפרטורה אפס . הגובה גדל והרוחב קטן כשהטמפרטורה יורדת

   .והרוחב שואף לאפס ,שואף לאינסוף הגובה
  

חצי הגובה מתקבל מפתרון  בכמה אופנים. למשל,חב הפונקציה אפשר להעריך את רו  

)1/2 המשוואה )/ ( ) 1/2f E f     24 כאשר, כלומר /(1 ) 1/2x x ,  1עם 2( )Ex e  .

3פתרון המשוואה הריבועית נותן  2 2x  , ולכן 

1 2 log 3 2 2 1.76B BE k T k T       1 . הרוחב 2 3.52 BE k T   מתכונתי

כשהטמפרטורה יורדת. עם זאת, האינטגרל על הפונקציה הוא  ,לטמפרטורה וקטן

 ( ) ( ) ( ) ( ) 1dE f E f E f f
 


        .0בגבול  , בלי תלות בטמפרטורהT  ,

( ) 0f E   עבור כלE , ו-( )f E     .שהאינטגרל  מאחר בנקודה הזאת עצמה

) סביב המקסימום שווה לאחד, הפונקציה )f E  פונקצייתמקיימת את כל התכונות של של 

)ולכן  הדלתא, ) ( )f E E   .  

  

  
  

)הממוצע (פר חלקיק) של התכונה הכללית   .ב )A E  עבור גז האלקטרונים בטמפרטורה כללית

) הוא ) ( ) ( ) ( )/ eA E V dEg E A E f E N



 .  המכנה הוא( ) ( )eN V dEg E f E




  .  

) נגדיר פונקציה   ) ( ) ( )
E

B E V dE g E A E


   אינטגרציה בחלקים נותנת .  
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dEg E A E f E B E f E dEB E f E dEB E f E
  




  

      
.  

  

] מתאפס בשני הגבולותהאיבר הראשון בשלב האמצעי    ( ) 0 , ( ) 0]B f    .  
  

) שהפונקציה מאחר   )f E  צרה ומרוכזת ליד רמת פרמי, האינטגרל באגף ימין תורם בעיקר

BEמהטווח  k T בטמפרטורה מספיק נמוכה אפשר להציב את הפיתוח . 

2( ) ( ) ( )( ) ( )( ) /2B E B B E B E            (תגים מייצגים נגזרות לפי האנרגיה) 

 לקבלו  2( ) ( ) ( ) ( )( ) /2dEB E f E B B E  



      .  האיבר הראשון באגף ימין נותן

את התוצאה המצופה בטמפרטורה אפס. האיבר השני מכיל את 

 2 2( ) ( ) ( )E dE E f E 



    שהוא ריבוע "סטיית התקן" של האנרגיה מהפוטנציאל ,

)המשקל  פונקצייתהכימי עם  )f E המשקל  פונקציית. כפי שראינו בחלק הקודם, רוחב

 2T- , ולכן התיקון המוביל לאינטגרל בטמפרטורות נמוכות מתכונתי לT-הזאת מתכונתי ל

2[ואכן חישוב מדויק של האינטגרל נותן  2 2( E) ( /3)( )Bk T כזה יופיע גם  ]. תיקון

דיראק -, ולכן כל גודל ממוצע שמחושב עם התפלגות פרמיeN באינטגרל שנותן את

. האיברים הבאים בפיתוח הנ"ל 2T-בטמפרטורות נמוכות מכיל תיקונים שמתכונתיים ל

  .Tתנו חזקות גבוהות יותר של יי

  

  6.3.4תשובה 

d/ ממדים הוא d- הנפח של כדור פרמי ב  .א
d FS k dמותר" של  , והנפח שמתאים לערך בדיד"

2) התנע הוא ) /d V.  .בכל מצב כזה יש שני אלקטרונים  
  

  נותנת ) 6.3.3לכן, הכללה של משוואה (  
  

/22 / 2 (2 )

(2 ) / (2 )

d d
d d FF

e d d
S k d S mE

N V nV
V d 

  


.  

  

 מהמשוואה הנ"ל,  
1/

2 /(2 )
d

F dk nd S   פרמי היא אנרגיית, ו  
 

22(2 ) /(2 ) /(2 )
d

F dE nd S m   .  
  

  מכאן הקשר בין צפיפות האלקטרונים לרמת פרמי,   
  

 2 2 22 /(2 ) / 2 (2 ) / (2 )d
d F d Fn S k d S mE d     .  

  

  ) לממד כללי נותנת 6.3.5הכללה של משוואה ( באופן דומה,  .ב
  

1
/2 1

2 /2

2
( )dE

(2 ) / (2 )

d
d d

d
F

S k dk ndVg E V E dE
V E


 

 

.  
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  האנרגיה הכוללת של האלקטרונים בטמפרטורה אפס היא לכן  
  

0

( )
2

E

tot F
dE V Eg E dE VnEd 
.  

  

 המספר הממוצע של האלקטרונים הוא  .ג
0

( ) ( )eN V dEg E f E


 . השוואה של הערך הזה  

N-ל Vn  והצבה של( )g E נותנים  ,מהסעיף הקודם
/2 1

/2 ( )0
1

2( ) 1

d

d E
F

d dEE
E e 






.  פתרון

 החלפת משתנים נותנת .FEושל   ה שלכפונקצי  האינטגרל נותן את

/ 2 /2 1

/2 0

( )
1

2( ) 1

d dB
d y

F

d k T dyy
E e 






. ,בטמפרטורות גבוהות המקדם לפני האינטגרל שואף לאינסוף 

eולכן האינטגרל צריך לשאוף לאפס. זה יקרה רק אם     בגבול הזה אפשר להזניח .

)ההתפלגות היא בקירוב  פונקצייתש במכנה ולקבל 1-את ה )( ) Ef E e   ,  עם הנרמול

  המתאים. 

האינטגרל במשוואה לעיל הוא עכשיו   
/2 1

0
( /2)

d

y
dyy e d

e







  כאשר ,( )z  פונקצייתהיא 

(3/2) ,אהגמ /2  ,(1) 1  ,(1/2)  .  הפוטנציאל הכימי נותנת המשוואה עבור

)/ כי המכפלה )/2( ) Bk Td
Bk T e  ,ולכן ההתנהגות המובילה איננה תלויה בטמפרטורה

)בטמפרטורות גבוהות היא  /2)( ) log( )B Bd k T k T  .   

ולכן בגבול של  ע משוקלל,ההתפלגות מצטמצם בכל חישוב של ממוצ פונקצייתב eהמקדם   

  למשל בולצמן,- גילות של התפלגות מקסוולטמפרטורות גבוהות מתקבלות התוצאות הר
  

/ 2 /2
0 0

/2 1 /2 1
0 0

( )

2( )

d d x
Btot B

d d xe

E f E dE k T x e dxE dk T
N E f E dE x e dx

  

   
  
 
 

.  

  

  פטי.-שנותן גם את חוק דולון זהו חוק החלוקה השווה,  
  

  נותנת בור הפוטנציאל הכימי מהחלק הקודםהמשוואה ע בשני ממדים  .ד
  

( )
0 0

1 1 1
1 ( ) ( ) ln 1

1EF F
dEg E f E dE e

E Ee


  

 


      ,  

  

]ln ולכן   1]/FEe  .   
  

מספר האלקטרונים המעוררים  ם הסגולי האלקטרוני אינם משתנים:השיקולים לקבלת החו  .ה

Bk , וכל אחד מהם נושא אנרגיה מסדר גודל שלT- אל מעל לרמת פרמי מתכונתי ל T לכן .

) כי 5.4.22ראינו אחרי משוואה ( . עם זאת,T-האלקטרוני עדיין מתכונתי להחום הסגולי 

, כאשר מתחשבים )6.3.16, ולכן ההכללה של משוואה (dT- החום הסגולי הפונוני מתכונתי ל

d גם בפונונים, היא
V d dC T A T .  
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  6.3.5תשובה 

236.022צפיפות האלקטרונים ניתנת על ידי   .א 10 /mn z A ר, כאש z  הוא  

היא המסה האטומית (בגרמים)  Aמספר אלקטרוני ההולכה ש"נתרמים" על ידי כל אטום, 

1z והמקדם הוא מספר אבוגדרו (מספר האטומים במול אחד). עבור נחושת,  64- וA  .

29לכן,  30.84 10 mn  ) נותן6.2.6. שימוש בביטויים שהופיעו אחרי משוואה ( 

2 14/( ) 2.7 10 secm ne    ) 2), 6.3.3. ממשוואה 1/3 8 1(3 ) 1.35 10 cmFk n    .

/8לכן,  1.56 10 cm/sec  F Fv k m ,2 /2 13.8 F FE mv eV ,5/ 1.6 10 K  F F BT E k, 

64.2 10 cm 420ÅFv     .  
  

2 זמן הרלקסציה הוא  .ב 14/( ) 0.6 10 secimp m ne     . משוואה מהביטוי שהופיע לפני

)6.3.22 ,(21/( ) 12.5(Å)imp imp F impv N  .  

  

  6.4.1תשובה 

nהפונקציה   .א k ) 6.4.10מקיימת את משוואה,(  
  

ˆ( ) ( ) ( ) ( )i
n n nT e     k r

k k kr R R r r.  
  

)ˆצימוד קומפלקסי נותן    ) ( ) ( ) ( )i
n n nT e         k r

k k kR r r R r לכן .( )n 
k r  היא

ˆפונקציה עצמית של  ( )T R עם הערך העצמי ,ie k R גם הפונקציה .( )n k r  היא פונקציה

ˆעצמית של  ( )T R עם אותו ערך עצמי. מאחר שהערכים העצמיים של ,ˆ ( )T R  עבור ערך

)אינם מנוונים, חייב להתקיים  nמסויים של  ) ( )n n 
k kr r צימוד קומפלקסי של .

ˆמשוואת שרדינגר נותן  ( ) ( ) ( ) ( )n n nH E  k kr r k r .,ההחלפה  כמו כן k k  במשוואת

ˆשרדינגר נותנת  ( ) ( ) ( ) ( )n n nH E   k kr r k r השוואת שתי המשוואות נותנת .

( ) ( )n nE E k k .  
  

)נסמן   .ב , , )x y zk k k  k) 6.4.10. ממשוואה ,(  
  

1k a
1 1

ˆˆ( ) ( ) ( ) ( )xi
n n nT e    k k kr a a r r.  

  

1kצימוד קומפלקסי נותן    a
1 1

ˆˆ( ) ( ) ( ) ( )xi
n n nT e      k k kr a a r r .שני מצד ,

1k a
1 1

ˆˆ( ) ( ) ( ) ( )xi
n n nT e  

    k k kr a a r r.  1מאחר שהערכים העצמיים של
ˆ( )T a  אינם

)מנוונים, מתקבל  ) ( )n n 
k kr r צימוד של משוואת שרדינגר עבור .( )n k r  והשוואה עם

)אותה משוואה עבור  )n k r  נותנים( ) ( )n nE E k k.   

  

  6.4.2תשובה 

/ברילואן הראשון,  אזורממשפט בלוך, מספיק להסתכל על הפתרונות בתוך  /a k a     בין)

יש רק שני עם תנאי שפה מחזוריים אחד  ממדהקווים האנכיים באיור). למשוואת שרדינגר ב

) אנרגיה לכל תלויים-בלתיפתרונות  )nE k םראינו ששני הפתרונות האלה ה 6.4.1. בשאלה 
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( )nk x ו -, ( )n k x   על ידי המשוואה(שקשורים זה לזה , ( ) ( )n k nkx x 
    עבור האנרגיה .(

תלויים עבור -פתרונות בלתישמיוצגת על ידי הקו האופקי באיור הנתון נראה שישנם ארבעה 

 כפי. כאלה שניים רק שיהיו הדרישה את סותר וזה, הראשון ברילואן אזוראותה אנרגיה ב

 לכל לוייםת-בלתי פתרונות יותר יש יותר גבוהים בממדים), 6.4.13( משוואה אחרי שהוסבר

  חפיפה כזאת של פסים כן אפשרית.אנרגיה ולכן 

  

  6.5.1תשובה 

בגבול המבוקש כל מדרגת פוטנציאל הופכת להיות גבוהה מאוד וצרה מאוד, כך שהשטח   .א

0תחתה הוא  0( ) ( )
a

b
dxU x U a b u   למדרגה הזאת יש בדיוק אותן תכונות שיש .

0לפונקציה  ( )u x a  אנרגיה של האלקטרון נשארת המסרק. בהנחה שה פונקציית, ומכאן

0E סופית, U, 2 אפשר להזניח אתK  2לעומת 2
02 /Q mU   6.5.9(, ולכן משוואה (

)2cosהופכת להיות  ) cos( ) ( )/(2 ) sin( )ka Ka Q a b k Ka    , ומכאן  
  

sin( )
cos( ) ( ) cos( )

Kaka F K Ka Ka  .  

  

0כאשר    ,  ,2משוחזר הפתרון של חלקיק חופשיka Ka   .   

)כאשר  ,גבולות הפסים מתקבלים   ) 1F K   קל לראות כי .( ) ( 1)nF K    עבורKa n, 

  הנקודות הללו הן תמיד גבולות של פסי אנרגיה.  לכן, שלם. nלכל 
  

1בגבול   .ב , כי  ,פסי האנרגיה הם צרים( )F K  משתנה באופן תלול כפונקציה שלK  ולכן]

2גם כפונקציה של  2 /(2 )E K m [ .ליד כל אחד מהגבולות שמצאנו זה עתה  לכן, בתוך כל פס

)1חייב להימצא גבול שני, שבו הפונקציה צריכה לקבל את הערך  1)n בהנחה שהגבולות .

Ka נציב קרובים זה לזה, n    חזקות במשתנה הקטןונפתח בטור  המשוואה .

  המתקבלת עבור הגבול השני היא
 

  
 

1

2 3

( 1) cos( ) sin( )/( ) ( 1) [cos sin /( )]

( 1) 1 /2 ( /6 )/( ) ( 1) 1 /( )

n n

n n

n n n n

n n

           

       

         

             
   (*)  

  

2בסדר המוביל מתקבל  לכן,   /n   , והפסים הנוצרים נמצאים בתחומים  
  

(1 2/ )n Ka n      ,  1,2,3עבור,n  .  
  

max, אם נסמן   /nK n a ו-,min (1 2 )nK n a  נקבל כי רוחב הפס ה , -n  הוא

22 2 2 2 2
,max ,min( )/(2 ) 2 /( )n n nE K K m n m     ,  ולכן הפסים הולכים ומתרחבים כאשר

   עולים באנרגיה.
  

1)בתוך כל פס נרשום    )Ka n x ,  0כאשר 2/x   הצבה במשוואה עבור .( )F K,

cos( ) ( ) ( 1) (1 )nka F K x   ,  1נותנת ( 1) cos( ) /nx ka     , ,ומכאן האנרגיה בפס 

2 2 2 2 2 2/(2 ) ( ) (1 ) /(2 )E K m n x ma   .   
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20עבור  מצוירות באיור להלן, ות שמתקבלותהאנרגי   .  בגבול    אלה האנרגיות

  : x-והתיקון המוביל מתכונתי ל ,aהבדידות של בור פוטנציאל אינסופי עם רוחב 
  

 
2 22 2

2

( ) 2
1 1 ( 1) cos( )

2 2
nnKE kam ma




       


.  

  

  
  

1כאשר   .ג  לפתרון של החלקיק הוא תיקון קטן (*) - המסומנת ב, האיבר השני במשוואה

2kaשבו  החופשי, Ka   ה . ראינו כבר שקיים גבול של פס בכל נקודka nכאשר , 

)-אגף ימין שווה ל 1)n. ש נקודה נוספת ליד הנקודה הזאת שגם בה יתקבל אותו הערך. נחפ

Kaנציב  n y  ונדרוש שיתקיים  
  

2( 1) cos( ) sin( )/( ) ( 1) 1 /2 /( )n nn y n y n y y y n                .  
  

2 מכאן,   /( )y n בין האנרגיות משני צדי הפער הוא הפרש. לכן, ה 

2 2 2 2 2 2
0( ) ( ) /(2 ) 2 /( ) 2 /E Ka y Ka ma ma u a        .  תחתית הפס הנמוך ביותר

2תתקבל מפתרון המשוואה  21 cos( ) sin( )/( ) 1 ( ) /2 1 ( ) /6Ka Ka Ka Ka Ka         , 

)2ולכן  ) 2Ka  , 2ומכאן 2 2 2 2
min 0( ) /(2 ) /( ) /E Ka ma ma u a   .  

  

  6.6.1תשובה 

)אם הפוטנציאל המחזורי  )U r  חלש, אזי אפשר להתייחס אליו כאל הפרעה קטנה. ללא

2הפוטנציאל, ההמילטוניאן של המערכת מתאר חלקיק חופשי,  2
0

ˆ /(2 )H m   שנדון בסעיף ,

(0)הן  0Ĥ. עבור תנאי שפה מחזוריים, הפונקציות העצמיות של 6.3 ( ) /ie V  k r
k r ,

0העצמיות המתאימות הן  והאנרגיות 2 2( ) /(2 )E mk k  עם הערכים הבדידים של וקטורי הגל]

)]. נשתמש עכשיו בתורת ההפרעות כדי לקבל את 6.3.2), כמו במשוואה (5.3.10ממשוואה (

, צריך לחשב את 4התיקונים לרמות האנרגיה ולפונקציות הגל. כפי שהוסבר בנספח לפרק 

(0)ן ההפרעה, המטריצה של המילטוניא (0)U kk כאשר וקטור הגל 6.6. כפי שראינו בסעיף ,

של האלקטרון רחוק מהגבולות של אזורי ברילואן, אזי המצבים ה"מקוריים" (ללא ההפרעה) 

  נ) נותנת 4.3אינם מנוונים, ואז משוואה (
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2
(0) (0)

(0) (0)(0)
(0) (0)

( ) ( )
( ) ( )

U
E E U

E E




 
    

 
kk

k k
k k

k k
k k

.  

  

  ידיאלמנטי מטריצת ההפרעה ניתנים על 
  

(0) (0) 3 ( )1
( ) ( )iU d re U UV

  
      k k r

kk r k k.  

  

(0)התיקון מסדר ראשון ניתן על ידי האיבר האלכסוני,  (0) 31
( )U d rU

V
   k k r זהו .

, אפשר k- הממוצע של פוטנציאל ההפרעה על כל נפח הגביש. מאחר שזה קבוע, שאיננו תלוי ב

ת האפס של האנרגיה) ולהתעלם ממנו בהמשך. כפי להחסירו מכל רמות האנרגיה (כלומר להזיז א

, מקדמי פורייה היחידים של פונקציה מחזורית הם המקדמים שעבורם וקטור 3.8הוסבר בסעיף ש

). לכן, הסכום במשוואה עבור Gהגל שווה לאחד הוֶקטורים של הסריג ההופכי,  )E k  מכיל רק

את האיברים שעבורם   k k G:  
  

2

(0)
(0) (0)

0

( )
( ) ( )

( ) ( )

U
E E

E E
  

  
G

G
k k

k G k


,  

  

  ).6.6.13וכך שחזרנו את משוואה (
  

  נותן את התיקון לפונקציית הגל, 4באופן דומה, שימוש בנספח לפרק 
  

(1) (0) (1) (0) (0)
(0) (0)

0

( )
( ) ( )

U
E E  


       

   k kk G k G k G
G G

G
k G k


.  

  

כאשר ההפרש בין שתי אנרגיות "מקוריות"  (או מופרעים- הבלתיכאשר קיים ניוון בין המצבים 

כי יש לטפל במצבים המנוונים בנפרד ולבחור תחילה  4איננו גדול מספיק), ראינו בנספח לפרק 

קומבינציות לינאריות שלהם שהן מצבים עצמיים של המילטוניאן ההפרעה. החשבון הזה נותן 

, קיים ניוון 6.6שנדון בסעיף ממדי -את התיקונים לאנרגיה בסדר ראשון בהפרעה. במקרה החד

 כפול רק ליד כל וקטור סריג הופכי. ליד הנקודה הזאת מטריצת ההפרעה היא
(0) (0)

(0) (0)
( ) ( /2) ( )

( ) ( ) ( /2)
E k E G U G

U G E k G E G
 
    


 ומשוואת המצבים העצמיים שלה זהה ,

  ). 6.6.14( למשוואה

  

  6.6.2תשובה 

 התמרת פורייה של הפוטנציאל היא
/2

0/2
( ) (1/ ) ( ) /

a iGx
a

U G a dxe U x u a


 .   

  הגל היא פונקצייתלכן, המשוואה עבור מקדמי פורייה של 
  

2 2
0( ) ( ) 0

2
uk E k k Gm a      

  
G

  .  
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)האיבר השני במשוואה מכיל את הפונקציה  ) ( )
G

f k k G   .  
  

0 לכן, 2 2( ) ( )/ /(2 )
u

k f k k m Ea      וההצבה , k k G  נותנת  
  

0 2 2( ) ( )/ ( ) /(2 )
u

k G f k G k G m Ea         .  

  

)שהסכום בפונקציה  מאחר )f k  הוא על כל וקטורי הסריג ההופכי, אפשר להזיז את המשתנה

) ה"אילם" בסכום ולהוכיח כי ) ( ) ( ) ( )G Gf k G k G G k G f k 


           , ולכן,   
  

0 2 2( ) ( )/ ( ) /(2 )
u

k G f k k G m Ea        .  

  

0נותנת  Gעל  סכימה
2 2

1
( ) ( )

( ) /(2 )G
u

f k f ka k G m E
 

  
ומכאן שיש פתרון רק אם  ,

מתקיים 
2 2

0

1
( ) /(2 )G

a
uk G m E

 
  

, או 
2

2 2
0

1
2( )G

a
muk G K

 
  , כאשר הצבנו 

2 2 /(2 )E k m .  המשוואה האחרונה נותנת את הקשר ביןK  לביןk.   
  

ואז הסכום באגף שמאל נשלט על ידי האיברים עם  ,אגף ימין גדול מאוד קטן מאוד, 0u כאשר

0המכנה הקטן ביותר. בגבול  0u   2זה נותן 2( ) /(2 )E k G m כצפוי, בגבול הזה מקבלים . 

רחוק מהגבולות של אזורי ברילואן,  kaכאשר  קטרום המצומצם של החלקיק החופשי.את הספ

על  ).6.6שמתקבל גם בתורת ההפרעות (סעיף  2משחזר את התיקון מסדר  0uפיתוח בחזקות של 

ka, למשל זור ברילואןשל אגבול   ,,0עם  הסכום נשלט על ידי שני איברים, 2 /G a, 

0u. בגבול הנגדי,0u-שוחזר הפער שמתכונתי לומ  ,ואיור של הסכום  , אגף ימין מתאפס

 כאשר kמראה שהסכום מתאפס עבור כל הערכים של (בדקו!)  Kבאגף שמאל כפונקציה של 

2ka n, רמות האנרגיה הבדידות של בור אינסופי. כך שמתקבלות  
  

. אפשר לרשום את המכנה באגף שמאל 6.5.1נשחזר עכשיו את המשוואה שהתקבלה בשאלה 

2בצורה  2( ) ( )( )k G K k G K k G K      , ולכן,  
  

2 2
1 1 1 1

2( )G GK k G K k K Gk G K
         

 .  

  

2 נציב /G n a תמש בזהות הנתונה ובעוד זהויות טריגונומטריות:ונש  
  

    

2 2
1 1 1

4 ( )/2 ( )/2( )

sin( )
cot ( )/2 cot ( )/2

4 2 cos( ) cos( )

G G

a
K a k K n a k K nk G K

Kaa aka Ka ka KaK K Ka ka

 
         

    


 
  

  

  .6.5.1המשוואה הזאת זהה לתוצאה של שאלה 
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  6.6.3תשובה 

 ):6.6.2פערי האנרגיה נקבעים על ידי התמרת פורייה של הפוטנציאל, משוואה (

0

1
( ) ( )

a iGxU G dxe U xa
  .ונקבל )6.5.1נציב את משוואה (, כאשר האינטגרל הוא על תא יחידה 

0 0( ) ( )
a iGx iGb iGa
b

U U
U G dxe e ea iGa

     2/. פער האנרגיה בנקודהk G הוא 

    0 02 4
2 ( ) 2 1 cos ( ) sin ( ) 2

U U
U G G a b G a b

G a G a
    כאשר השתמשנו בזהות , 

 2 22 2cos( ) 4sin ( ) 2i ie e          . ,וכפי שאכן מצאנו  כפי שאפשר לצפות

  בין פסים יותר ויותר גבוהים.כלומר  גדל, G-הפער הולך וקטן ככל ש ,6.5בסעיף 
  

0 בגבול של פונקציות דלתא, 0( )U a b u  מתקבל ,  
  

 0 04 2
2 ( ) ( )/2

U u
U G G a b aG a

  ,  

  

  . (א)6.5.1בהתאמה עם התוצאות של שאלה 

  

  6.6.4תשובה 

עם זיהוי של החלקים השונים של אזור  ,3.5.2הצד השמאלי של האיור להלן משחזר את איור 

ורי סריג הופכי אל אזור ברילואן הראשון נותנת את הצד וֶקטברילואן השלישי. הזזה שלהם ב

  הימני באותו איור.

  

                     
  

אחרי שמזיזים  kצד ימין של האיור להלן מראה את תלות האנרגיה של הפס השלישי במרכיבי 

את האנרגיות לאזור ברילואן הראשון, וצד שמאל מראה את הקווים שווי האנרגיה המתאימים. 

  כעת המינימה של האנרגיה נמצאים בפינות האזור, והמקסימה נמצאים באמצעי הפאות.
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 ברילואן. אזורמסכם את התוצאות עבור שלושת הפסים לאורך המסלול המיוחד ב להלן האיור

כפי שאפשר לצפות, הפס השלישי והפס השני חופפים על אלכסון אזור ברילואן (בדיוק כפי שהפס 

  השני והפס הראשון חפפו על הפאה של האזור).

  

  
  

  6.6.5תשובה 

ואה , שמקיימים את משו0qנניח כי הגבול בין שני אזורי ברילואן מתואר על ידי הוֶקטורים   .א

2), 3.5.1) (ראו גם איור 3.5.2(
02  q G G עבור וקטור הסריג ההופכי ,Gבמקרה התלת .-

   ממדית מוכללת לצורה-) החד6.6.16ממדי, משוואה (
  

22(0) (0) (0) (0) (0)( ) ( ) ( ) ( ) 4 ( ) 2E E E E E U
           q q q G q q G G.  

  

0qכאשר    q המשוואה הזאת נותנת ,
0

(1) (0)
0( ) ( )E E U  q q G,  ולכן פער האנרגיות בכל

2- נקודה על מישור הגבול (או על קו הגבול) הוא קבוע ושווה ל ( )U G .  
  

0q ,0פיתוח ליד הנקודה   .ב q q δ,  נותן  
  

0

(1) (1) 2 2 2 2
0 0( ) ( ) /(2 ) (2 ) ( ) /(4 ( ) )E E U m m U 

            q q q G δ δ q G δ G G  .  

  

הוא ניצב למישור הגבול בין שני  אזי קל לראות כי, Gור הסריג ההופכי וֶקטמקביל ל δאם   

2)0 מתקיים השוויון בפרט, האזורים. ) 0  δ q G, ואז מתקבל  
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0

(1) (1) 2 2 2 2
0( ) ( ) /(2 ) 1 /(2 ( ) )E E U m m U 

        q q q G G G δ  ,  

  

) שקיבלנו בממד אחד. עבור פוטנציאל מספיק חלש אפשר 6.6.17באנלוגיה מלאה למשוואה (  

2להניח כי  21 /(2 ( ) )m U G G לכן, המקדם של האיבר הריבועי הוא חיובי עבור הפס העליון .

ושלילי עבור הפס התחתון. מאחר שהתלות ריבועית, לאנרגיה של הפס התחתון יש מקסימום על 

פוגש את המישור הזה בניצב אליו (האנרגיה  אנרגיה- שווההגבול בין האזורים, ומשטח מישור 

(ד). לאנרגיית הפס - (ג) ו6.6.3איננה משתנה כשחוצים את המישור), כפי שאכן רואים באיור 

  האנרגיה ניצבים למישור הגבול.- העליון יש מינימום באותו כיוון, וגם שם המשטחים שווי
  

0אזי גם  ,נמצא על מישור הגבול δלעומת זאת, אם    q q δ על אותו מישור, ואז  נמצא

(0)האנרגיות ניתנות על ידי  ( ) ( )E Uq G. ה לעומת זה על אלו שני פרבולואידים שמוזזים ז

במרכז הפאה של אזור ברילואן לפס העליון יש מינימום בכל הכיוונים,  לכן, ידי פער האנרגיה.

אבל עם מקדמים שונים של הפרבולות בכיוונים השונים. לעומת זאת, לפס התחתון יש נקודת 

  מקסימום בכיוון הניצב למישור ומינימום בתוך המישור.  אוכף:
  

ואה שמופיעה בחלק (א), כשבכל מתוך המשו בקירוב(ד) - (ג) ו6.6.3איורים  אפשר לקבל את  .ג

מתאים לגבול שמפריד בין ש 0q ורהוֶקט (ב)] מציבים את6.6.4[איור רבע של אזור ברילואן 

אותו רבע לבין האזור הקרוב אליו. כצפוי, רחוק מהגבולות של אזור ברילואן הגרפים דומים 

ם מופיעים ליד הגבולות של האזור. ליד כל פאה ההבדלי .6.6.3(ב) באיור - מאוד לחלקים (א) ו

של הפס שהאנרגיה  מאחרהנגזרת של האנרגיה בכיוון הניצב לפאה מתאפסת.  של האזור,

האנרגיה -החופשי, הקווים שווי אלקטרוןשהייתה ל האנרגיהשם קטנה לעומת התחתון 

הוסבר כמותית  כפי שגם הם ניצבים אליה, ,מוזזים כלפי חוץ, וכאשר הם חותכים את הפאה

  בחלק הקודם של התשובה.
  

(0)האנרגיה של האלקטרון ניתנת על ידי ללא הפוטנציאל המחזורי    2 2 /(2 )E m k ולכן ,

פוטנציאל מחזורי חלש מאוד כמעט שאיננו משנה  האנרגיה הם מעגלים במישור.- שווי הקווים

רילואן. האיור הימני להלן מתאר את הקווים הללו, פרט לנקודות שקרובות לשפה של אזור ב

 ).M ,את האנרגיה לאורך הקו שמחבר את מרכז אזור ברילואן עם אמצע אחת הפאות (למשל

האנרגיה מושפעת על ידי הפער שעומד להיווצר שם, ולכן  אה הזאת,כשמתקרבים אל הפ

 מטה, מהקו הדק אל הקו העבה.כלפי פרבולית) של הפס התחתון מוזזת  ההאנרגיה (שהיית

. החיתוך של הקו הזה עם 0E-באנרגיה ששווה ל עכשיו על הקו האופקי באותו איור,נסתכל 

)הפונקציה  )E k 0האנרגיה באנרגיה -מזהה את המיקום של הקו שווהE מהאיור רואים .

כשעוברים מהפונקציה הפרבולית המקורית אל האנרגיה  ,החיתוך הזאת זזה ימינה שנקודת

 שהיו האנרגיה,- שווי קוויםהנקודות על ה חדשה, שכוללת את ההשפעה של הפער. לכן,ה

כפי שמראים  תזוזנה לכיוון אמצע הפאות של אזור ברילואן, מעגליים עבור החלקיק החופשי,

הגבולי  קוהקווים המעגליים מתעוותים בהדרגה עד שה צאהלהלן. כתוצים באיור השמאלי החִ 

הקו  ילואן. כשמעלים עוד את האנרגיה,מעלות לעומת אזור בר 45-נהיה ריבוע שמסובב ב



 567  אלקטרונימ במוצקימ :6פרק   

 

ושם הוא ניצב לפאה ם של הקו העבה באיור הימני להלן, האנרגיה מגיע אל המקסימו-שווה

  של האזור.

  

                    
  

כי קיימים וקטורי סריג הופכי נוספים שהזזה בהם  אזור ברילואן קיים ניוון נוסף,ל בפינות ש  .ד

למשל, בסריג ריבועי יש ניוון של האנרגיה של החלקיק החופשי בארבע  .נותנת אותה אנרגיה

. קובייהה הפינות של אזור ברילואן הראשון. בסריג קובי יש ניוון של שמונה מצבים בפינות

 כלשל הרמות במקרה הזה יש ללכסן את מטריצת ההפרעה בין  כדי לחשב את הפיצול

המצבים המנוונים. בדוגמה של הסריג הריבועי, האנרגיות המנוונות של החלקיק החופשי על 

2-הפינות שוות ל 2 2
0 ( )e ma  והמטריצה שצריך ללכסן, כאשר כוללים רק את מרכיבי ,

  היא פורייה שהוזכרו בשאלה,

0

0

0

0

e u u v
u e v u
u v e u
v u u e

 
 
 
 
 

 

 ,

  

  

)מייצגים את הפינות  יםכאשר השורות והעמוד   / )( 1, 1)a   ,( / )(1, 1)a  ,( )( 1,1)a  ,

( / )(1,1)ak וכאשר ( ) 0.15 , ( ) 0.2K Mv U u U   k k  . קל לבדוק כי למטריצה

)0הזאת יש שני וקטורים עצמיים עם הערך העצמי  1,0,0,1) ,e v  0)- ו, 1,1,0) וקטור ,

,1)0העצמי  ךעצמי עם הער 1, 1,1) , 2e u v    , ֶר עצמי עם הערך העצמי טוקוו

0(1,1,1,1) , 2e u v נים ממשיכים להיות מנוונים בלי . לכן, שניים מארבעת המצבים המנוו

u-בהנחה ש אחרים זזים כלפי מעלה וכלפי מטה.שינוי באנרגיה שלהם, ואילו השניים ה v ,

0הפס התחתון יורד אל האנרגיה  2e u v  0, והפס הבא יורד אל האנרגיהe v לכן, פער .

)2הוא  Kהאנרגיה בנקודה  )u v פער זה קטן יותר מהפער בנקודה .M2- , שהיה שווה לu .

אלכסון (ב) חושבו מהכללה של הדטרמיננטה הנ"ל, כאשר על ה6.6.7(- (ד) ו- (ג)6.6.3איורים 

0xkהופיעו האנרגיות המתאימות לנקודה כללית באזור ברילואן. למשל, כאשר   0- וyk  ,

  האנרגיות על האלכסון היו
  

(0) (0) (0) (0)( , ), ( 2 / , ), ( , 2 / ) ( 2 / , 2 / )x y x y x y x yE k k E k a k E k k a E k a k a      .  
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ליד מרכז אזור ברילואן מתקבל קירוב טוב כששומרים רק על השורה הראשונה. ליד הנקודה   

M  ,(כפי שעשינו בחלקים קודמים של השאלה) מספיק לשמור על שתי השורות הראשונות

  צריך לשמור על כל ארבע השורות במטריצה. Kוליד הנקודה 

  

  6.7.1תשובה 

)(0)) נותנת 6.7.8במשוואה ( R- ב rהזזה של  ) ( )iA e     k R
k k

R
r R = r R R הזזה של .

האינדקס האילם בסכום אל   R R R נותנת  
  

(0)( ) ( )i ie A e   


  k R k R

k k
R

r R = r R,  
  

   ).6.4.5כנדרש במשוואה (
  

)כמו כן, קל לראות שהפונקציה  (0)( ) ( ) ( )i iu e A e     


 k r k r R)
k k k Rr = r r R  ,מחזורית

Rאל  R- האילם מ הסכימהושינוי אינדקס  R-ב rכי הזזה של  R נותנים  
  

( ( (0)( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i iu e A e e u           


        k r R ) k r R R) k r

k k k k k
R

r R = r R r R R = r r,  
  

  ).6.4.4כנדרש במשוואה (
  

  ) נותנים3.4.1ושימוש במשוואה ( Gור סריג הופכי טקוֶ ) ב6.7.8במשוואה ( kהזזה של 
  

( ) (0) (0)( ) ( ) ( )i iA e A e    
      k G R k R

k G k G k G
R R

r r R r R.  

  

מהנרמול, 
2 2A A k G k מאחר שפונקציית הגל נקבעת ממילא עד כדי פאזה (שאינה משנה .

)שום ממוצע קוונטי), נובע כי  ) ( )  k G kr r.  

  

  6.7.2תשובה 

  האנרגיות בפס הן   .א
  

      2 2
1 1( ) 1 2 1 cos( ) 2 1 cos(2 ) 1 4sin ( /2) 4 sin ( )E k ka ka ka ka          .  

  

), עבור 1(ביחידות של  ברילואן הראשון אזורלהלן מראה את האנרגיות הללו בהימני האיור   

1/8   1/4(הקו העבה) ועבור  .(הקו הדק)  ההתנהגות המובילה בתחתית הפס היא

2 4
1 1( ) (1 4 )( ) ( )E k ka O k      1/8. לכן, ההתנהגות היא פרבולית עבור  אבל ,

4
1( )E k k    1/4עבור  2. ערכים שליליים גדולים יותר של  נותנים ארבעה פתרונות

)]. לכן הקירוב של הקשר החזק 6.4.2, וזה לא ייתכן [ראו שאלה 0-עבור אנרגיות שקרובות ל

   נשבר לערכים הללו.
  

), צפיפות המצבים ליחידת אורך היא 5.4.10בדומה למשוואה (  .ב
1

( )
dkg E
dE

 ,במקרה שלנו .
2

1 sin( ) 1 4(1 ) 32 sin ( /2)
dE ka kadk         ולכן צפיפות המצבים מתבדרת ליד מרכז ,  
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של ון הוב מופיעה כאן בגלל התאפסות הנגזרת של  הסינגולריותאזור ברילואן וליד קצהו. 

)/11הגל בשני הקצוות הללו. התוצאה [ביחידות של האנרגיה לפי מספר  )a מוצגת עבור [

0.1  .באיור השמאלי להלן  
  

בטמפרטורה אפס יתמלאו כל רמות האנרגיה עד לרמת פרמי,   .ג
1

( )FE
totE L dEg E E


  מאחר .

1שנתון כי  1FE    1, קיים גם 1FE     לכל האלקטרונים, ואפשר להשתמש

2בקירוב הפרבולי, 
1 1( ) (1 4 )( )E k ka     לכן .

2
1

1 1
( )

2 (1 4 )
dkg E
dE ka  

 
 

 ,

  ומכאן 
  

1

3 2
1 1

1 1
1 1

( )

2 (1 4 ) 3 (1 4 )

FE
F

tot
E E

E N L dE N N
a   

   
     

   .  

  

לשורש הדמיון לחלקיק חופשי בממד אחד ברור, כי גם כאן צפיפות המצבים מתכונתית הפוך   

  האנרגיה (יחסית לתחתית הפס). ההבדל הוא במקדם המספרי.
  

         
  

  6.7.3תשובה 

(0)ננסה פתרון מהצורה   .א ( ) xx Ae  ,  0כאשר  הצבה במשוואת שרדינגר ממשי .

0xמראה כי זהו אמנם פתרון עבור כל  ,  (0)עם האנרגיה 2 2 /(2 )E m .  ליד הנקודה

0x משוואת שרדינגר היא , 
2 (0)2

(0) (0) (0)
02

( )
2

d u x E
m dx

     
   . אינטגרציה בין 

0נותנת בגבול  -ל   את התוצאה
(0) (0)2

(0)
0

0 0

(0) 0
2 x x

d d um dx dx
  

  

 
    

 


 ,

 כלומר 2
0/(2 ) 0m A A u A        2, ומכאן

0 /u m  . מדרישת הנרמול נקבל עוד 

2 2(0)1 ( ) /dx x A 



 ולכן , A  .התקבל איפוא פתרון יחיד מהצורה הזאת .

(0)2שהאנרגיה שלו שלילית,  מאחר 2
0 /(2 )E mu   ,.זהו מצב היסוד  
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  אינטגרל החפיפה בין שכנים קרובים הוא  .ב
  

0
(0) (0) (2 ) (2 )

0

( ) ( )

cosh( )

a
x a a x a

a

a

dx x x a e dx e dx e dx

ae a

  



   

 


    





 
       

  

 

     

  עבור שכנים קרובים הוא האינטגרל  באופן דומה,  
  

 

(0) (0) (0) (0)
0

0

( 1) 3 5
0 0 0

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

m

ma m a a a a a

m

dx x U x a u dx x x ma x a

u e e u e e e u e     

     

  

 



      



            

      

 






  

  

  כמו כן,   
  

2(0) (0) (0)
0

0

2 2
0 0

0

( ) ( ) ( ) ( )

2

m

ma a

m

dx x U x u dx x x ma

u e u e 

    

 





 



          

  

 




  

  

2בקירוב הקשר החזק 
0 1a u am    ולכן ,  . אם מזניחים גם את התיקון לנרמול

)(0)מקבלים  ),6.7.15נה של משוואה (במכ ) 2 cos( )E k E a  . לכן, רוחב הפס הזה הוא 
aeu   084.   

  

  6.7.4תשובה 

   ) נותנת עכשיו שתי משוואות,6.7.24משוואה (
  

  (0)( ) ( ) ( )A AA A BA BAE E A A A    k k ,  

  (0)( ) ( ) ( )B BB B AB ABE E A A A    k k ,  
  

)כאשר במקרה הכללי  ) ( ) i
ij ij e     k R

Rk R  וכאשר הזנחנו את כל אינטגרלי החפיפה פרט

(0)-ל 1ii למשוואות הללו יש פתרון רק אם דטרמיננטת המקדמים מתאפסת, ולכן .  
  

2(0) (0) (0) (0) 2( ) 4

2

AA BB AA BB ABB BA AE E E E
E

              
    

.  

  

)בשאלה נתבקשנו לשמור רק על שכנים קרובים, ולכן רק  ) 2 cos( 2)AB AB ka k  ,שונה מאפס

(0)כאשר  (0)( ) ( 2)AB A Ax U x a    0, ואילוAA BB   ,בקירובים הללו .  
  

2(0) (0) (0) (0) 2 2( ) 16 cos ( 2)

2

ABB BA AE E E E ka
E

      .  
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 5.2.4האיור הימני מתאר את שני הפסים עבור אטומים שונים, והתמונה דומה איכותית לאיור 

עם הפס האקוסטי והפס האופטי של תנודות גביש עם שני אטומים שונים בתא היחידה. כאשר 

, בדיוק כמו במקרה של 2, ואזור ברילואן גדל פי 2שני האטומים זהים, תא היחידה קטן פי 

  כפי שמודגם באיור השמאלי).תנודות הסריג (

  

                     
  

  6.7.5תשובה 

כזכור, גביש הגרפן מתואר על ידי סריג משולש עם שני אטומים בתא היחידה. אפשר לסמן את   .א

מייצגים את פונקציות  nmv- ו nmu, כאשר 5.2.5פונקציות הגל על האטומים השונים כמו באיור 

, 6.7.4. כמו בשאלה nm האינדקסיםהגל בשתי הנקודות בתוך תא היחידה שמסומן על ידי 

מקבלים שתי משוואות לינאריות עבור פונקציות הגל על שני האתרים בתא היחידה. מאחר שכל 

(0)האטומים זהים, קיים  (0)
BAE E(0)יות ניתנות על ידי , והאנרג

ABE E     כאשר ,

1 2 1 2 )( ) ( )nni i i i
AB nn ABe e e e             k r k a k a k (a ak  וכאשר הסכום הוא על

2השכנים הקרובים, עם  1( , 3 )/2 , ( , 0)a a a a a) 5.2.14. [הביטוי הזה דומה למשוואה (

ממדי של - בגלל הדמיון בין משוואות הקשר החזק למשוואות עבור תנודות הגביש.] תיאור תלת

שני פסי האנרגיה ניתן באיור להלן (מוצגות שתי זוויות ראייה כדי להדגיש את הסימטריה 

  באזור ברילואן).  Kהמשולשת ואת קשרי הנפיצה הלינאריים ליד הנקודות מטיפוס 
  

, שני הפסים נפגשים בשש הנקודות 5שקיבלנו בפרק  תוצאהכפי שרואים באיור, ובדומה ל  .ב

  . 5.2.7 באיור K שסומנו על ידי

4) על הסביבה של אחת מהנקודות הללו,נסתכל עכשיו    /(3 ), 0)a ,ליד הנקודה הזאת .

(4 /(3 ) , )x ya k k kולכן ,  
  

(2 3 2) (3 2 3 2)(4 3 )( ) ( )y x yx i k a i k a k ai k a
AB AB e e e        k.  

  

)2פיתוח בסטיות מהנקודה נותן    ) ( 3 3 )( ) /4 ( )AB AB x yi k ik a O    k k , ולכן

) ארית בגודל וקטור הסטייה,האנרגיה לינ ) ( 3/2)AB ABE k a    k.  כל אחד

, כפי שאכן רואים z- סיבובית סביב צירעם סימטריה  מהסימנים נותן משוואה של חרוט,

, שמתארים משוואת דיראקקשר נפיצה לינארי כזה אופייני גם לפתרונות של  באיור. הערה:

ההתנהגות המיוחדת הזאת, שמאפשרת לחקור באופן  חלקיק עם מסה אפס.-חלקיק ואנטי
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ונמצאת  ןות חשמלית ייחודית של גרפגוררת התנהג ניסיוני פתרונות של משוואת דיראק,

  בבסיס של הרבה מחקרים עכשוויים של החומר המרתק הזה.

  

       
  

  6.7.6תשובה 

מההמילטוניאן הכללי של המערכת, אם מניחים כי אין חפיפה בין  הנתונה מתקבלתהמטריצה   .א

  פונקציות גל על אטומים שונים, 
  

(0) (0)( ) ( ) ( ) ( )           R R r R r R R R,  
  

(0))] בתוך האיבר האלכסוני, 6.7.17[משוואה ( וכן "בולעים" את הגודל    (0)E E   .  
  

Ĥמשוואת שרדינגר,   .ב E  מקבלת את הצורה ,ˆ ( ) ( )m n H m m E n  במקרה .

  נעלמים, N-משוואות הומוגניות ולינאריות ב הנתון, מתקבלות 
  

(0) ( ) ( 1) ( 1) ( )E n n n E n       .  
  

) מאפשר להשתמש בכל השיקולים ששימשו 5.1.4הדמיון בין המשוואה הזאת לבין משוואה (  

)לפתרון של המשוואה ההיא. בפרט, הצבת ה"ניחוש" של פתרון גלי,  ) inkan Ae  וצמצום ,

  נותנים כי זהו אכן פתרון, בתנאי שמתקיים inkaAeשל שני האגפים על ידי 
  

(0) ( )ika ikaE E e e  .  
  

)תנאי השפה המחזורי מחייב שיתקיים    ) ( )n n N   ולכן ,iNkae ומכאן הערכים ,

,0,1,2הבדידים של וקטורי הגל,  , 1 , 2 /( )N k Na     התוצאה אכן משחזרת את .

  ב).6.7.20משוואה (
  

0nבמשוואות עבור  לטפל בנפרדבמקרה הזה יש   .ג   1ועבורn  :  
  

(0) (0) ( 1) (1) E (0)imp impimpE         ,  

N
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(0) ( 1) (0) ( 2) E ( 1)impE          .  
  

1כל יתר המשוואות, עבור    n נשארות כמו בסעיף (ב). נבדוק עכשיו אם יש פתרון מהצורה ,

( ) nn Ae    1עבור n (0). מהמשוואות של חלק (א) מתקבל ( )E E e e     .

1nהצבת אותו "ניחוש" עבור     (0)נותנת 2(0)impE Ae Ae EAe         ,

0nוהמשוואה עבור    (0)נותנת (0) 2 (0)impimpE Ae E    הצבת הביטוי לאנרגיה .

impA(0)במשוואה הראשונה נותנת    הצבת התוצאה הזאת ואותו ביטוי לאנרגיה .

  במשוואה השנייה נותנים לבסוף שיש פתרון רק כאשר מתקיים 
  

(0) (0) 2( ) 2 /imp impE E e e e        .  
  

(0)זאת משוואה ריבועית בנעלם    (0)2 2( )/ 1 2( / ) 0 ,impimpe E E e e           עם ,

2הפתרונות  2 1e b b c     (0), כאשר (0)( )/(2 )impb E E   ,2( / ) 0impc    .

2הפתרונות מרוכבים, כאשר  2 1 0b c   אבל אז מתקיים ,
2 2 2(1 2 ) 1 2 1e b c b c        ולכן הפתרונות האלה אינם קבילים. כאשר ,

2 2 1 0b c   1, יש שני פתרונות ממשיים. הפתרונות הללו חוצים את הערכיםe   ,

1cכאשר  b   1(הציבוe    1במשוואה הריבועית). קל לבדוק שהתנאיe   מתקיים

1cעבור פתרון אחד, כאשר  b  1, ועבור שני הפתרונות כאשרc b .   

  

  6.8.1תשובה 

2Fk, בשני ממדים התנע של פרמי ניתן על ידי 6.3.4מהפתרון לשאלה   .א n כאשר , n  היא

אזור ברילואן השני מתחיל  (א),6.8.5כפי שאפשר לראות מאיור  צפיפות האלקטרונים במישור.

כשהמעגל של פרמי משיק לפאה של אזור ברילואן הראשון. לכן, אלקטרונים  ,להתמלא

Fk/ ברילואן הראשון, כל עוד יתקיים יאכלסו רק את אזור a 2)/2, כלומר )n a אם .

n/2רושמים  a  2/, מתקבל 1.57  איור רואים גם שאזור ברילואן השלישי . מאותו

 מתחיל להתמלא כאשר המעגל של פרמי חוצה את הפינה של אזור ברילואן, כלומר כאשר

2 /Fk a,  2אוn a, 3.14 כלומר .  
  

2קיבלנו פער קבוע, שגודלו  (א)6.6.5בשאלה   .ב 2 ( )U Gבין שני הפסים על הפאה של אזור , 

 האנרגיה בשיא של הפס התחתון(ד)], 6.6.5[אם מתעלמים מהתיקון של שאלה  לכן ברילואן.

2 ברילואן) היא בקירוב בפינת אזור ,K(בנקודה  2 2/( )ma  ,  של הפס הזה והאנרגיה

2) היא בקירוב Mבאמצע הפאה (בנקודה  2 2/(2 )ma  .  תחתית הפס השני נמצאת גם

2והאנרגיה שלה היא  ,Mהיא בנקודה 2 2/(2 )ma   .  לכן ההפרש בין תחתית הפס העליון

2לשיא הפס התחתון הוא  2 2 2 2 2 2 2 2/( ) /(2 ) /(2 ) 2ma ma ma                  ,

והתנאי למעבר בין חצי מתכת (שבו יש חפיפה בין אנרגיות שני הפסים) למבודד (שבו יש פער 

2 הוא סופי בין הפסים) 2 2/(2 ) 2ma  .  
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הפסים היא אנרגיית, )6.7.21משוואה (בקירוב הקשר החזק,   .ג
2 2( ) 4 ( ) sin ( /2) sin ( /2)n n n x yE E a k a k a     k,צורת הפסים תלויה  בקירוב הזה . לכן

לשני הפסים יש  יאז ,(וחיוביים) זהים 2ושל  1הסימנים של . אם nרק בסימן של 

מקסימה ומינימה באותן נקודות. במקרה הזה החלק הנמוך ביותר של הפס העליון נמצא גם 

נקבל חצי  שהיה עבור החלקיק החופשי!). לכן, מצבהוא במרכז אזור ברילואן (זה מצב הפוך ל

2 מתכת כל עוד המינימום הזה, שערכו 2(0,0)E E ,התחתון,  נמוך מהמקסימום של הפס

1 1 1( / , / ) 8 ( )E a a E a     1. אם הסימנים של  2ושל 2 הפוכים, כלומר 0 י, אז 

 מצבהמינימום של הפס השני נמצא מעל למקסימום של הפס הראשון, ואז המצב דומה ל

לא אם כן הפסים חופפים זה לזה ליד הפינות של אזור שהיה בממד אחד: החומר מבודד א

1. התנאי לכך הוא ברילואן 1 1 2 2 28 ( / , / ) ( / , / ) 8E E a a E a a E         .  

  

  6.8.2תשובה 

Fk/ , כאשרלשפה של אזור ברילואן הכדור של פרמי ישיק  .א a עבור אלקטרונים חופשיים .

3בשלושה ממדים,  2/(3 )Fn k  ) צפיפות האלקטרונים צריכה להיות  )]. לכן,6.3.3[משוואה

3/(3 )n a. ערכיים הוא-אם ריכוז האטומים הדו x, מספר האלקטרונים הממוצע  יאז

2ש"נתרם" על ידי תא יחידה הוא  1(1 ) 1x x x    ,  ואז צפיפות האלקטרונים במרחב

1)3היא  )/n x a  ,3. לכן 3(1 )/ /(3 )x a a  3/, ומכאן 1 4.72%x   .  
  

עם הפאה של אזור ברילואן נראה של סריג קובי פשוט החיתוך של משטח פרמי  6.8.8מאיור   .ב

xk/ ,למשל ,בקירוב מעגלי. על מישור של הפאה מתקיים a ולכן האנרגיה היא ,

( ) 2 ( ) 4 cos( ) cos( )n n n y zE E a k a k a      k .) מתקיים  ), באמצע הפס6.8.1ממשוואה

0 cos( ) cos( ) cos( )x y zk a k a k a  , מתקיים ולכן על הפאה cos( ) cos( ) 1y zk a k a  ,

הסכום אם מגדילים את  ,וזהו קו שנראה קרוב למעגל. רדיוס הקו הזה הולך ומצטמצם

cos( ) cos( )y zk a k a  ,  הסכום הזה והוא הופך לנקודה בודדת במרכז הפאה בדיוק כאשר

אין נקודות על הפאה, ומשטח פרמי נשאר  הסכוםעבור ערכים גדולים יותר של  .2-שווה ל

)) נותנת 6.8.1במשווואה ( 2בתוך אזור ברילואן הראשון. הצבת הערך  ) 4 ( )n n nE E a  k ,

  כלומר אנרגיה שנמצאת על שליש גובה הפס.
  

ניתנת על ידי האלקטרונים צפיפות  בסריג קובי ממורכז גוף יש שני אטומים בתא יחידה, ולכן  .ג

32(1 )/n x a .  הסריג ההופכי של סריגBCC  הוא סריגFCC,  4עם קבוע סריג /a וקטורי .

, 3.4.5הסריג ההופכי ניתנו בשאלה  ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(2 / ) ( ) ( ) ( )a h k     G y z x z x y . וקטורי

השכנים הקרובים שלו בסריג ההופכי  12הסריג ההופכי שמחברים את מרכז אזור ברילואן אל 

ˆורים וֶוקטהם ה ˆ(2 / )( )a  G y z ,ˆ ˆ(2 / )( )a  G x z  אוˆ ˆ(2 / )( )a  G x y. 

ורים וֶקטים שמפרידים בין אזור ברילואן הראשון לשכניו הם האנכים האמצעיים לישורהמ

2 הוא וקל לראות כי המרחק מהראשית אל כל אחד מהמישורים הללו הללו, /a,מכאן . 
3 2 3 2/(3 ) ( 2 / ) /(3 )Fn k a   , 2 ולכן /3 1 4.8%x    .  
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  6.9.1תשובה 

ykנרשום  a    ,xk a   ונפתח במשתנים ו- :

 (0) 2 2
(0)( ) 2 cos cos( ) ( )n n n n nE E E              k  (0)(עם

0 n nE E   .(

,0)מכאן רואים שהנקודה  / )a אנרגיה עם אנרגיה קבועה ששווה -היא נקודת אוכף. על קו שווה

)-ל )nE Ek  2מתקיים ( ) 0n ndE d d       ,2. כמו כן 22n nE a    .

  אלמנט האורך על הקו מקיים
  

2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( / ) ( )x ydl dk dk a d d a d               ,  
  

  ולכן האינטגרנד הוא
  

 2 2 2
0/ 2 /(2 ) / 2 ( )/ )n n n ndl a d d a E E               .  

  

2מהדרישה  2 0    0נובע כי 0( )/ nE E     מאחר שהאינטגרל נשלט על ידי .

~0הסביבה של   התוצאה איננה רגישה לגבול השני של האינטגרל, ונחשב אותו בתחום ,

0 /2    תרומה דומה תבוא משני הצדדים של ארבע הנקודות .( / , 0) ,(0, / )a a   ,

  ולכן התוצאה הסופית היא
  

0

/2

02
0

( ) 8 (4/ ) ln ( )/( )
2 ( )/

n n
n n

dg E E E
E E





   
  

     
,  

  

2- כאשר השתמשנו ב 2/ lndx x a x x a       והנחנו כיE ,קרוב מאוד לאמצע הפס 

0 nE E  .  

  

  6.9.2תשובה 

,נסמן את קבועי הסריג של הסריג האורתורומבי על ידי   .א ,x y za a a  ואת אינטגרלי החפיפה בין

,שכנים קרובים בכיוונים המתאימים על ידי  ,x y z   הכללה פשוטה של הדיונים הקודמים .

  נותנת את האנרגיות בפס,
  

2 2 2( ) 4 sin ( /2) 4 sin ( /2) 4 sin ( /2)n n x x x y y y z z zE E k a k a k a      k.  
  

2פיתוח טיילור ליד הראשית נותן    2 2( ) ( ) ( ) ( )n n x x x y y y z z zE E k a k a k a      k ,

22ומכאן המשוואה שמופיעה בשאלה, כאשר מגדירים  /(2 )i i im a   .  
  

עבור פס בודד, ) 6.9.4ממשוואה (  .ב 3
3

1
( ) ( )

4
g E d k E E


  k .,נציב נחליף משתנים 

/k m k  
 , 2 ונקבל 2 2

03
( ) ( )/2

4( )

x y z
x y z x y z

m m m
g E dk dk dk E E k k k



  

      
. 

  ולקבל  עכשיו אפשר לחזור לקואורדינטות כדוריות
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22
0 03 2 3

2
( ) / 2

4( )

x y z x y zm m m m m m
g E k dk E E k E E

 

     

       
.  

  

), כשהמסה שם מוחלפת על ידי הממוצע הגיאומטרי של 6.3.5התוצאה הזאת דומה למשוואה (  

  שלוש המסות האפקטיביות שמופיעות בביטוי הנוכחי לאנרגיה. 
  

  צפיפות האלקטרונים בפס ההולכה ניתנת על ידי   .ג
  

0

* * *
3/2

02 3

2 2
/ ( ) ( )

3

FE
x y z

e F
E

m m m
n N V dEg E E E


    

,  

  

 ),6.3.6ולכן, בהכללה של משוואה (  
1/2

0
3/2

0

3 ( )
( )

2( )F

n E E
g E

E E





תוצאה זו רלוונטית עבור  כאמור, .

  חורים בחלק העליון של פס הערכיות.
  

אלגברה זהה לזו שהוצגה לעיל נותנת   .ד
* * *

max2 3

2
( )

x y zm m m
g E E E


 


 , ולכן

0

* * *
3/2

max2 3

2 2
/ ( ) ( )

3
FE x y z

e FE

m m m
n N V dEg E E E


    

.  

  

  6.9.3תשובה 

)המשוואה היא   .א ) ( ) ( )
0 0 /[1 ]c v c DE E E E

e h Dn e n e x e             נסמן .

( )cEx e     0ונקבל 0 / /[1 ]g DE E
e h Dn x n e x x xe    ההנחה .B gk T E  מצדיקה

את הזנחת האיבר הראשון באגף ימין. מתקבלת משוואה ריבועית, עם הפתרון החיובי היחיד

01 1 4 / /(2 )D DE E
D ex e x n e      

B . עבור Dk T E מתקבל 

/2
0/DE

D ex e x n 0/2, ומכאן ln[ / ]/2c D B D eE E k T x n   ,  בהתאמה עם הפתרון

/0. לעומת זאת, עבור בטקסט שלפני השאלה ln( / )D D e B gE x n k T E  מתקבל 

0/D ex x n 0, ואזln[ / ]c B D eE k T x n   בגבול הזה מתקבל .e Dn x ,שכל  כלומר

0Dהאלקטרונים עברו מהתורמים אל פס ההולכה. בטמפרטורות מספיק נמוכות קיים  ex n ,

3כי  2
0en T. ,הפוטנציאל הכימי עולה בהדרגה ,כשהטמפרטורה עולה לכן  

)- מ 0) /2F c DT E E E      לקראתcE. 0 כל עוד מתקייםD ex n הפוטנציאל הכימי ,

0D. בטמפרטורות גבוהות יותר יהיה cEיכול גם לעבור את  ex n, ל הכימי ירד והפוטנציא

D מאחר שקיים בכל מקרה, עם עליית הטמפרטורה. gE E הפוטנציאל הכימי נשאר ,

(האיבר הראשון באגף ימין של המשוואה  בסביבת סף פס ההולכה, וההזנחה של ריכוז החורים

  תה מוצדקת.יהי )המקורית
  
0Dxכאשר   .ב ) 0) נותנת 6.9.13, משוואה 0/ /[1 ]E AE E

e A hn e x x xe n x     , עם

( )vEx e . הזנחת האיבר הראשון משמאל נותנת משוואה ריבועית, עם הפתרון 
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01 1 4 / /(2 )A AE E
A hx e x n e      

0/2 . לכן, ln[ / ]/2v A B A hE E k T x n    עבור 

B Ak T E0- , וln[ / ]v B A hE k T x n    0עבור/ ln( / )A h A B gE n x k T E  הפוטנציאל .

  הכימי נשאר בסביבה הקרובה לשיא של פס הערכיות. 

  6.9.4תשובה 

  ),6.9.7הפוטנציאל הכימי מחושב ממשוואה (  א.
  

19 17
0ln( / ) 0.026( ) ln(2.8 10 /10 ) 0.146c B e eE k T n n eV eV    .  

  

   ),6.9.10ממשוואה (  
  

2 19 19 1.14/0.026 19 6
0 0 2.8 10 1.04 10 2.6 10 cmgE

e h e hin n n n n e e         ,  
  

2 ולכן   3/ 260cmh ein n n  . הישיר, מהחישוב מתקבלת תוצאה אותה ( )
0 vE

h hn n e   .  
  

19עכשיו   .ב 14
0ln( / ) 0.026( ) ln(1.04 10 /10 ) 0.31v B h hE k T n n eV eV     ולכן , 

2 5 3/ 2.6 10 cme hin n n   .   

  

  6.10.1תשובה 

ממשוואה  הזה.ורים בכיוון וֶקטולכן נרשום רק את מרכיבי ה ,b-התנועה היא רק בכיוון ציר  .א

)6.10.6,( 
1 n

b
b

E
v

k





ולכן  ,
0

( )1
( ) (0)

t n
b b

b

E
r t r dtk


 


k

) אפשר להציב )6.10.9. ממשוואה 

/( E)bdt dk e , ולכן  
  

 
( )

(0)

( )1
( ) (0) (0) ( ) (0) /( E)

E

b

b

k t
n

b b b b n b n b
bk

E
r t r dk r E k t E k ee k


          

k
  

  

 סריג ההופכי,ורי הוֶקטהאנרגיה מחזורית בנשארים ללא שינוי.)  k(המרכיבים האחרים של   

) ולכן היא חוזרת אל אותו ערך כאשר ) (0)b bk t k b  זמן המחזור מתקבל על ידי .

   אינטגרציה,
( )T

0 (0)

T /( E)
E

b

b

k t

b
k

bdt dk e e   
.  

  

2עבור סריג קובי,   .ב /b a,  ולכןT /( E )h e a 4. הצבה שלE 10 V 1-וÅa  נותנת 
10T 10 sec. ,14 לכןT ~ 10 sec ,  והאלקטרון יתפזר לפני שהוא יגיע אל שפת אזור

ברילואן. כדי לראות את אוסצילציות בלוך יש להגדיל את קבוע הסריג, למשל על ידי שימוש 

על ידי  ,להאריך את זמן הרלקסציה (למשלאו סריגים, להגדיל את השדה החשמלי - בעל

  שימוש בגבישים מאיכות גבוהה בטמפרטורות נמוכות מאוד).
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)דה קבוע התנע הסריגי של כל אלקטרון יהיה בש  .ג ) (0) E /k t k e t   לכן, מומנט הדיפול .

המושרה יהיה     

(0)
(0), ( / ) (0) (0),FF

F F

kk
k k k

P e x k t e L dk x k t
 

     כאשר ,

      (0), ( ) (0) /( E)x k t E k t E k e    הוא המיקום בזמןt  של האלקטרון עם התנע 

והסכום הוא על כל האלקטרונים בפס ההולכה (שני אלקטרונים בכל מצב).  ,k(0)ההתחלתי 

   מכאן,

 

 2

sin( E / ) sin( E / ) 2sin( )
E

4
sin( )sin E /(2

E

F F F

F

LP k a e at k a e at k aa
L k a e ata





    



 


  

  

Fk כאשר המומנט הזה מתאפס לפס מלא, השדה הקבוע משרה מומנט דיפול מתנודד!   a .  

  

  6.10.2תשובה 

 ) ומתייחסים אל6.10.4מתחילים ממשוואה (
2

( )im  δ k  ) נ) 4.3כאל הפרעה. ממשוואה

  עד לסדר השני בהפרעה מתקיים  ):6.10.5מתקבלת הכללה של משוואה (
  

2

2
2

2 2

( ( )

( )
2

2 ( ) ( )

n n n n

n n

n nn n

E E u i um

u i um
m E E





    

  

 


k k

k k

k δ) = k δ k

δ k
δ

k k










 .  

  

  ן) נות6.10.3הפיתוח של משוואה ( ךהמש
  

2 ( )1
( ( ) ( )

2
n

n n n
E

E E E k k  
 

 


    
 k

k
k δ) = k δ k .  

  

  ) נותנים לכן 6.10.13השוואה בין המשוואות ושימוש במשוואה (
  

 2

2

( )1 1 1
( ) ( )

n n n nn

n nn n

u i u u i uE
k k m E Em

 


 

 


 


 

              


k k k kk
k k

,  

  

n של פונקציות הגל עבור תניצבובכאשר השתמשנו  n עבור האיברים הקבועים עם δ k ,

 וכאשר   ,האינדקסים של המרכיבים  ביןכשמחליפים  מציין את האיבר הקודם במונה

  הקרטזיים.

  

  6.10.3תשובה 

0קיבלנו עבור וקטור הגל  6.6.5בפתרון לשאלה  q q δ0 , כאשרq  נמצא על הגבול בין שני

2 [כלומר אזורי ברילואן
02  q G G[ ,את האנרגיות  
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0

(1) (1) 2 2 2 2
0 0( ) ( ) /(2 ) (2 ) ( ) / 4 ( )E E U m m U


           q q q G + δ δ q G δ G G  .  

  

0הביטוי הזה ריבועי בתנע רק בנקודות המיוחדות  /2q = G.  גזירה נותנתבנקודות אלה  
  

 
2

2
2

( )1 1 1
(1 )/ 8 ( )

E
G G m Uq q mm    

 
 


           

q
G


.  

  

  הסימנים השונים מתייחסים לשני הפסים.

  6.11.1תשובה 

x מציבים בשלב הראשון xdt dk k  וכן 
2

B
x

y

e Ek kc






  . מתקבל
 

T 2 2 2

0

T
B B B

yx
x y x

y

dkdkc c c ddt dk k dke e dE e dEdE k
   

   
    ,  

  

  והאינטגרל מזוהה כשטח שמוקף על ידי המסלול.

  

  6.11.2תשובה 

2 האנרגיה היא 2 2 2
0( ) /(2 ) /(2 ) /(2 )x x y y z zE E k m k m k m       k . נע בכיוון השדה מרכיב הת

ˆ0נשאר קבוע בזמן,  k k n זוהי משוואה של חרוט שראשו בראשית הצירים, ששטח בסיסו .

0-ונפחו שווה ל A-שווה להאליפטי  /3Ak . ,נעבור לקואורדינטות חדשות /k m k  
  ,

2ואז המשטח שווה האנרגיה ניתן על ידי הפרבולואיד  2 2
0( ) /2x y zE E k k k     k ומשוואת ,

0kהחרוט היא  k n, כאשר /n n m  
  .החדשות, טותנבקואורדי 

3/c x y zm m m     כאשר , c  הכדוריות. בסיס החרוט הזה  בקואורדינטותהוא נפח החרוט

)02 הוא חיתוך של מישור עם כדור בעל רדיוס )R E E ,  וגובהו של החרוט שווה  

2-ל 2 2
0 0 ˆ ˆ ˆ/ / x x y y z zh k n k m n m n m n      2. לכן, רדיוס הבסיס של החרוט הוא 2R h ,

2ונפחו הוא  2( ) /3c R h h   .  

2מכאן,  3
0 0 03 / 2( ) ( / )/x y zA k m m m E E h h k           ,  ולכן  

  

.
2 2 2 2ˆ ˆ ˆ

x y z

x x y y z z

m m mA
E m n m n m n

   

  


    

2
=


  

  

למשל, עבור שדה מגנטי  ).6.11.3שמצוטט במשוואה (, ) נותנת את זמן המחזור6.11.2משוואה (

B/c מתקבל - בכיוון ציר x ye c m m     .  בגבול של מסה אפקטיבית איזוטרופית משוחזרת

במקרה הכללי מופיעה בתדירות הציקלוטרון  התוצאה שניתנה לעיל עבור תדירות הציקלוטרון.

  מסה אפקטיבית משוקללת. 
  

z
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, אזי משוואות התנועה הן z- דרך אחרת: אם השדה הוא בכיוון ציר
B

x y
y

ek k
m c

 ,
B

y x
x

ek k
m c

 ,

ולכן 
2

2

( B)
x x

x y

ek k
m m c 

 וזאת משוואה של תנועה מחזורית עם תדירות הציקלוטרון ,

B/c x ye c m m     .  

  

  6.11.3תשובה 

)), 6.11.1נכפול את משוואה ( / )e c  k r B וקטורית ב , -B:  
  

2( / ) [ ] ( / ) B ( )e c e c           B k B r B r B B r   .  
  

מכאן,   ˆ ˆ/( B) Bc e v   r B k B   .ואינטגרציה על הזמן נותנת את התוצאה המבוקשת

מהתוצאה הזאת ברור שהוֶקטור    ˆ( ) (0) /( B) ( ) (0)t c e t     r r B k k  נמצא במישור

. הוא מאונך גם לוֶוקטור B-שמאונך ל ( ) (0)t k k ואורכו הוא ,
2( ) (0) ( ) (0)Bt l t   r r k k לכן, המסלול . ( ) (0)t r r  מתקבל מהמסלול

 ( ) (0)t k k 90-אחרי סיבוב ב 2-והכפלה ב
Bl 6.2.3. התוצאה הזאת זהה לתוצאה של שאלה 

  (בדקו!).

  

  6.11.4תשובה 

eq- (ששווה ל jq ) עבור חלקיקים עם מטען6.2.8( נכליל את משוואות  .א e   עבור אלקטרונים

hq- ול e ,(אפקטיבית חיוביתמסה  עבור חורים jm,  זמן רלקסציהj, צפיפות jn 

) :jv ומהירות ממוצעת / ) ( / )j j j j jjm q c    v v E v B.  השדה המגנטי הוא בכיוון

. במצב סטציונרי XY – החשמלי ומהירויות החלקיקים הם במישור, ואילו השדה z- ציר

/מתקיים  (E B/ )j jx j x jyjm v q v c   ,/ (E B/ )j jy j y jxjm v q v c  .   

  מפתרון שתי המשוואות הללו והזנחת איברים ריבועיים בשדה המגנטי מקבלים  
  

( / ) E ( B/( ))Ejy j j j y j j j xv q m q m c     , ( / ) E ( B/( ))Ejx j j j x j j j yv q m q m c     .  
  

j צפיפות הזרם היא   j jj
n q j v0 קיים 6.2.1 . בגיאומטריה של איורyj  ,ולכן 

32 ( / )E ( / ) BE / 0j j j y j j j xj jj j
n q m n q m c     .באופן דומה, הזרם בכיוון ציר -x הוא 

32 ( / )E ( / ) BE /x j j j x j j j yj jj j
j n q m n q m c    . ש מאחר -E E By x האיבר השני ,

  ולקבל ואפשר להזניחו בביטוי הזה ריבועי בשדה המגנטי,
  

2 2 2

2 22

( / )E

B ( )( / )

j j jj jy j h e eh
H

x e e h hj j jjj

n q q m n n
R j ce n nc n q m

  
 






  

 
 




,  

  

j/כאשר    j je m    של שני סוגי החלקיקים. יותוהמובילהן   
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)/1 )6.2.11( זה משחזר את משוואה כאשר אין חורים,   )H eR n ec ,אם יש רק  . לעומת זאת

)/1 חורים, מתקבל )H hR n ec כפי שאפשר לצפות מנושאי מטען חיובי. למוליך למחצה ,

e אינטרינסי קיים hn n, ולכן הסימן של התוצאה תלוי בסימן של h e  במקרה הכללי .

יכול להתקבל כל ערך (וכל סימן) של מקדם הול. זה פותר את אחד הקשיים הגדולים 

  שהתעוררו עם התוצאה הפשוטה של דרודה.
  

e/נסמן   .ב hb   ,/ /e i e hx n n n n  .  

2מחלק (א) מתקבל    2 2 2(1 )/ (1 )H iR x b x cen bx     הפונקציה הזאת משורטטת באיור .

)/1ידות של להלן [ביח )icen ,0]. מהביטוי הזהHR   כאשר/ 1/ 1/3e in n x b   ומכאן ,

9 3/3 5 10 cme in n    נקודות הקיצון של .HR  מתקבלות, כאשר/ 0HdR dx  גזירה .

3נותנת את המשוואה  4 23 (1 ) 1 0b x b b x   ולכן ,  

2 2 3
2

3

3 (1 ) 9 (1 ) 4

(2 )

b b b b b
x

b

     .  

  

/לבסוף מתקבלים שני פתרונות,    1.14, 0.17e in n x  ,/ 1/ 0.88, 2.5h in n x  ,

  .HRשמתאימים למקסימום ולמינימום של 

  

  
  
) מתקבלת בנפרד עבור כל 6.2.13משוואה ( יאז ,אם לא מזניחים סדרים גבוהים בשדה המגנטי  .ג

משוואה  ולכן הזרם הכללי הוא סכום הזרמים של החלקיקים השונים, סוג של חלקיק.

) מוכללת, 6.2.14(
21 ( )

j
xx yy j

j cj


 

 
 

, 
21 ( )

j j cj
xy yx j

j cj

  
 

 
  

, כאשר

2 /j j j jjn q m  , B/( )cj j jq m c .  המוליכות נותן את טנזור ההתנגדות,היפוך טנזור 

2 2 2 2/[ ] , /[ ]yx xy xy xx xy xx yy xx xx xy                , כאשר הסכום כולל רק

 ), והאיבר האלכסוני6.2.12סוג אחד של חלקיקים, הביטויים האלה משחזרים את משוואה (

xx  בכל מקרה אחר, הביטויים שתלויים בשדה אינם  נו תלוי בשדה המגנטי.אינ

 כשהשדה בפרט, תלויים בשדה. והאיברים האלכסוניים בטנזור ההתנגדות מצטמצמים,

hq-עבור אלקטרונים ו המגנטי חזק מאוד, ומציבים  e עבור חורים, מתקבל  

 
2 2( ) /B , ( / / ) /Bxy yx e h xx yy e e h hn n ec n n ec           .  

  

eqe 
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e כאשר   hn nהאלכסונית  התנגדות, כפי שקורה במוליכים למחצה אינטרינסיים, ה

2Bxx מתכונתית לריבוע השדה המגנטי, .  גדולה מאוד.  התנגדות-המגנטובמקרה הזה

e לעומת זאת, כאשר hn n, השדה המגנטי מצטמצם ו-xx .שואף לקבוע סופי  

  

  6.11.5תשובה 

2A, ושטחו Kחיתוך הגליל עם כדור פרמי הוא מעגל שרדיוסו  K  2. הצבת 22 /K m E   

22נותנת  / 2 ( 1/2) 2 B( 1 2)/( )cA m E m e c              .  

  

  6.11.6תשובה 

  ) נותן 6.2.13היפוך של משוואה (
  

0 1/1
1/ 0

xx xy yy xy yx

yx yy xx yy xy yx yx xx xy

    
        

     
                 

.  

  

0xxהשלב הימני נובע מההצבה  yy   השוואת צד שמאל לצד ימין נותנת מיד .

0xx yy   1-ו/xy yx yx   .  

  

   נ6.1 תשובה

  מתקבל ורית שבשאלה טוקמהזהות ה
  

 ( ) ( ) [ ] ( )i i iiA           v v A v A v A v B ,  
  

0i כאשר הצבנו גם v. ) נותנת לכןנ6.3הצבה במשוואה (  
  

 ( ) E [ ]i
i i i i i

Ae em e ec t c
 

          
x v B v B,  

  

  ) (ללא פיזורים). 6.2.8וזאת משוואה (

  

  נ6.2 תשובה

  נציב את ההזזות של הפוטנציאלים בביטויים לשדות ונקבל  .א
  

[ ] [ ]f f       B A A B    ,  

( / ) ( )/ /f c f c c         E A A E    .  
  

ˆהכיול הסימטרי נותן   .ב ˆ ˆB[ ]/2 B( )/2S y x    A z r x y והצבה ישירה מראה כי ,

ˆ ˆ ˆ( )B/2 BS y x     A x y z  כמו כן, מתקיים .ˆ ˆ( )B/2 0S y x     A x y  .

BLˆכיול לנדאו הוא  y A x ואכן מתקיים גם ,ˆ( B) 0L y    A x  ההפרש בין .

ˆהכיולים הוא  ˆ( )B/2S L y x f   A A x y  כאשר ,B /2f xy.  
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  נ) נותן6.4פיתוח של הריבוע במשוואה (  .ג
  

 2 2 2 2 2( / ) ( ) ( / )
i ei e c e cc        A A A A    .  

  
, מתקבל כשמפעילים את האיבר האמצעי על פונקציית גל כללית   

( ) ( ) 2( ) 2( )           A A A A A     כאשר השתמשנו בתוצאה של ,

0חלק (ב),  A לכן, תרומת האיבר האמצעי הזה להמילטוניאן היא .
B B Bˆ ˆ[ ] [ ] [ ]

2 2 2 2 z
e e e ei Lmc mc mc mc         B r z r p z r p  עבור הכיול הסימטרי .

2מתקיים גם  2 2B( )/4x y A.ומכאן הוכחת הביטוי המבוקש ,  
  

בקואורדינאטות גליליות מתקיים   .ד
2 2 2 2

2
2 2 2 2

1 1
z   

      
  

 ו -ˆ
zL i


 


 .

  הצבה במשוואת שרדינגר נותנת לכן
  

22 2 2 2 2
2

2 2 2 2
1 1 1 B

B
2 8B

ei Em m cz
  

    

                         

,  

  
2)/כאשר    )B e mc    הוא מגנטון בוהר. הצבה של( , , ) ( ) ( ) ( )z R Z z       מאפשרת

הפרדת משתנים, שנותנת 
2 2

22 z
Z E Z

m z
 



zik, ולכן  zZ e ו-

2 2

2
z

z
k

E
m




. הצבת 

( ) iMe    נותנת גםˆ
zL i M


     


  ולכן נשארת המשוואה ,  

  
2 2 2

2
2 2 4 2

1 1 2
( ) ( ) ( )

4 z B
B

M mR E E M R
l

   
  

              
.  

  

uRה"ניחוש" של חוק החזקה     עבור 0קטן, עםu  נותן ,

2 2 2( ) ( ) 0u uu M O    ולכן צריך להתקיים ,u M.  עבור  "גדול מאוד, "ננחש
2aR e   42ונקבל באגף שמאל 2 2 2(2 ) 2 2 / /(4 )Ba a a M l R        כשאגף ימין ,

4)/21, ולכן זה מתקיים, אם R-מתכונתי ל )Ba l 2, כלומר( ) /4BlR e  לכן, הטווח שבו .

Blלפונקציית הגל יש ערכים משמעותיים הוא מסדר גודל של האורך המגנטי   כאשר .

0M  0, הפונקציה מתחילה מערך סופי בראשית ודועכת במרחקים גדולים. עבורM  

Blפונקציית הגל מתאפסת בראשית, מגיעה למקסימום במרחק שהוא מסדר גודל של   

ואז דועכת, כך שמתקבל אזור מעגלי סביב הראשית שבו הפונקציה גדולה, בדומה למסלול 

   הציקלוטרוני הקלאסי.

  

  נ6.3 תשובה

  נותנתנ) 6.12( במשוואה הכיול טרנספורמציות ושלנ) 6.13( משוואה של הצבה
  

2
/( ) / ( )1

[ ] ( ) ( / ) [ ]
2

ief c ief cei e i f e f c et m c  
             

A   .  
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  גזירה ישירה נותנת

/ ( )

/ ( ) / ( )

( / ) [ ]

[ /( ) ( / )]

ief c

ief c ief c

i e f c et

e i i ief c e f c e i et

 

     

    

        



 



    
  

/ ( )

/ ( ) /( )

[ ( )/ ][ ]

[ / ( )/ )] [ / ]

ief c

ief c ief c

i e f c e

e i i ie f c e f c e i e c



   

  

       

A

A A



 



  

 

   
  

  

)הצבת הביטויים האלה במשוואה הראשונה אכן מראה כי היא מתקיימת כאשר  , )t r  פותרת

  נ).6.11את משוואה (

  נ6.4 תשובה

קטורי משיק לטבעת וקבוע סביב וֶ בגלל הסימטריה לסיבובים סביב הסולנואיד הפוטנציאל ה  .א

2הטבעת. האינטגרל הקווי סביב הטבעת הוא לכן 
C

d bA  r A מצד שני, האינטגרל .

22הזה שווה לשטף המגנטי דרך הטבעת (משפט סטוקס), כלומר  BbA a    ,מכאן .

2/(2 ) B/(2 )A b a b   ) נ) ונקבל6.4. נציב במשוואה  
  

2 2
1 1 1ˆ

2 2 2
e eH i A im c m b cb   

                
 ,  

  
היא הזווית שמתארת את מיקום האלקטרון על הטבעת. לכן המצבים העצמיים הם  כאשר   

/( ) iEte    עם ,
2

1 1
( ) ( )

2 2
ei Em b cb    

 
      

.   

/ההצבה   .ב 2in
n e b   מראה שזהו אכן פתרון, עם הערך העצמי

2 22

02
0 02nE n e n

mb
              


. דרישת רציפות הפונקציה סביב הטבעת, 

( ) ( 2 )n n      קובעת כי ,n  .חייב להיות מספר שלם  
  

ממשוואות התנועה הקלאסיות של המילטון קיבלנו כי מהירות האלקטרון היא   .ג

( / )/e c m v p A ) נ)]. לכן, צפיפות זרם המטען של כל אלקטרון 6.2[ראו דיון אחרי משוואה

)היא  / )/e e e c m    j v p A במקרה שלנו יש תנועה רק בכיוון משיק לטבעת, צפיפות .

) היא (פר אלקטרון) הזרם / )/j ev e p eA c m       . הקוונטי,  לתיאור במעבר 

  1ˆp p i b  
  


. במצב הזרם צפיפות של הקוונטי הממוצע / 2in
n e b  לכן  הוא 

  
2

0
ˆ /

2n nn
ej e v e p eA c m n
mb    


          


  ישירה גזירה מצד שני, .

nE- ל גם שווה הזה הביטוי כי מראה    
c





  סביב  הזרם בין מהקשר נובע האחרון הביטוי .

הטבעת לבין המומנט המגנטי שקשור עם הזרם הזה: המומנט המגנטי הוא    
B
nE

M


 


 ,

j/והזרם הוא  cM A .    
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  הכללית היא האנרגיה ולכן פרמי, לרמת עד האנרגיה רמות כל מתמלאות אפס בטמפרטורה  .ד

   
n Ftot nE EE E


 , 0 הוא הכללי והזרם
0

2tot
n

E
j c e n

         
, איבר כשכל  

nבגלל שני מצבי הספין, וכאשר הסכום הוא על כל הרמות שמקיימות  2-הוכפל ב    FE E .

nכאשר אין שטף מגנטי, אפשר לחבר זוגות של איברים, עם  n  ,  

  ולכן הסכום הכללי מתאפס. הזרם המתמיד קיים רק בנוכחות שטף מגנטי. עם זאת, 

 הזרם מתאפס גם בכל פעם שהשטף המגנטי שווה לכפולה שלמה או חצי שלמה של קוונטום

0Nהשטף. למשל, אם    0, אזי 02 ( ) 2n nj e n N e n       כאשר ,

0/m m FN n n N N E e       ,ושוב התרומות של n n     מתקזזות. באופן

)0דומה, אם  1/2)N   
'

0 אזי  0 1
2 ( 1/2) 2 ( 1/2)m

m

N
n n Nj e n N e n

 
         ,

2כאשר 
0 ( 1/2)F mE e N  שוב, התרומה של האיבר עם .n n    מתקזזת עם התרומה

1nשל האיבר עם  n     והזרם הכללי מתאפס. לכן, קיים זרם קבוע סופי רק כאשר ,

0/   0איננו שלם או חצי שלם. נסמן/ N x    1/2, כאשר 1/2x   ונקבל שיש ,

0מצבים מאוכלסים, כאשר  0/ /F FE e n N x E e     אם .mN N  הוא החלק

FE/0השלם של  e 0, אזי 02 ( ) 2 ( )m
m

N
n n Nj e n N x e n x


         אפשר לסדר .

nאת המחוברים בזוגות עם  n     02ולקבל (1 2 )mj e x N   לכן, הזרם הוא פונקציה .

/0מחזורית של השטף המגנטי, שיורדת לינארית בין  1/2N     0לבין/ 1/2N    ,

  .Nוחוזר חלילה סביב כל ערך שלם 
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  לחזרה ולהערכה עצמית שאלות
  

  6.1 שאלה

האנרגיה הממוצעת שאלקטרון מאבד ביחידת זמן השתמשו במודל דרודה כדי לחשב את 

 והשתמשו בתוצאה כדי להוכיח את חוק ג'אול עבור איבוד האנרגיה ליחידת נפח וליחידת זמן,
2EW .  

  

  6.2 שאלה

3Åa ממדי משושה, עם קבוע סריג- נתון סריג דו  אלקטרון  יור). כל אטום בסריג תורם(ראו א

במדידת  .Aהשטח הכללי של הדגם הוא  .mמסת כל אלקטרון היא  שחופשי לנוע במישור. אחד,

210המוליכות הסגולית של הדגם התקבלה התוצאה  /   .  
  

  
  

   כמה אלקטרונים חופשיים יש בדגם?  .א

   מהי צפיפות המצבים?  .ב

   מהי אנרגיית פרמי?  .ג

   הממוצעת של אלקטרון במערכת במצב היסוד?מהי האנרגיה   .ד

  מהו החום הסגולי של המערכת בטמפרטורות נמוכות? בטמפרטורות גבוהות?   .ה

  מהו המהלך החופשי של האלקטרון?   .ו

כמה אזורי ברילואן מאוכלסים על ידי האלקטרונים? מתי מתחיל להתמלא אזור ברילואן   .ז

 אלקטרונים? השני, אם כל אטום תורם 

 

  6.3 שאלה

, B. על האלקטרונים פועל שדה מגנטי קבוע Vבנפח  חופשיים אלקטרונים ממדי של- תלת גז נתון

BBE מקביל) לשדה הן- ולכן האנרגיות של אלקטרונים עם מומנט מגנטי שמקביל (או אנטי  

BBE(או   כאשר ,(B .הוא המומנט המגנטי שנובע מהספין של האלקטרון   

השתמשו במודל זומרפלד כדי לרשום ביטויים למספרי האלקטרונים בעלי מומנט מקביל   .א

  מקביל לשדה.-ואנטי

הוכיחו כי בטמפרטורה נמוכה ובשדה מגנטי חלש, המומנט המגנטי הכללי של המערכת הוא   .ב
23

2
B

F

N
M

E


 6.3.3. [רמז: השתמשו בתוצאות של שאלה[.  
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  6.4 שאלה

) 6.5.1מחליפים את מדרגות הפוטנציאל של קרוניג ופני בבורות פוטנציאל בהנחה כי במשוואה (

0מתקיים  0U  .  

0תארו את פונקציות הגל עבור אנרגיות בתחום   .א 0U E  מהי המשוואה שנותנת את .

   במקרה הזה? kהקשר בין האנרגיה לבין מספר הגל 

0דלתא,  פונקציותבגבול של   .ב 0( ) 0U a b u   ,0U   ,( ) 0a b  מצאו את ,

 .6.7.3רוחב הפס הנמוך ביותר והשוו את התוצאה עם החישוב בקירוב הקשר החזק, שאלה 

  

  6.5 שאלה

הפוטנציאל  .a, שאורכו ממדי בנוי משלושה אטומים בכל תא יחידה פרימיטיבי-חומר חד

  הואים על האלקטרונים יונשמשרים ה
  

 0( ) 2 ( ) ( ( 1/4) ) ( 3/4)nU x U a x na x n a x n a            ,  
  

2 כאשר מתקיים 2 2
0 /(2 )U ma  ו-m  אלקטרון.המסת   

2 ת האנרגיהבסביבאזור ברילואן הראשון, מהו פער האנרגיה בקצה   .א 2 2/(2 )ma?   

מהי המסה האפקטיבית של האלקטרונים בתחתית הפס הנמצא מעט מעל לאנרגיה   .ב

2 2 2/(2 )ma?  זאת?המהי התשובה עבור חורים בראש הפס הנמצא מעט מתחת לאנרגיה   

2 בסביבת האנרגיה ברילואן הראשון, אזורמהו פער האנרגיה במרכז   .ג 2 22 /( )ma?   

לאילו ערכים  החומר מבודד? קטרונים למערכת. לאילו ערכים של אל  תורםכל אטום   .ד

   הוא מוליך?

  

  6.6 שאלה

   .a נע בגביש ריבועי בעל קבוע סריג m פשי שמסתוואלקטרון ח

  ברילואן הראשון. אזורחשבו את האנרגיה של האלקטרון בפינות ובאמצעי הצלעות של   .א

י אזורשל פרמי. כמה  מעגלאלקטרונים, חשבו את רדיוס ה  בהנחה שכל אטום תורם  .ב

בשני המקרים הללו, האם מוליכי המטען  ?2 ? כאשר1ברילואן מאוכלסים כאשר 

  הם אלקטרונים או חורים?

0ממדי חלש מהצורה -דועל האלקטרון פועל פוטנציאל   .ג
22

( , y) 4 cos cos
yxU x U

a a
  ראו ,

איור להלן. הפוטנציאל הזה דומה למגש של ביצים, ואפשר ליצור אותו במעבדה על ידי שילוב 

" סריג אופטיידי לייזרים. הסריג שנוצר נקרא " של שדות חשמליים מתנודדים שנוצרים על

)optical lattice יש מעבדות ש"לוכדות" אטומים בפוטנציאל כזה וחוקרות את התנהגותם .(

של ובאמצעי הצלעות . חשבו בקירוב את פערי האנרגיה שנוצרים בפינות בפוטנציאל המחזורי

  ברילואן הראשון. אזור
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  6.7 שאלה

   .BCC אטומי במבנה-גביש חדאלקטרונים נעים על 

 בפס יחיד כפונקציה של התנע הסריגי, הקשר החזק כדי לקבל את האנרגיות השתמשו בקירוב  .א

ובין  1 ), עם אנרגיה נתונהnnבהנחה של חפיפה בין פונקציות הגל בין השכנים הקרובים (

   .2 עם אנרגיה ),nnnהשכנים הבאים (

   ?x- שנגרמת על ידי שדה חשמלי חיצוני בכיוון ציר y- מהי התאוצה בכיוון ציר  .ב

   חשבו את טנזור המסה האפקטיבית בתחתית הפס הזה.  .ג

מלאים. מהו טנזור המוליכות נניח שהפס הנ"ל הוא פס ההולכה, ושכל הפסים מתחתיו   .ד

אם הצפיפות האפקטיבית (הנמוכה) של האלקטרונים בפס זה היא  ,Drude החשמלית בקירוב

n וזמן הרלקסציה שלהם הוא ?   

  

  6.8 שאלה

  ממדי בתחתית פס ההולכה ניתנת על ידי- האנרגיה של אלקטרונים בגביש תלת
  

2
2 4

0 42
E E

m



  k k 

,  

  

, על החומר פועל שדה חשמלי בתדירות חיוביים.   והמקדם m כאשר המסה האפקטיבית

0 cos( )tE E 0. בזמןt   0יש אלקטרון בתחתית הפס, עםk.  השתמשו במודל הקלאסי

   כדי למצוא את(ללא התנגשויות) למחצה 

   .tמיקום האלקטרון בזמן   .א

   שלהן. תואמפליטודהתדירויות של תנודת האלקטרון וה  .ב

תנודת  לאמפליטודה שלת האיבר מהמעלה הרביעית באנרגיה תרומהנדרש כדי ש 0E השדה  .ג

  של האיבר הפרבולי. תרומהתהיה שווה ל  האלקטרון בתדירות

  

  6.9 שאלה

, והמסות האפקטיביות של 1.14eVהפער היא  ) גבישי, אנרגיית4ת בצורן (סיליקון, שיש לו ערכיו

 .היא המסה של אלקטרון חופשי) m( בהתאמה ,0.3m-ו 0.2m האלקטרונים ושל החורים הן

ערכיים, שיש להוסיף לגביש כדי -שהם תורמים חמש של אטומי ארסן, Dx מהו הריכוז
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מהמוליכות האינטרינסית?  410 תהיה גדולה פיאקסטרינסית המוליכות הבטמפרטורת החדר ש

Dהניחו כי אנרגיית הקשר של האלקטרון מקיימת  BE k T.  

  

  6.10 שאלה

. פס האנרגיה הראשון נתון על ידי aחומר מסוים מתואר על ידי סריג ריבועי עם קבוע סריג 

 ( ) cos /2x yE k k a    
 

k 0, כאשר  על החומר פועל שדה מגנטי .ˆBB z.  אנרגיית

FE- פרמי של האלקטרונים שווה ל .  

  איך נראה הקו של פרמי?   .א

  מי?בקירוב הקלאסי למחצה, מהי מהירות אלקטרון עם אנרגיית פר  .ב

  מהו הכוח שפועל על האלקטרון הנ"ל בשדה מגנטי כללי?  .ג

  כמה זמן יידרש לאלקטרון להשלים סיבוב סביב הקו של פרמי?  .ד

  

  6.11 שאלה

חשבו את טנזור המסה האפקטיבית של אלקטרון על שני פסי האנרגיה בגרפן. השתמשו   .א

בקירוב הקשר החזק, עם קשרים בין שכנים קרובים בלבד. מהם ערכי המסה האפקטיבית 

  (אמצע פאה של המשושה) באזור ברילואן? M-(מרכז) ו בנקודות 

  (פינת המשושה) באזור ברילואן? K-(מרכז) ו מהי צפיפות המצבים של גרפן ליד הנקודות   .ב

  

  6.12 שאלה

האיור הבא מראה את צפיפות המצבים של חומר מסוים. צפיפות האלקטרונים בחומר הזה היא 
28 35 10 m .  

  מהו הערך של רמת פרמי? האם החומר הוא מתכת, מבודד או מוליך למחצה? מדוע?   .א

   מהו החום הסגולי של החומר בטמפרטורות נמוכות?  .ב

28איך ישתנו תשובותיך, אם צפיפות האלקטרונים היא   .ג 37 10 m?  

  

  
  

  6.13 שאלה

דועכות חזק עם המרחק מהגרעין, ולכן  dפונקציות הגל של אלקטרונים ב"קליפה" האטומית 

אינטגרלי החפיפה של פונקציות גל שממוקמות על אטומים שכנים הם קטנים, ופס האנרגיה 
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, dEשמתקבל בקירוב הקשר החזק הוא צר. הניחו כי מרכז הפס הוא ברמת האנרגיה האטומית, 

  . Wבים מקורבת על ידי פונקציה מלבנית, עם רוחב וכי צפיפות המצ

  מהו הערך של צפיפות המצבים בקירוב הזה?   .א

 Nבטמפרטורה אפס, מהי האנרגיה הכללית של האלקטרונים בפס, כאשר כל אטום מכיל   .ב

  ? התעלמו מהפסים האחרים. d-אלקטרוני

נניח כי האנרגיה שחושבה בחלק הקודם נותנת את אנרגיית הקשר של הסריג הנדון. מתי   .ג

  אנרגיית הקשר הזאת מקסימלית?

  

  6.14 שאלה

ממדי. - סריג חד עלעים נ ניםאלקטרו: 6.7.4הוא הכללה של שאלה  5המודל של סו, שריפר והיגר

, אבל אינטגרלי ם אנרגיות אלקטרוניות ששוות לאפס)(ע האטומים בכל אתרי הסריג זהים

האנרגיה של מודל הקשר החזק בין שכנים קרובים משתנים לסירוגין: 

2 1,2 2 ,2 1 0 (1 )n n n n          ,2 1,2 2 ,2 1 0 (1 )n n n n         מודל כזה עשוי ., 

, שבו מופיעים שני סוגי קשרים, לסירוגין (סו, (ב)1.2.2לתאר את הסריג של פוליין, איור  ,למשל

2שריפר והיגר בנו את המודל עבור פוליאתילן,  2[ ]nC H שבו כל אטום פחמן על השרשרת מחובר ,

ולנטיים בין הפחמנים יכולים להיות יחידים או כפולים, - גם לאטום מימן, והקשרים הקו

יכול גם לנבוע ממעוות אורכי אלסטי של  . הגודל )4.3יף לסירוגין. ראו דיון על פוליין בסע

0הסריג, מהצורה 
i m

mu u e :  0כאשר 0u  2, אטומים עםm n  זזים ימינה, ואטומים עם

2 1m n  מאחר שהפונון סטטי בקצה של אזור ברילואן)(זהו  זזים שמאלה .-- ים תלויים

הזוגות שמתקרבים זה לזה נקראים חזק במרחק בין האטומים, מתקבל המודל שתואר. 

  ).dimers" (דימרים"

סופי הזניחו את אינטגרלי החפיפה בין פונקציות הגל האטומיות והראו כי קיים פער אנרגיה   .א

0 לכל .   

אטומים, הוא  2Nהניחו כי ה"רווח" באנרגיה האלסטית בגלל המעוות הנ"ל, כאשר יש בסריג   .ב

2
elE Nx   )x  הוא מקדם שקשור לאנרגיית הצימוד בין האלקטרונים לבין תנודות

יג) והראו כי כאשר כל אטום "תורם" אלקטרון אחד ("פס חצי מלא"), החומר המעוות הסר

0הוא מבודד. הראו גם כי האנרגיה היא מינימלית עבור שתי אפשרויות, כאשר    ,לכן .

0המצב המוליך ( היציבות - בודד. אי) איננו יציב, והחומר עובר דימריזציה למצב המ

  ).Peierls instability(פיירלס על שמו של  יםנקרא והמבודד שנובע ממנה הזאת

1מהם שני מצבי המערכת האינסופית, כאשר   .ג  2? מה קורה במערכת סופית, עםN 

  אטומים? 

  

  

                                                        
  עם עמיתיו על הגילוי והפיתוח של פולימרים מוליכים. 2000היגר חלק את פרס נובל בכימיה בשנת    5
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  תשובות לשאלות לחזרה ולהערכה עצמית
  

  6.1 תשובה

)בין התנגשויות האלקטרון מקיים  )t e t p E , ולכן בזמןt 2 האנרגיה שלו היא( E ) /(2 )e t m. 

te בלי התנגשות נוספת הוא t הסיכוי להגיע לזמן  ולכן הסיכוי להתנגש ולאבד את כל האנרגיה ,

/ הוא dtלזמן  tבין הזמן  /te dt  . מכאן, האנרגיה הממוצעת שהאלקטרון מאבד בכל פיזור היא

2 / 2
0

( E ) /(2 ) / ( E ) /te t m e dt e m  
     . כדי לקבל את איבוד האנרגיה ליחידת זמן וליחידת נפח

2 , ולכןולחלק בזמן הממוצע  nיש לכפול בצפיפות האלקטרונים  2 2( / )E EW ne m  .  

  

  6.2 תשובה

2שטח כל משושה הוא   .א 26 ( 3 /4) 3 3 /2S a a   כל משושה תורם שני אלקטרונים (כל .

משושים, ולכן יש שני אטומים לכל משושה). לכן צפיפות  3-אטום סביב המשושה משותף ל

/22האלקטרונים במישור היא  4/(3 3 )n S a  מספר האלקטרונים הכללי בדגם הוא .

22 / 4 /(3 3 )nA A S A a  של הסריג המשושה (ב), תא היחידה 2.3.2. דרך אחרת: מאיור

2הוא מעוין ששטחו  3/2a 3, כאשרa a   הוא קבוע הסריג המשולש. תא היחידה הזה

2מכיל שני אטומים, ולכן  22/[ 3/2] 4/(3 3 )n a a .  
  

, ולכן מספר המצבים בתוכו (כולל הספין) הוא 2k. שטחו הוא kנסתכל על עיגול עם רדיוס   .ב

2 2 22 ( )/ (2 ) / /(2 )k A Ak      2. נציב 2 /(2 )E k m  2, ונקבל/( )AmE  לכן, מספר .

E-ו Eהמצבים ליחידת שטח בין האנרגיות  dE  2הוא( ) /( )g E dE mdE  .   
  

 רמת פרמי מתקבלת מהשוויון   .ג

0
( )FE

n g E dE  2, ולכן/( )Fn mE    2או /FE n m . 

)הצבה בתשובה של חלק (ב) נותנת  ) / Fg E n E 6.3.4, בהתאמה עם התשובה בשאלה.   
  

  הממוצעת לחלקיק היאהאנרגיה   .ד
  

2

0

( ) (1/ )( / ) /2 /2
FE

F FFE A Eg E dE N n n E E E  ,  

  

  . 6.3.4בהתאמה עם התשובה הכללית בשאלה   
  

, בטמפרטורות נמוכות החום הסגולי בכל ממד לינארי בטמפרטורה. 6.3.3משאלה   .ה

2Aפטי, -ןבטמפרטורות גבוהות תמיד מקבלים את חוק דולו BC Nk .  
  

)/2), 6.2.6ממשוואה (  .ו )m ne  2. המהלך החופשי הוא( / ) /( )F F Fv k m k ne       .

2Fנציב  Fk mE 2, וכן /FE n m   2ונקבל 22 / ( / )n e   הצבת .

22/ 4/(3 3 )n S a   23נותנת לבסוף 3/2( / )a e  ,  והצבת הערכים הנתונים

  . 354Åנותנת 
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2מהביטויים הנ"ל,   .ז 8 /(3 3) /Fk n a   הנקודה הקרובה ביותר למרכז אזור .

ברילואן נמצאת במחצית וקטור הבסיס של הסריג ההופכי. האורך של וקטור סריג הופכי על 

4הסריג המשולש הוא  /( 3)b a  לכן, כל המצבים המאוכלסים 3.4.2(ראו למשל איור .(

2Fkנמצאים בתוך אזור ברילואן הראשון, אם מתקיים  b ,במקרה הנדון זה אכן מתקיים .

2כי  / 2/( 3) 1Fk b   אם כל אטום תורם .  2אלקטרונים, אזי / 2 /( 3)Fk b   ,

3ולכן המעגל של פרמי יחצה את הגבול של אזור ברילואן הראשון, כאשר  /2 2.72  .  

  

  6.3 תשובה

מאחר שהאנרגיות של האלקטרונים מוזזות על ידי השדה המגנטי, פונקציות ההתפלגות של   .א

))] עבור שני סוגי האלקטרונים הן 6.3.9דיראק [משוואה (-פרמי B)Bf E  כאשר ,E  היא

 האלקטרוניםלי של ). אם המספר הכל6.3.2האנרגיה הקינטית של האלקטרונים, משוואה (

)3/2, אזי צפיפות המצבים של כל סוג אלקטרונים היא N הוא )/2 3 /(4 )Fg E n E E 

n/), כאשר 6.3.6[משוואה ( N V לכן, מספר האלקטרונים הממוצע מכל סוג הוא .[

0
( ) ( B)

2 B
VN dEg E f E 


   .  

  

)עבור שדה מגנטי קטן, נשתמש בפיתוח טיילור,   .ב B) ( ) ( ) BB Bf E f E f E   .

)בטמפרטורות נמוכות,  ) ( )Ff E E E     6.3.3[שאלה.[  
  

לכן,   
0

( ) ( ) ( ) B ( ) B
2 2 2B F B
V N VN dEg E f E f E g E 


        המומנט המגנטי .

)2הכללי הוא  ) ( ) BB F BM N N Vg E    ) נותן 6.3.6, ושימוש במשוואה (

23
B

2 B
F

NM
E

 בסדר המוביל בשדה המגנטי, המומנט המגנטי לינארי בשדה. התופעה .

  ). paramgnetism" (של גז האלקטרונים מגנטיותרהפהזאת נקראת "

  

  6.4 תשובה

2 עכשיו ),6.5.3ממשוואה (  .א 0Q , 2 אבל 2 22 /K mE    .לכן, פונקציות הגל  שלילי

פוננציאלית, אקסדועכות (או גדלות) הן  בין הבורותמתנודדות בתוך בורות הפוטנציאל, אבל 
x xAe Be   .) אבל עכשיו יש להציב בה ) עדיין נכונה,6.5.9משוואה K iולכן ,   

  

   
2 2

cos( ) cos ( ) cosh( ) sin ( ) sinh( )
2

Qka Q a b b Q a b b
Q

 


 
   .  

  

  המשוואה היא  הנדון,בגבול   .ב
  

2
0
2

sinh( )
cos( ) cosh( ) ( )sinh( ) cosh( )

2
mu aQ aka b a b b a a

  
 

    


.  

  

)cosh בגבול של קשר חזק אפשר להשתמש בקירוב   ) sinh( ) /2aa b e   קצות הפס .

)cosשבהן  ניתנים על ידי הנקודות ) 1ka  . מתקיים י הנקודות הללותבש   
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  0
2

1
1 1

2
a mu

e






 
   

 
0כלומר  , (1 2 )ae   

  ,  2כאשר
0 0 /mu   .  רוחב הפס

   הפרש בין האנרגיות המתאימות,ההוא 
 

0 0

222 22
0 0 02 2

0
4

( ) ( ) 4
2

a aE e em m m m
  

      
         

 
.  

  

2 כאשר מציבים את  
0 0 /m u   ,6.7.3 רואים שזהו בדיוק הפער שהתקבל בשאלה.  

  

  6.5 תשובה

התמרת פורייה של הפוטנציאל היא 
1

( ) ( )
a iGx
a

U G dxU x ea



 ולכן ,  

  

     0( ) 2 ( ) ( 1/4) ( 3/4)
a

iGx

na
U G U dx x na x n a x n a e   



         .  

  

0nשני האיברים הראשונים תורמים רק עבור   1, והאיבר השלישי תורם רק עבורn  ,לכן . 

 / 4 /4
0 0( ) [2 ] 2 1 cos( /4)iGa iGaU G U e e U Ga     .  

  

(0)הפער המבוקש מופיע בין שני הפסים הראשונים, בגלל הניוון   .א (0)
1 1( /2) ( /2)E G E G , 

1 כאשר 2 /G a. ) 1 פער האנרגיה הוא ),6.6.15ממשוואה 02 ( ) 4U G U.  
  

 ), האנרגיות ליד גבול אזור ברילואן הראשון הן6.6.17ממשוואה (  .ב
2 22 22(1) 1 1 2

1
1

( ) 1
8 2 2 ( )

G G
E U Gm m m U G


 

     
 
 

   . 2המקדם של( ) /2  באיבר

 , ולכןm/1 האחרון מגדיר את
22
1

0
/ 1

8

G
m m mU



 
  

 


הסימן העליון מתאים לאלקטרונים  .

המסה האפקטיבית בפס  בפס ההולכה, והסימן התחתון מתאים לחורים בפס הערכיות.
  קטן. 0U- הערכיות שלילית בגלל ההנחה ש

  

 הפער הנדון מתקבל בין הפס השני לפס השלישי, וזה קורה בגלל הניוון  .ג

(0) (0)
2 2( /2) ( /2)E G E G  2, כאשר 4G a2 . עכשיו הפער הוא 02 ( ) 8U G U.  

 
/ צפיפות האלקטרונים היא  .ד 3 /en N L a  . טרונים הכללי קשור לתנע של מספר האלק

2)2 פרמי, )/[2 / ] 2 /e F FN k L k L  ,2/ . מכאן 3 /(2 )Fk n a   1 . כאשר 

3 מתקבל /(2 )Fk a .1 ביןברילואן השני,  הערך הזה נמצא באמצע אזור /2G 2 לבין /2G. 

3 מתקבל 2 כאשר והחומר הוא מתכת. לכן הפס הזה חצי מלא, /Fk a,  וזהו בדיוק

החומר  כללית, ברילואן הרביעי. לכן החומר מבודד. הגבול בין אזור ברילואן השלישי לאזור

 זוגי.  זוגי ומבודד לכל-אי  הוא מתכת לכל
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  6.6 תשובה

) בנקודה ,למשל ,ברילואן הראשון נמצא אזוראמצע הצלע של   .א / ,0)a, למשל,והפינה נמצאת , 

)בנקודה  / , / )a a 2 . האנרגיות המתאימות הן לכן( / ,0) ( / ) /(2 )E a a m    

)2-ו / , / ) ( / ) /E a a a m   .  
  

2התנע של פרמי ניתן בשני ממדים על ידי   .ב 2 /Fk n a   1 . כאשרמתקיים , 

/( / ) 2/ 1Fk a  , ברילואן הראשון. אזורולכן כל המצבים בתוך מעגל פרמי מוכלים ב 

1 מתקיים 2כאשר  לעומת זאת, /( / ) 2/ 2Fk a   ,  ולכן המעגל גולש לתוך

י אזורמראה את שני  להלןהאיור  ., אבל איננו מגיע לאזור ברילואן השלישיברילואן השני אזור

מעגל פרמי רחוק  ני מעגלי פרמי. מהציור אפשר לראות כי במקרה הראשון,ברילואן ואת ש

במקרה  לעומת זאת, ולכן מוליכי המטען הם אלקטרונים כמעט חופשיים. ,אזורמדפנות ה

ברילואן הראשון רק ליד הפינות שלו, שבהן יש לאלקטרונים  אזורהשני יש מקומות ריקים ב

ליכי המטען הללו הם חורים. האלקטרונים . לכן, מויתקסימלמבפס הראשון אנרגיה 

ולכן הם ן, ברילוא אזורברילואן השני נמצאים ליד אמצעי הצלעות של  אזורש"זולגים" ל

קרובים למינימום האנרגיה של הפס השני. מכאן שהם מתנהגים כמו אלקטרונים, אבל עם 

  מסה אפקטיבית מתאימה.
  

 אם רושמים. aהמינימה של הפוטנציאל הם על סריג ריבועי עם קבוע סריג   .ג

2 / 2 / 2 / 2 /
0( , ) [ ][ ]ix a ix a iy a iy aU x y U e e e e       0 , רואים מיד כי קיים( )U G U  

) רק עבור ארבעת וקטורי הסריג ההופכי 2 / , 2 / )a a   G ברילואן הראשון  אזור. בתוך

ורים הללו נמצאות בפינות נגדיות של וֶקטהנקודות היחידות שאפשר לחבר על ידי אחד מה

) , למשלאזורה / , / )a a  ו-( / , / )a a  טי . הניוון בין זוגות של פינות כאלה ייצור פער אנרג

 למתקב 6.6.5בשאלה ) שנדונה 6.6.16( מהכללה של משוואהבין שני הפסים הנמוכים ביותר. 

0

(1) (0) 2
2 0( / , / ) ( ) ( / ) /E E a a U G a m U      q

  ,האנרגיה בנקודות . לעומת זאת

שמוזזת על בתוך אותו אזור ם נקודה וברילואן איננה מנוונת עם ש אזורלאורך הצלעות של 

) וריםוֶוקטידי אחד ה 2 / , 2 / )a a   G,  ולכן הפערים האנרגטיים שנוצרים שם הם

 ים, מסדר גודל שלקטנ 2
0 / ( ) ( )U E E q q G.  
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  6.7 תשובה

באתרים  נשתמש בתאי היחידה הקוביים, עם שני אטומים בתא. יש שמונה שכנים קרובים,  .א

( , , ) 2a a a   ושישה שכנים שניים, באתרים ,( ,0,0),(0, ,0),(0,0, )a a a   לכן, אנרגיית .

  הפס ניתנת על ידי
  




0 2 1

0 2 1

( ) 2 cos( ) cos( ) cos( ) 2 cos ( ) /2

cos ( ) /2 cos ( ) /2 cos ( ) /2

2 cos( ) cos( ) cos( ) 8 cos( /2)cos( /2)cos(

x y z x y z

x y z x y z x y z

x y z x y z

E E k a k a k a k k k a

k k k a k k k a k k k a

E k a k a k a k a k a k

  

  

            

                   

       

k

/2)a

 

  

  ), 6.10.13(-) ו6.10.12ממשוואות (  .ב
  

(1/ ) Ey yx xa m e  ,2 2
1(1/ ) 2 sin( /2)sin( /2)cos( /2)/yx x y zm a k a k a k a  .  

  
2בתחתית הפס,   .ג 2 2 2 2 2

0 2 1 0 1 2( ) (6 ) (8 ) ( )E E a a E a            k k k k ,לכן .

2 2
1 2

1
2( ) /a

m 


  


    
 

.  

  

2 דרודה, מנוסחת  .ד 2 2 2
1 2

1
2 ( ) /ne ne a

m 


     


    
 

.   

  

  6.8 תשובה

21בקירוב הקלאסי למחצה,   .א
( )n nE

m



     k kv k k k


 משוואות התנועה הן .

0 cos( )e t k E 0, ולכן( ) sin( )
et t


 k E


), כאשר הצבנו  0) 0t  k הצבת .

הביטוי למהירות נותנת 
3

2 3
0 003 3

( ) sin( ) E sin ( )
e et t t

m
 

 
  v E E


 . שימוש בזהות

3sin [3sin sin(3 )]/4x x x  נותן  
  

22 2
0 2

0 03 2 3 2

3 E
( ) 1 sin( ) E sin(3 )

4 4

e me e mt t t
m

  
  

 



  
     

  
v E

 
.  

  

  אינטגרציה על הזמן נותנת לבסוף, עד כדי קבוע,   
  

22 2
0 2

0 02 3 2 3 2

3 E
( ) 1 cos( ) E cos(3 )

4 12

e me e mt t t
m

  
  

 



  
    

  
r E

 
 .  

  

, עם האמפליטודות 3-ו מתקבלות תנודות בתדירויות   .ב
22
0

2 3 2

3 E
1

4

e me
m


 





  
  

  
   

-ו
3

2
03 4

E
12

e


   
  בהתאמה. 

  



 פי�יקה של מצב מוצק  596

 

. לכן, התרומות של שני -תרומות האיבר מהמעלה הרביעית לתשובות הנ"ל מתכונתיות ל  .ג

משתוות כאשר  החלקים של קשר הנפיצה לאמפליטודה של תנודת האלקטרון בתדירות 

 מתקיים
22
0

3 2

3 E
1

4

e m






, כלומר 

3 2
2
0 2

4
E

3 e m


 
 

.  

  

  6.9 תשובה

עם  ),6.2.6מניחים כי המוליכויות של האלקטרונים והחורים ניתנות על ידי נוסחת דרודה (

ריכוז האלקטרונים במוליך למחצה  .ועם אותו זמן רלקסציה הריכוזים והמסות המתאימות

2. לכן, Dxהאקסטרינסי הוא  2
int ( / / ) (1/ 1/ )e e h h e e hn m n m e n m m e     ,

2
ext /D ex e m .  מהדרישה של השאלה צריך להתקיים  

  

ext4

int

3
10

5
hD D

e e h e

mx x
n m m n




  


.  
  

)23/2/), 6.9.11ממשוואה ( ) /2gE
e h e h Bn n C C k T e    כאשר (מהביטויים המפורשים ,

3/2) 6.9.2בשאלה  4 62( ) /( )e h e hC C m m   (1/40). הצבת הפער הנתון, וכןBk T eV 

8בטמפרטורת החדר,  20.511 /(3 10 / sec)m MeV m  6.582-ו seceV  נותנים

14 33.62 10en m  ,18. מכאן 36 10Dx m  .  

  

  6.10 תשובה

)הקו של פרמי מורכב מהקווים הישרים שמשוואותיהם הן   .א ) /2 arccos( )x yk k a    .

)בפרט, ברביע הראשון משוואת הקו היא  ) /2 arccos( )x yk k a    לכן, המשטח הוא .

ריבוע עם הקודקודים  2arccos( )/ , 0a  , 0, 2arccos( )/a .  
  

ללא השדה המגנטי, ברביע הראשון המהירות היא   .ב

/ sin ( ) /2 (1,1,0)
2 x y
aE k k a    kv 


 על הקו של פרמי מתקיים .

cos ( ) /2F xF yFE k k a      ,ולכן המהירות של האלקטרונים קבועה לאורך הקו ,

-ושווה ל 21 sign( ),sign( ),0
2 xF yF
a k k  v


. ברביע הראשון, 

21 (1,1,0)
2
a  v


  ניצבת לקו של פרמי. קל לבדוק שזה נכון גם ברביעים האחרים. 

  

משוואת התנועה היא   .ג
e
c

  k v B הצבה של המהירות מהסעיף הקודם נותנת .

2B
1 ( 1,1,0)

2
eak c
    
 הכוח הקבוע הזה פועל במקביל לקו של פרמי, ולכן התנע .

2Bטע של הקו הזה, בקצב הסריגי משתנה לינארית בזמן לאורך כל ק
1

2

eak
c

   


.  
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זמן התנועה סביב הקו שווה לארבע פעמים הזמן של התנועה בכל רביע,   .ד

  2 2 2 2T 4 2 2 arccos( )/ B 1 /2 /( ) 16 arccos( ) B 1ea c c ea                .  

  ).6.11.2אותה תשובה מתקבלת גם ישירות ממשוואה (  

  

  6.11תשובה 

(0), האנרגיות של האלקטרון בשני פסי האנרגיה הן 6.7.5משאלה   .א
ABE E    כאשר ,

 1 2 1 2( )( ) nni i i i
AB AB ABnn e e e e              k r k a k a k a ak ,לכן .  

  

 (0)
1 2 1 2

(0)

3 2cos( ) 2cos( ) 2cos ( )

. 3 2cos( ) 4cos( /2)cos( 3 /2)

AB

AB x x y

E E

E k a k a k a





        

   

k a k a k a a
  

 
(0)לשם נוחיות, נבחר    0E  ונסמן  

  
/ ABE  ,   3 2cos( ) 4cos( /2)cos( 3 /2)x x yu k a k a k a  .  

  

  גזירה נותנת   

2
x

x
x

u
k



 


 ,   
2

y
y

y

u
k



 


,  

22

2 3

( )

2 2
xx x

xx
x

u u
k


 
  


    ,
22

2 3

( )

2 4
yy y

yy
y

u u
k


 
  


    ,
2

32 4
xy x y

xy
x y

u u u
k k


 

  
 

,  

  

2כאשר ,    /( ) , /m mu k k u u k         ,   
  

  2 sin( ) sin( /2)cos( 3/2)x x x yu a k a k a k a    ,  

  2 3 cos( /2)sin( 3 /2)y x yu a k a k a ,  

  2 2cos( ) cos( /2)cos( 3/2)xx x x yu a k a k a k a    ,  

  23 cos( /2)cos( 3 /2)yy x yu a k a k a ,  

  23 sin( /2)sin( 3 /2)xy x yu a k a k a .  
  

  ) נותנת 6.10.13הצבה במשוואה (  
  

2

1
m










     
  

.  

  

מתקבלת מטריצה אלכסונית שמתכונתית למטריצת היחידה, ולכן  , ,0kבנקודה   

2 2( ) 2 /( )m a       המסה האפקטיבית בתחתית הפס התחתון חיובית, ולכן היא .

מתארת אלקטרונים, והמסה האפקטיבית ליד המקסימום של הפס העליון שלילית, כך שהיא 

  מייצגת חורים.
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M ,בנקודה    / , /( 3)a a  k 2, מתקבל
2

1 1 3/2
3/2 0

a
m




 
   

 
 , ולכן

2

2
0 2/ 3

2/ 3 4/3
m

a
  
    


.  

  

הערכים העצמיים של המסה האפקטיבית הם   
2 2

2 2
,

3
m

a a  
     עם ,

)הוֶוקטורים העצמיים  3,1)/2 , ( 1, 3)/2.   
  

מתקיים  ליד הנקודה   .ב
22 /(2 )E m k 6.3.4, ולכן אפשר לעקוב אחרי החשבון בשאלה 

)2ולקבל  ) 2 /( )g E m  .  
  

)מתקיים בקירוב  K, ליד הנקודה 6.7.5משאלה    ) ( 3 /2)AB ABE a   γ k k ,לכן .

האנרגיה הם מעגלים במישור התנע הסריגי. על כל קו כזה -הקווים שווי

3/2ABE a k. ) 6.9.4ממשוואה ,(  
  

22 2

2 4
( )

2 3 AB

Eg E
E a



  
 

 k

k
.  

  

  6.12 תשובה

אפשר לקבל את צפיפות האלקטרונים מהביטוי בטמפרטורה אפס,   .א
0

( )FE
n dEg E  .

28ביחידות של האיור צפיפות האלקטרונים שממלאים את הפס הראשון היא  310 m  זהו)

השטח מתחת לצפיפות המצבים בפס הזה). המדרגה הראשונה של הפס השני מוסיפה 
28 32 10 m 28, והמדרגה השנייה של הפס הזה יכולה להוסיף עוד 33 10 m מאחר שנתון .

28כי הצפיפות הכוללת היא  35 10 m מהמדרגה האחרונה.  2/3, האלקטרונים ממלאים רק

195.667מכאן שרמת פרמי היא  10 J מאחר שרמת פרמי נמצאת בתוך הפס, החומר הוא .

  מתכת.
  

): 6.9.6משוואה (בטמפרטורות נמוכות נשתמש ב  .ב
2

2 3 1( ) 188 ( )
3V F Bc g E k T T Jm K   , 

23-כאשר הטמפרטורה נמדדת במעלות קלווין וכאשר השתמשנו ב 11.38 10Bk JK  .  
  

28אם הצפיפות הכוללת היא   .ג 37 10 m  אזי הפס השני מלא לגמרי, ורמת פרמי נמצאת בינו

191לבין הפס השלישי. הפער בין הפס השני לפס השלישי הוא  10 J פער זה גדול מאוד .

214ביחס לטמפרטורת החדר,  10Bk T J  לכן, זהו מבודד. בטמפרטורת החדר החום .

). מתקבל חום סגולי קטן מאוד, 6.9.16ממשוואה ( ממדי נגזר-הסגולי עבור חומר תלת
/21/2 gE

Vc e   2/, והמעריך בחזקה הוא 25gE .  
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  6.13 תשובה

2/צפיפות המצבים שונה מאפס בטווח   .א /2d dE W E E W    מאחר שישנם חמישה .

מצבים מסלוליים בפס, וכל מצב יכול להכיל שני אלקטרונים, צפיפות המצבים (פר אטום) 

g/10בתוך הטווח הזה היא  W .  

  , כאשראפס הפס מתמלא עד לאנרגיה  בטמפרטורה  .ב
  

max

max
/2

( ) (10/ )( /2)

d

E

d
E W

N dEg E W E E W


   ,  

  

maxולכן    ( 5) /10dE E N W   .  
  

  התוספת לאנרגיה האטומית בגלל הרוחב הסופי של הפס היא  
  

max
2 2
max

/2

( ) (5/ ) ( ( /2) ( 10)/2

d

E

d d
E W

E dEg E E W E E W NE WN N


         .  

  

האיבר הראשון באגף ימין מייצג את התוספת לאנרגיה כאשר רוחב הפס מתאפס (כל   .ג

אלקטרון מוסיף את האנרגיה שלו במצב האטומי). האיבר השני הוא שלילי, והוא מייצג את 

ה"רווח" האנרגטי בגלל קיומו של הפס, שמאפשר לאלקטרונים לנוע בין היונים בסריג. לכן, 

)אנרגיית הקשר היא  ) ( 10)/2dE NE WN N      אנרגיית הקשר מקסימלית כאשר .

5N .  

  

  6.14 תשובה

) מכיל שני אתרים; פונקציות הגל בשני a(שאורכו  n- , תא היחידה ה6.7.4כמו בשאלה   .א

2האתרים הן  1n  2- וn 2, ומשוואות הקשר החזק הן 1 2 2 2n n nE         , 

2 2 1 2 1n n nE          2. ננסה פתרון מהצורה 2 1,ikna ikna
n nBe Ae    ונקבל  

  
  ( )ika ikaEA Be B B e    

        ,  

  ( )ika ikaEB A Ae A e           .  
  

יש פתרון רק אם דטרמיננטת המקדמים מתאפסת, כלומר   

2 ( )( ) 0ika ikaE e e   
      ומכאן ,  

  
2 2 2 2 2

02 cos( ) 2 cos ( 2) sin ( 2)E ka ka ka               .  
  

. קיימים שני פסי אנרגיה (חיובית ושלילית), ופער 6.7.4התוצאה דומה לתוצאה שבשאלה   

0האנרגיה ביניהן מתאפס רק כאשר   .  
  

)קל לראות כי תמיד מתקיים   .ב ) ( 0)E E     ולכן בפס התחתון "מרוויחים" אנרגיה ,

0אלקטרונית כאשר   ,כאשר הפס "חצי מלא", כל הרמות בפס התחתון (השלילי) מלאות .

maxE
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ולכן האנרגיה האלקטרונית הכללית היא 
/(2 )

/(2 )
( ) ( ) ( )

2

a
tot k a

NaE E k E k


 
    .

)הכוללת היא האנרגיה  )tot elE E 2-, והיא תלויה רק ב כך שיש ניוון בין המצבים , .

/2הרווח יהיה מקסימלי כאשר  ( )totdE d Nx   בדיקה מראה כי האינטגרל שנותן את .

2/ ( )totdE d  0- מתבדר ב  וגדל באופן מונוטוני מ- כאשר מגדילים את 0-ל , לכן .

0למשוואה הזאת יהיו תמיד שני פתרונות,    .  
  

1כאשר   .ג  1. כאשר , מצב המערכת תלוי בסימן של    0מתקבל  ואז נוצרים ,

דימרים של זוגות האטומים בתוך כל תא יחידה, ואלה מנותקים מהאטומים בתאים אחרים. 

)], המצבים העצמיים של כל דימר כזה הם המצב 4.3.3כמו במולקולת יון המימן [משוואה (

2ר, קוש-הקושר והמצב האנטי 1 2( )/ 2n n     02, עם אנרגיות ,לעומת זאת .

1כאשר    0מתקבל  ואז נוצרים דימרים בין האטום הימני בכל תא לבין האטום ,

כת האינסופית שני השמאלי בתא שמימינו, ואין קשר בין האטומים בתוך כל תא. במער

,1,2,3המצבים מנוונים. נניח כי האטומים נמצאים באתרים  , 2n N  השורה העליונה .

1באיור שלהלן מתארת את הסריג לפני המעוות של פיירלס. במקרה הראשון (   (

ור. לעומת זאת, האטומים בכל תא יחידה ייצרו דימרים, כמתואר בשורה האמצעית באי

1במקרה השני (  ייווצר המבנה שמתואר בשורה התחתונה באיור: בגוף הסריג אין הבדל (

פיסיקלי בין השורה האמצעית לשורה התחתונה, אבל יש הבדל גדול בקצוות. במקרה הראשון 

שייכים לדימרים, ואילו במקרה השני נותרים שני אלקטרונים בודדים  האלקטרוניםכל 

(כמו המצבים שתוארו בהקשר עם אפקט הול הקוונטי). במצב  מצבי שפהבבקצות הסריג, 

(1)0-היסוד, האנרגיה של כל אלקטרון בדימר שווה ל 2E     (זהו פס אנרגיה שטוח), אבל

. המצב הזה הוא מצב מעורר, עם אנרגיה 0-השפה שווה ל האנרגיה של כל אלקטרון על

שנמצאת בדיוק על רמת פרמי, באמצע הפער בין שני פסי האנרגיה. המצב הזה ממשיך להיות 

. מצבי שפה כאלה 1-מ ממוקם ליד השפה, עם אנרגיה באמצע הפער, גם כשמזיזים את 

), והטיפול 6.11.4(למשל, באפקט הול הקוונטי, איור  גייםמבודדים טופולומופיעים בהרבה 

  בהם חורג מגבולות הספר הזה.

  

  
 

  

 





 601  : חומר מעובה רכ, פי�יקה מזו�קופית7פרק   

  

  

  

  7פרק 
  חומר מעובה רכ, פי�יקה מזו�קופית

  

  

פרק זה סוקר כמה נושאים שדורשים הכללות של מושגים שהוזכרו בפרקים הקודמים. רוב 

הנושאים האלה חורגים מהמסגרת המקובלת של לימודי התואר הראשון, ולכן הפרק הזה שונה 

מקודמיו: הסקירות קצרות יחסית, והדגש הוא על הכרת התופעות. הפרק כולל שתי קבוצות של 

ך, ששובר את הסימטריה להזזות, ופיסיקה מזוסקופית, שדורשת נושאים: חומר מעובה ר

 . 6שתוארו בפרק  החישובים המקרוסקופייםהכללות של 

  

  

   רשימת מושגימ
  

 artificial atom  ...............................................................................................  אטום מלאכותי

 weak anti-localization  .........................................................................  לוקליזציה חלשה-אנטי

  Thouless energy  ...........................................................................................  אנרגיית תאולס

 liquid crystals  ................................................................................................  גבישים נוזליים

 two-dimensional electron gas (2DEG)  ..................................................  ממדי- אלקטרונים דוגז 

 diffusion limited aggregation (DLA)  .........................................................  גידול מוגבל דיפוזיה

 fractal growth  ..................................................................................................  גידול פרקטלי

 diffusion  ..................................................................................................................  דיפוזיה

 self-similarity  ......................................................................................................  דמיון עצמי

 random walk  ...................................................................................................  הילוך אקראי

 self-avoiding walk (SAW)  ........................................  הילוך אקראי שנמנע מהתנגשויות עצמיות

 nematic phase  ..............................................................................................  הפאזה הנֶמָטית

  hexatic phases  ........................................................................................ הפאזות ההקסטיות

 cholesteric phases  .................................................................................  הפאזות הכולסטריות

 smectic phases ....................................................................................... הפאזות הסמקטיות

 quantum interference ................................................................................ התאבכות קוונטית

 quantum wire ...................................................................................................... חוט קוונטי

 porous media ............................................................................................ חומרים נקבוביים
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 quantum computing ......................................................................................... חישוב קוונטי

  Coulomb blockade ........................................................................................... חסם קולומבי

 single electron transistor .................................................................. אלקטרוני-יסטור חדזטרנ

 weak localization ........................................................................................ לוקליזציה חלשה

 quantum point contact ............................................................................... מגע קוונטי נקודתי

  self-averaging .................................................................................................... מיצוע עצמי

 fractal dimension .............................................................................................. ממד פרקטלי

 upper critical dimension .............................................................................. ממד קריטי עליון

 diffusion coefficient ...................................................................................... הדיפוזיה מקדם

 central limit theorem .............................................................................. משפט הגבול המרכזי

 gate voltage ........................................................................................................ מתח השער

 Landauer formula ......................................................................................... נוסחת לנדאואר

 nanotechnology ................................................................................................. ננוטכנולוגיה

  quantum dot .................................................................................................. נקודה קוונטית

 alloys ........................................................................................................................ נתכים

 helical order  ......................................................................................... (בורגי) סידור הליקלי

 optical lattice  .....................................................................................................  סריג אופטי

 polymers  ..............................................................................................................  לימריםפו

 inelastic scattering  .......................................................................................  אלסטי-פיזור אי

 elastic scattering  ...............................................................................................  פיזור אלסטי

 mesoscopic physics  ..................................................................................  פיסיקה מזוסקופית

 universal conductance fluctuations  ............................. פלוקטואציות אוניברסליות של המוליכות

 percolation  ...............................................................................................  פרקולציה (חלחול)

 fractal ...................................................................................................................... פרקטל

 conductance quantum ................................................................................ קוונטום המוליכות

 qubit ........................................................................................................................ קיוביט

 Flory approximation .......................................................................................... קירוב פלורי

 Ioffe-Regel criterion ................................................................................. רגל-קריטריון יופה

 gel ............................................................................................................................. קריש

  Einstein relation ............................................................................................ קשר איינשטיין

 renormalization ................................................................................................ רנורמליזציה

 resistor network ................................................................................................... רשת נגדים

 ballistic motion ............................................................................................ תנועה בליסטית

  diffusive motion  .........................................................................................  תנועה דיפוסיבית
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  מבוא  :7.1
  

מאחר שהספר נועד לקורס של סמסטר אחד, ומאחר שנעשה מאמץ להמעיט בדרישות קדם, 

הפרקים הקודמים מכילים רק חלק מהנושאים הרבים שהפיסיקה של החומר המעובה עוסקת 

ת בהם, עם דגש על גבישים מחזוריים. בפרקים הקודמים הבהרנו את מושגי היסוד, והצגנו א

הכלים הדרושים כדי לעקוב גם אחרי נושאים מתקדמים יותר. במקרים רבים הזכרנו גם נושאים 

שנמצאים כעת בחזית המחקר. פרק זה כולל שתי סקירות של נושאים שדורשים הרחבה מושגית 

של הפרקים הקודמים: בפיסיקה של החומר המעובה הרך אין סימטריה מלאה להזזות, 

ש להרחיב את מודל דרודה, שמתייחס לפיזורים אקראיים של ובפיסיקה המזוסקופית י

  .האלקטרונים
  

מתנהגים כגבישים  הנוזליים הגבישים. למשל, רך מעובה חומרסוקר כמה דוגמאות של  7.2סעיף 

מחזוריים בכיוון אחד במרחב, אבל כנוזלים עם רמות שונות של סדר בכיוונים האחרים. מודל 

ממדיות, ש"מתפתלות" במרחב עם סידור - ם כשרשרות חדמתאר אות פולימריםהפשוט של 

אינם חוזרים אל עצמם אחרי הזזות, אבל הם כן  פרקטליםהמרחבי מסובך. בניגוד לגבישים, 

מתאר תערובות  פרקולציההחוזרים אל עצמם, כשמסתכלים עליהם בהגדלות שונות. מודל 

  אקראיות של מרכיבים בעלי תכונות שונות.
  

, שמתארת מערכות קטנות, בסקאלות אורך בין מזוסקופית פיסיקהבושאים סוקר נ 7.3סעיף 

שגבישים קטנים יכולים להיות  : אףוהמקרוסקופיתהמיקרוסקופית (אטומית)  הסקאלות

מתוארים בעזרת סריגים בעלי גודל סופי, עם תנאי שפה מתאימים על דפנותיהם, תכונותיהם 

קלאסית של דרודה [גם -החשמליות נקבעות על ידי המכניקה הקוונטית ולא על ידי התורה החצי

מים מלאכותיים, מתנהגות כמו אטו קוונטיות נקודות)]. 6.3.19בגרסתה הקוונטית, משוואה (

יש ערכים בדידים מדורגים, המוליכות החשמלית  נקודתי קוונטי מגעלמוליכות החשמלית של 

שונה מדגם לדגם ועוד. בניגוד לדגמים מקרוסקופיים שונים, שתכונותיהם  קוונטיים חוטיםשל 

 לשל התכונות בין חלקים שונים ש עצמי מיצועהפיסיקליות אינן תלויות בדגם (כי מתקיים 

הדגם), מדידות על דגמים מזוסקופיים נותנות תוצאות שתלויות בדגם, אבל ההבדלים בין 

  הדגמים הם אוניברסליים.

  

  

  חומר מעובה רכ  :7.2
 

 כוללת מצבי צבירה נוספים הפיסיקה של החומר המעובההזכרנו כי  1בפרק  גבישים נוזליים:

של החומר, שאינם גז, נוזל או מוצק. בסעיף זה נסקור כמה דוגמאות של מצבים כאלה. דוגמאות 

במקרים רבים ממולקולות אורגניות בנויים , שגבישים נוזלייםחשובות של מצבים כאלה הן 

לגבישים נוזליים תכונות אופטיות מיוחדות, בעיקר בגלל שהמולקולות הארוכות קוויות ארוכות. 

  כתוצאהיכול להשתנות  שהקיטוב הזה להשפיע על קיטוב האור העובר דרכן, ובגלליכולות 

  הטמפרטורה או בהשפעת שדות חשמליים ומגנטיים. לכן, הם משמשים במסכי מחשב משינוי
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)liquid crystal display, LCD( .בטמפרטורות מספיק נמוכות גם מולקולות , בתרמומטרים ועוד

ישים מחזוריים מוצקים. דוגמאות לגבישים כאלה הוצגו באיורים "קוויות" כאלה מסתדרות בגב

. בהרבה מקרים העלאת הטמפרטורה איננה גוררת מעבר פאזה ישיר מהמוצק 4.4.5-ו 4.4.4, 4.4.3

אל הנוזל. במקום המעבר הישיר הזה מופיעים מעברים אל פאזות ביניים, שבהן מתקיימת רק 

ת של פאזות כאלה, והקורא מוזמן למצוא בספרות מחזוריות חלקית. נציג כאן כמה דוגמאו

 P.G. de Gennes and J. Prost, Theראו למשל:  (וברשת) מידע על המגוון הגדול של פאזות נוספות.

Physics of Liquid Crystals, Clarendon Press 1995; S. Kumar,  Experimental Study of Physical 

Liquid Crystals Properties and Phase Tranditions, Cambridge University Press, 2001.  
  

 . בטמפרטורות7.2.1דוגמה לסדרה של פאזות ביניים כאלה מופיעה באיור  :הפאזה הנֶמָטית

(א): הן המיקום של כל 7.2.1גבוהות המולקולות הקוויות מתנהגות כמו בנוזל רגיל, איור 

ולכל היותר מופיעות קורלציות קצרות טווח מולקולה והן הכיוון של הציר שלה הם אקראיים, 

בין המיקומים והכיוונים של מולקולות קרובות. עם זאת, כשמעלים את הצפיפות או מורידים את 

, חוט ביוונית), שבה מרכזי הכובד של nematic( טיתמָ פאזה הנֶ להטמפרטורה, ייתכן מעבר מהנוזל 

(ב)], אבל צירי המולקולות נוטים להיות 1.1.2המולקולות עדיין מתנהגים כמו בנוזל [איור 

(ב). המצביע מאפיין את 7.2.1, איור )director" (מצביע, שנקרא "n̂היחידה  וֶקטורמקבילים ל

הפאזה הנדונה. בניגוד למקרה המגנטי, שבו למומנטים הדיפוליים המגנטיים יש כיוון מוגדר, 

, במקרה הנוכחי אין הבדל בין שני הכיוונים הללו, והסידור n̂-יל למקב-למשל מקביל או אנטי

. פרמטר הסדר של פרומגנט שווה עם צירים מקבילים קוודרופוליםדומה יותר לסידור של 

היא הזווית בין וקטור המומנט  , כאשר cosלממוצע על כל המומנטים המגנטיים של הגודל 

מסודרת), והוא גדל - (הלאית . הממוצע הזה מתאפס בפאזה הפָּרַמגנטn̂קטור וֶ המגנטי לבין ה

בהדרגה, כשמקררים את החומר המגנטי מתחת לטמפרטורת קירי שלו בפאזה הפֶרומגנטית. 

  טית הוא הממוצע (על כל המולקולות) של הגודלנֶמָ דר של הפאזה הלעומת זאת, פרמטר הס
  

  2(3cos 1)/2 ,  )7.2.1(  
  

0. בפאזה המסודרת מתקיים n̂היא הזווית בין ציר המולקולה לבין הוֶקטור  כאשר   

מסודרת ציר המולקולה יכול -. בפאזה הלא1-עבור כל המולקולות, ולכן פרמטר הסדר שווה ל

2cosממדי, ולכן הממוצע של -להצביע בכל כיוון במרחב התלת  (בדקו!), ופרמטר  1/3-שווה ל

אלית של ון דר ואלס נמוכה יותר , האנרגיה הפוטנצי4.4הסדר מתאפס. כפי שהוסבר בסעיף 

בקונפיגורציות שבהן המולקולות מקבילות זו לזו. כמו כן, קל יותר לארוז מולקולות ארוכות, 

  טית. נֶמָ כשהן מקבילות זו לזו. הרווח האנרגטי הזה מסביר את קיומה של הפאזה ה
  

, smectic( הסמקטיתפאזה להורדה נוספת של הטמפרטורה יכולה להוביל  :הפאזות הסמקטיות

  (ג) או (ד), שבה המולקולות נמצאות (בממוצע) במישורים מוגדרים, עם7.2.1סבון ביוונית), איור 
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מרחקים קבועים ביניהם, אבל הן עדיין חופשיות לנוע בתוך כל מישור כמו בנוזל. נסמן את הכיוון 

. בכיוון הזה פונקציית המתאם (הקורלציה) מתנהגת N̂שניצב למישורים על ידי וקטור היחידה 

(ג). בתוך כל מישור פונקציית המתאם עדיין מתנהגת כמו בנוזל, איור 1.1.3כמו במוצק, איור 

(ב). באופן כמותי אפשר לתאר את הפאזה הסמקטית על ידי פרמטר סדר ששווה לממוצע של 1.1.3

) הצפיפות המקומית של המולקולות, )n r הממוצע הזה איננו תלוי במקום .r טית, נֶמָ בפאזה ה

  , ובקירובהסמקטיות בפאזות N̂אבל הוא מחזורי בכיוון הוֶקטור 
  

  0
ˆ( ) 2 cos( ) ...qn n n q   r N r,   )7.2.2(  

  

2כאשר  /q  כש , -  0הוא המרחק בין המישורים, וכאשרn ו -qn  הם קבועים, שמייצגים את

הצפיפות הממוצעת של החומר ואת אמפליטודת ההרמוניה הראשונה של התנודה בכיוון שניצב 

), qוהות יותר של וקטור הגל (כפולות שלמות של למישורים. שלוש הנקודות מייצגות הרמוניות גב

) 7.2.1מטי (נֶ שמופיעות בטמפרטורות נמוכות יותר. הסידור הסופי מתואר על ידי פרמטר הסדר ה

). לבסוף, בטמפרטורה נמוכה מגיעים אל הגביש המחזורי המסודר, 7.2.2ופרמטר הסדר המרחבי (

)(ה), ופרמטר הסדר 7.2.1איור  )n r .מחזורי בכל אחד מהכיוונים של וקטורי הבסיס  
  

  
  (ה)  (ד)  (ג)    (ב)    (א)  

, (ד) גביש נוזלי A נוזל, (ב) גביש נוזלי נֶמָטי, (ג) גביש נוזלי סמקטיפאזות של גביש נוזלי. (א) : 7.2.1איור 
  , (ה) מוצק.C סמקטי

  

  

מציג דוגמה מסוימת של סדרת מעברים בין פאזות שונות של הגביש הנוזלי. קיימים  7.2.1איור 

בטבע חומרים שונים, שבכל אחד מהם מופיעה סדרה אחרת, עם פאזות ביניים רבות ומגוונות. 

(ג) מראה מקרה מיוחד של הפאזה הסמקטית, שבו צירי המולקולות ניצבים 7.2.1ור אי

(ד) מראה פאזה 7.2.1. איור N̂-מקביל ל n̂: המצביע Aלמישורים. הפאזה הזאת מסומנת באות 

) נוטים n̂- (שמקבילים ל . בפאזה הזאת צירי המולקולותCסמקטית אחרת, שמסומנת באות 

. למעשה קיימות בטבע פאזות סמקטיות רבות, N̂בזווית סופית ביחס לכיוון שניצב למישורים, 

(במבט מלמעלה, שמראה מישור בודד, ובמבט מהצד). השורה  7.2.2שאחדות מהן מוצגות באיור 

הן המולקולות בכל מישור מתנהגות כמו נוזל. בצד שמאל של האיור העליונה מראה פאזות שב

, ובצד ימין הן נוטות אל המישור Aהמולקולות ניצבות למישור, בפאזה הסמקטית מטיפוס 

  . שתי השורות התחתונות באיור מציגות פאזות Cבזווית קבועה, בפאזה הסמקטית מטיפוס 

  
   



 פי�יקה של מצב מוצק  606

ם. לעומת זאת, השורה השנייה באיור מתארת מוצקות, שבהן אפשר לזהות סריגים מחזוריי

). בפאזות הללו אין סידור מחזורי סריגי של המולקולות בתוך כל hexatic( פאזות הקסטיות

מישור, אבל קיים מתאם בין כיווני הקווים הקושרים בין מולקולות שכנות, שנוטים להצביע 

י, והעיגולים (או המשולשים או בכיוונים מוגדרים. הנקודות באיור מציינות את הסריג המחזור

האליפסות) מציינים את ההשלכה של המולקולות על המישור. בפאזות המוצקות מרכזי 

המולקולות חופפים לנקודות הסריג המשולש, ואילו בפאזה ההקסטית הם אינם נמצאים על סריג 

ת לכפולות מחזורי, אבל אפשר לראות שהזוויות בין קווים שמחברים בין מולקולות שכנות שוו

, כמו בסריג משולש (יש שישה כיוונים כאלה, ומכאן מקור השם "הקסטי"; זהו 60שלמות של 

). הפאזה ההקסטית מופיעה לפעמים, 2.3.2ראו דיון באיור  –גם מקור השם "הקסגונלי" 

כשמורידים את הטמפרטורה בין הפאזה הסמקטית לבין הפאזה המוצקה. הפאזה הטופולוגית 

  ). 5.5הזאת מופיעה גם במקום הפאזה הסריגית המסודרת בשני ממדים (ראו סעיף 
  

 ת היו ניצבים למישורים אובכל הדוגמאות הסמקטיות צירי המולקולו :הפאזות הכולסטריות

 סטריתהכולהפאזה מראה דוגמה של  7.2.3שיצרו עם המישורים זווית סופית. איור 

)cholesteric שבה המולקולות מונחות בתוך כל מישור, כך שציריהן מקבילים זה לזה (כמו ,(

, עבור טית), אך מיקומיהן נשארים אקראיים כמו בנוזל. פאזה כזאת מופיעה, למשלנֶמָ בפאזה ה

מולקולות נגזרות של כולסטרול (ומכאן מקור השם). כשעוברים ממישור אחד למישור שכן, 

המולקולות עשויות להסתובב בזווית קבועה (בכיוון השעון או בניגוד לו). אם הזווית הזאת היא 

ל מישורים, וכך יוגדר , המבנה הזה יחזור אל עצמו אחרי מספר סופי ש180שבר רציונלי כפול 

תא יחידה בכיוון שניצב למישורים (בדוגמה שבאיור התא כולל ארבעה מישורים). סידור כזה, 

במקרה הזה, כאשר  .כיראלי) או בורגי( הליקלישתלוי במגמת הסיבוב, כמו בורג, נקרא גם 

 מסתובב בהדרגה סביב הוֶקטור n̂מתקדמים בכיוון ניצב למישורים, וקטור היחידה ה"מצביע" 

N̂אם . ˆ ˆN zאזי , 
 ˆ ˆ ˆcos( ) sin( )qz qz n x y . )7.2.3(  

  

), וגודל תא היחידה בכיוון שניצב אליהם, qהמרחק בין מישורים שכנים (שקובע את מספר הגל 

בטמפרטורה. המרחקים הללו קובעים את אורך הגל של האור שיוחזר מהגביש הנוזלי, תלויים 

  ולכן הגביש הנוזלי משנה את צבעו עם שינוי הטמפרטורה. זהו הבסיס לתרמומטר הגביש הנוזלי.
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פאזות שונות של גבישים נוזליים. הטור השמאלי ביותר מזהה את הסדר בתוך כל מישור : 7.2.2איור 
עם קורלציות בין כיווני הקשרים, או מוצק). שני הטורים הבאים מתארים מצבים  –(נוזל, הקסטי 

 "נורמליים", שבהם צירי המולקולות ניצבים למישורים, או מצבים "נוטים". נלקח מהמאמר
J. D. Brock, R. J. Birgeneau, J. D. Litster, and A. Aharony, "Liquids, crystals, and liquid crystals", Phys. Today 
42, 7, 52 (1989).  

  

  

המולקולות מקבילות זו לזו בתוך כל מישור ומסתובבות בזווית  כולסטרי; דוגמה לגביש נוזלי :7.2.3איור 
  בין מישורים שכנים. 45 של

  

  7.2.1שאלה 

הסימטריות של כל פאזה של גביש נוזלי נקבעות על ידי הסימטריות של הצפיפות הממוצעת,   .א

( )n r 7.2.3-ו 7.2.2, 7.2.1. מהן הסימטריות של הפאזות השונות באיורים ?  

  ?7.2.2מהם המבנים הסריגיים של הפאזות המוצקות באיור   .ב

  

 את מתארים פשוטים מודלים. הפולימרים הןלחומר מעובה רך  ותאחר דוגמאות :פולימרים

. במודלים הללו מונומרים, שנקראות בסיסיות מיחידות שבנויהממדית - חד כשרשרת פולימרה
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שמחוברים אל המונומרים. בתוך תמיסה השרשרת  הקצרים הצדדיים ענפיםמהמתעלמים 

הבודדת הזאת יכולה לקבל צורות שונות, שנקבעות בין היתר על ידי הכוחות שמפעילים עליה 

אטומים אחרים בתמיסה וכן על ידי הכוחות שחלקים שונים שלה מפעילים זה על זה. כמו כן, 

טרופיה שלהן. הרבה מרכיבים הצורות האופטימליות בטמפרטורה נתונה נקבעות על ידי האנ

, הם דוגמאות של פולימרים. DNA-וה RNA-ביולוגיים חשובים, כמו הפרוטאינים או מולקולות ה

כשמחברים הרבה פולימרים, הכוחות ביניהם יכולים לייצר חומרים גמישים, כמו גומי, ניילון 

, אפשר לבנות 3.9עיף וחומרים פלסטיים רבים (שחשיבותם בתעשייה ברורה). כפי שראינו בסוף ס

גבישים מחזוריים מתאי יחידה שמכילים פולימרים. תמונת הפיזור של קרינה מהגבישים הללו 

  מכילה מידע על גורם המבנה של כל תא יחידה, ולכן מכילה מידע גם על המבנה של פולימר בודד.
  

). random walk( האקראי הילוךההמודל הפשוט ביותר של פולימר בודד הוא מודל  הילוך אקראי:

במודל הזה מזניחים את הכוחות בין המונומרים השונים. מתחילים מהמונומר שנמצא בקצה אחד 

של הפולימר, והמונומר השכן לו יכול לפנות בכיוון אקראי במרחב. המונומר שאחריו פונה גם הוא 

 עהתנולכיוון אקראי, וכך עד סוף השרשרת. תנועה אקראית לאורך מסלול כזה נקראת "

", ובתנאים מסוימים היא מתארת גם את התנועה האקראית של חלקיק שנע במרחב דיפוסיבית

. זוהי גם התנועה של אלקטרון במודל דרודה דיפוזיהומתנגש במפזרים אקראיים, בתנועה שנקראת 

)], שבה האלקטרון משנה את כיוון תנועתו לאחר כל 6.3.19[או במשוואה ( 6.2שתואר בסעיף 

צעדים  N, אזי אחרי nr- אם מסמנים כל צעד אקראי (בין מונומרים עוקבים) בהתנגשות. 

ההילוך מגיע לנקודה 
1

( )
N

nnN


 r rתלויים זה בזה, אזי מתקיים - . אם הצעדים בלתי

0n r  2וכן
n m nma    r r כאשר הסוגריים המשולשים מייצגים מיצוע על כל ,

הוא האורך הממוצע של כל צעד.  a- ו היא הדלתא של קרונקר, nmהקונפיגורציות האפשריות, 

  במקרה הזה מתקיים 

  2 2( )N a Nr  )7.2.4(  
  

). המרחק האופייני בין קצות השרשרת, ולכן גם הממד הלינארי האופייני של 7.2.2(ראו שאלה 

2האזור במרחב שמכוסה על ידי המונומרים בשרשרת, הוא  1/2( )L N aN r אפשר .

  לרשום את התוצאה הזאת גם בצורה
  

  ( / )DN A L a,  )7.2.5(  
  

2Dהוא מקדם חסר ממד, וכאשר במקרה הנדון  Aכאשר  .  במקרה הזה החזקהD  איננה

  תלויה בממד המרחבי שבו נמצא ההילוך האקראי.
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  7.2.2שאלה 

0n ), בהינתן7.2.4הוכיחו את הקשר (  .א r 2-ו
n m nma    r r.  

זוגי, מחליפים כל זוג של צעדים עוקבים בצעד  Nבתמונת ההילוך האקראי של חלק (א), עם   .ב

2 בודד, 1 2'n n n    r r r. 2/ שמכיל אקראי הילוך מתקבלN ,בראשית שמתחיל צעדים  
  

2/ נקודה באותה ונגמר   

1
'( /2) ' ( )

N
nnN N


  r r r. 2כי  הוכיחו' ' ( ')n m nma    r r   

. השתמשו בתוצאה כדי להוכיח כי מתקיים a'וחשבו את האורך הממוצע של הצעד החדש,    

2[ '( /2)/ '] /2N a Nr הכלילו את התוצאה להילוך שבו כל צעד הוא סכום של .  צעדים

בסיסיים. הערה: מיפוי כזה, שבו ממצעים על המידע שמתייחס למרחקים הקצרים 

 "נורמליזציהרומחשבים את ההתנהגות הממוצעת במרחקים גדולים יותר, נקרא "

)renormalization.(  

  

  7.2.3 שאלה

0n שמקיימים) מוגדר על ידי צעדים biased random walk( מוטה אקראי הילוך r r, 

2
0 0( ) ( )n m nma      r r r r בתנועה אקראית של חלקיק ההטיה יכולה להיגרם על ידי .

התפלגות לא הומוגנית של המפזרים שאִתם הוא מתנגש, או על ידי כוח חיצוני שפועל עליו 

להיגרם על ידי שדה חשמלי בכיוון מסוים (למשל, כוח הכובד). במודל דרודה הטיה כזאת יכולה 

 מקיימת סימטריה מרחבית, כלומר 0r- חיצוני. נניח גם כי הסטייה מ

2
0 0( ) ( ) /3n m nmr r r r a        כאשר ,, 1,2,3    הם המרכיבים הקרטזיים

  המתאימים. 

)חשבו את   .א )Nr 2, את( )Nr  2ואת סטיית התקן[ ( ) ( ) ]N Nr r .  

N)1הוכיחו כי הסיכוי ליחידת נפח למצוא את הקצה של ההילוך האקראי, שמכיל   .ב ( 

ההתחלה בשלושה ממדים, הוא גאוסי,  מנקודת Rצעדים (או מונומרים), במרחק 

 2 2 2 3/ 2( , ) exp 3 ( ) /(2 ) (2 /3)P N N Na Na    R R R. את מבטאת הזאת הנוסחה 

). מהו הסיכוי לחזור לראשית? [רמז: central limit theorem( "המרכזי הגבולמשפט "

)3הוכיחו כי  , ) ' ( ', 1) ( ',1)P N d R P N P  R R R Rולכן כי טרנספורמי פורייה מקיימים , 

( , ) ( ,1)NP N Pk k  .השתמשו בפיתוח טיילור של ( ,1)P k  .[וחשבו את הטרנספורם ההפוך  

)2השתמשו בתוצאה של חלק (ב) כדי לחשב את   .ג )Nr.  

  

 שמקשר בין ה"מסה" של הפולימר, שמתכונתית חזקה חוק) מתארת 7.2.5משוואה ( :פרקטלים

. מערכת שמקיימת קשר כזה L, לבין האורך הלינארי של האזור שבתוכו הפולימר נמצא, N-ל

של המערכת הזאת. השם "ממד"  הממד הפרקטלינקראת  D, והחזקה )fractal( פרקטלנקראת 

dVממדית, - d בייהקו) לביטוי עבור הנפח של 7.2.5נובע מהדמיון של משוואה ( L שבו מופיע ,

. הממד הפרקטלי (=שבור) איננו חייב להיות מספר שלם. הצפיפות dהממד המרחבי השלם 

(מספר היחידות הבסיסיות, ששווה למספר המונומרים בדוגמה של הפולימר, ביחידת נפח מרחבי) 

/של הפרקטל היא  ( / )( / )d D dN V A a L a   כאשר .D d  למשל, עבור הילוך אקראי)
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פיפות הממוצעת יורדת עם גודל המערכת, וכשמגדילים את מספר היחידות בשלושה ממדים), הצ

Dהבסיסיות, הפרקטל ממלא חלק קטן והולך של הנפח. לעומת זאת, כאשר  d  למשל, עבור)

הילוך אקראי בממד אחד), ההילוך "מבקר" בכל נקודה הרבה פעמים, והצפיפות גדלה עם מספר 

  היחידות. 
  

סתכל עכשיו על כדור סביב ראשית הצירים (שממנה התחיל ההילוך האקראי). מספר הנקודות נ

)-מתכונתי ל rבתוך כדור בעל רדיוס  / )Dr a ולכן פונקציית המתאם הרדיאלית במרחב ,d - ממדי

1מתכונתית ליחס  1( ) ( / ) /( / ) ( / )D d D dg r r a r a r a    ) 3.9.9ממשוואה ( )].1.1.1[משוואה ,(

עוצמת הפיזור של קרינה מדגם כזה מתכונתית לטרנספורם פורייה של פונקציית המתאם, ולכן 

)-היא מתכונתית ל ) ( ) Dq qa    7.2.4(שאלה.(  

  

  7.2.4 שאלה

ממדי שבו פונקציית המתאם הרדיאלית היא -(ב), עוצמת הפיזור מדגם תלת3.9.1משאלה 

( ) ( )r g r   מתכונתית לאינטגרל
0

( ) (4 / ) ( )sin( )q q rdr r qr


  .  ,עבור פרקטל סופי

)שמכיל  / )DN A L a  יחידות בסיסיות בתוך אזור שגודלו הלינארי האופייני הואL ,

)הפונקציה  )g r  דועכת בצורה( ) ( / )D dg r r a  עבור r L  ודועכת יותר מהר לאפס עבור

r L מקובל לקרב את הדעיכה האחרונה בצורה .( ) ( / ) ( / )D dg r r a h r L כאשר ,( )h x  היא

1x, עבור 1בקירוב  1, עבור 0-, והיא דועכת מהר לx .   

1qLהוכיחו כי כאשר   .א  2, מתקיים 4( ) 1 ( ) /3 [( ) ]gq qR O qL    כאשר ,

2 2 3 2 2/2 ( ) /2gR r d rg r r L    ה"רדיוס" הממוצע של הפרקטל.ריבוע הוא  

1qLהוכיחו כי כאשר   .ב  מתקיים ,( ) Dq q .  

  

 בניגוד לגבישים המוצקים, שחוזרים אל עצמם תחת הזזות בוֶקטורי הסריג, :עצמי דמיון

 מסתכלים עליהם. על פיהש משנים את סקאלת האורך כאשר ,עצמם אל חוזרים הפרקטלים

נותן תמונה  2(ב), כיווץ תמונה של ההילוך האקראי ה"חדש" פי 7.2.2בדוגמה של שאלה 

חדשה, וקשה להבחין בין התמונה הזאת לבין חלקים של התמונה של ההילוך האקראי המקורי. 

) של הילוך אקראי, 400תוך מדגים אותה תופעה, כאשר מחברים כל ארבעה צעדים (מ 7.2.4איור 

צעדים של ההילוך המקורי. התופעה  100מכווצים את התמונה שנוצרת פי שניים ומשווים אל 

). דוגמה אחרת למערכת שדומה לעצמה הוצגה באיור self-similarity( עצמי דמיוןהזאת נקראת 

ים את ה"סרגל" : דורות שונים של סריג פיבונאצ'י נראים בדיוק אותו הדבר, כאשר משנ2.8.2

הטבע מכיל דוגמאות רבות למערכות פרקטליות בעלות דמיון עצמי (ראו  שאִתו מסתכלים עליהם.

  ,ראו למשל עוד בהמשך הסעיף הזה), ודיון מלא בהן חורג ממסגרת הספר הזה.

B. B. Mandelbrot, The Fractal Geometry of Nature, Freeman 1977; J. Feder, Fractals, Plenum 

1988; H. O. Peitgen et al., Fractals for the Classroom: Strategic Activities Volume one, Springer-

Verlag 1991. 
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  (ב)  (א)    

                  

  (ד)  (ג)  

1aהילוך אקראי עם צעדים בעלי אורך  :7.2.4איור    (א) .צעדים, (ב) אותו  100וכיוון אקראי במישור
צעדים. (ג) אותו הילוך של חלק (ב), כאשר כל צעד מייצג סכום של ארבעה צעדים  400הילוך, אחרי 

  .2(ד) איור (ג) מוקטן פי  "בסיסיים".

  

ואחורה  נע קדימה בממד אחד ההילוך האקראי :הילוך אקראי שנמנע מהתנגשויות עם עצמו

באופן אקראי, כך שלבסוף הוא מבקר בכל נקודה הרבה פעמים, והמרחק בין קצותיו קטן בהרבה 

L/1/2ממספר הצעדים שלו,  a N N  לאמיתו של דבר, כל מונומר על הפולימר ממלא נפח .

ם לתאר זאת על ידי סופי, ומונומרים שונים אינם יכולים להימצא באותה נקודה במרחב (אפשר ג

). לכן, 4במרחקים קצרים בגלל עקרון פאולי, ראו פרק בין ענני האלקטרונים כוח הדחייה שקיים 

בממד אחד הפולימר ה"אמיתי" (להבדיל מההילוך האקראי) איננו יכול "לחזור על עקבותיו". 

Lצעדים אורכו של הפולימר הוא  Nאחרי  aN והמודל של הילוך אקראי איננו מתאים כלל ,
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לתיאור שלו (אם כי הוא מתאים להרבה תהליכים פיסיקליים אחרים, למשל התנועה 

הדיפוסיבית של אלקטרונים במודל דרודה). בממד כללי הסיכוי שהילוך אקראי יבקר באותה 

ים שההילוך נמצא בנקודה, כלומר לריבוע נקודה יותר מפעם אחת מתכונתי למכפלת הסיכוי

2הצפיפות שלו,  2( )D dL .  מספר הנקודות שבהן דבר זה קורה מתכונתי למכפלת הסיכוי

2הזה בנפח הדגם, כלומר  2d D dL L 2-. לכן, בממדים שגדולים מ 4ud D   ועבורL a 

, שמעליו מופיעה התנהגות פשוטה, נקרא udה"התנגשויות" העצמיות נדירות מאוד. הממד 

". ממדים גבוליים כאלה מופיעים בהרבה מקרים אחרים בפיסיקה, ולכן העליון הקריטי הממד"

1,2,3dנוח בהרבה מקרים לחקור בעיות בממד כללי (ולא רק עבור  .(  בממדים גבוהים מהממד

udהקריטי העליון,  d אפשר להתעלם מה"התנגשויות" הללו, וניתן להסיק כי בממדים האלה ,

מודל ההילוך האקראי שנדון קודם לכן, מתאים גם לתיאור הפולימר ה"אמיתי". לעומת זאת, 

udעבור  d  יש סיכוי סופי להתנגשויות של ההילוך האקראי עם עצמו (כלומר, להילוך שמבקר

אקראי  הילוךשנית בנקודה שכבר היה בה), ודרוש מודל טוב יותר. מודל כזה הוא המודל של 

1עבור  ).self-avoiding walk( שנמנע מהתנגשויות עם עצמו 4ud d   מודל כזה אכן נותן ,

), ובקירוב של פלורי מתקבל 2-פרקטליים קטנים מ ממדים 2)/3SAWD d   7.2.5(שאלה .(

, כך שהצפיפות של הפולימר ה"אמיתי" קטנה מהצפיפות של ההילוך 2-הממד הזה קטן מ

האקראי ה"פשוט". כפי שהוזכר, בממד אחד הפולימר שנמנע מהתנגשויות עצמיות איננו יכול 

N/כל המונומרים ממלאים את הקו הישר זה אחרי זה, כך שמתקבל  לחזור לאחור, ולכן L a .

1SAWDהתוצאה    1אכן מתאימה לנוסחה המקורבת עבורd  הממד  4-ל 1. בממדים שבין

   .2-ל 1-הפרקטלי של ההולך שנמנע מהתנגשויות עצמיות גדל (בקירוב הנדון) באופן לינארי מ

  

  7.2.5 שאלה

, הוא daשל כל מונומר, שנפחו מסדר גודל של  המונומרים השכנים הסבירו מדוע מספר  .א

( / )d da N L2 וגות מונומרים היא בקירוב, ולכן אנרגיית הדחייה בין ז /( / )dE CN L a,  

  היא אנרגיית הדחייה עבור זוג בודד.  C-כש

(ב) 7.2.3הראו כי הכפלת המשקל הבולצמני של האנרגיה הזאת בסיכוי שהתקבל בשאלה   .ב

של  קירובהנותנת את הסיכוי למצוא הילוך אקראי ש"נמנע" מהתנגשויות והוכיחו את 

) כאשר ,מתקבל ) של הסיכוי הזהL לפי: המקסימום (פלורי 2)/3dN L  ,ולכן 

( 2)/3SAWD d .  

  

 אחרת לחבר מונומרים היא להתחיל מסריג, שכל אתר שלו מכיל דרך :פרקולציה (חלחול)

 , גדל עם הזמן.pמונומר, ואז ליצור קשרים כימיים בין מונומרים שכנים. ריכוז הקשרים הללו, 

תהליך כזה קורה, למשל, בין מולקולות בתוך ביצה, כאשר מבשלים ביצה. הוא קורה גם בין 

(ג'לי). אם מחליפים את הקשרים הכימיים הללו ב"צינורות" שדרכם  קרישמולקולות שיוצרות 

יכולים אדי מים לזרום בין גרגרי הקפה שממלאים את נפח הדגם, מתקבל מודל של פרקולטור של 

1pכאשר  .)חלחול( פרקולציההדל נקרא מודל קפה. לכן המו  נוצרים רק צבירים קטנים של ,

 7.2.5מונומרים, כך שבכל צביר כל מונומר מחובר לפחות לשכן אחד שלו בתוך אותו הצביר. איור 
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 1-ל 0מציג דוגמאות של הצבירים בריכוזים עולים (לכל קשר בדוגמה בוחרים מספר אקראי בין 

). בריכוז קטן, כל הצבירים בעלי גודל p-ומאכלסים את הקשר הזה כאשר המספר הזה קטן מ

מופיעים צבירים גדולים יותר ויותר וקיים סיכוי קריטי  p(א)]. כשמגדילים את 7.2.5סופי [איור 

cp ")שבו מופיע לראשונה צביר שמחבר דפנות נגדיים של הדגם גם כאשר גודל הפרקולציה סף ("

גוררת גידול של הצביר הגדול הזה,  p(ב)]. הגדלה נוספת של 7.2.5הדגם שואף לאינסוף [איור 

רים אליו כשבתוך ה"איים" שבתוכו מופיעים עכשיו צבירים סופיים של מונומרים שאינם מחוב

(ג)]. הצבירים הסופיים האלה הולכים וקטנים, ולבסוף מתקבל סריג מחזורי מלא, 7.2.5[איור 

1pכאשר  .  כאשרcp p אין קשר בין קצות הדגם, ולכן המונומרים יכולים לנוע כמו בנוזל ,

cp ל אדי המים דרך הקופסה. כאשרצמיג. בדוגמה של הפרקולטור, אין זרימה ש p הדגם ,

מתנהג כמו מוצק שברירי, עם גמישות אלסטית שדומה לגמישות של ג'לי או של גומי. כאשר 

cp p מופיעים צבירים סופיים בכל גודל אפשרי, ואז הגיאומטריה של הצביר הגדול היא ,

1d- (ב 1-פרקטלי שעולה מפרקטלית, עם ממד   6(עבור  4) עדd  במקרה הזה הממד .(

  .6-הקריטי העליון שווה ל

  

                  

  (ג)  (ב)  (א)   

1, או ריק עם סיכוי pסיכוי  עםעל הסריג הריבועי: כל קשר מאוכלס  פרקולציה :7.2.5 איור p. 
0.4p (א) , (ב)  0.5927..cp , (ג)  0.8p .  

  

דוגמה אחרת לפרקולציה מתחילה מסריג מסודר של חוטים מתכתיים (למשל, גדר). הסריג השלם 

מוליך חשמל בין הקצוות הנגדיים שלו, ואפשר לחשב את המוליכות החשמלית הזאת מפתרון 

. כשחותכים באקראי קשרים על הסריג הזה, המוליכות קטנה. הנגדים רשתחוק אוהם עבור 

קשרים החתוכים, נוצרים בהדרגה צברים של חוטים שמנותקים מהצביר כשמגדילים את ריכוז ה

הגדול שמקשר בין הקצוות, ולכן אינם תורמים למוליכות. כשריכוז הקשרים החתוכים חוצה את 

(1 )cp  (בגבול של דגם גדול מאוד), הצביר שמחבר בין הקצוות מתפרק, והמוליכות בין הקצוות

בגלל דילול אקראי של הקשרים ברשת. למבודד  מוליך בין"קלאסי"  מעבר. זהו יורדת לאפס

התנהגות דומה צפויה בשלושה ממדים, כאשר מערבבים בקופסה באופן אקראי כדורים 

, שבהם נקבוביים חומריםמתכתיים עם כדורים מבודדים. מודל הפרקולציה מאפשר גם לחקור 

אפשר לתאר את הדגם כאוסף מחזורי של קוביות, שחלקן מלאות בחומר מוצק וחלקן ריקות (או 

מלאות בנוזל כמו מים או נפט). המוליכות של חומר כזה לזרימה של הנוזל (שנקראת 
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פרמאביליות) בתוך החללים שבתוכו היא סופית, כשריכוז הקוביות הריקות גדול, והיא יורדת 

   וז הזה יורד אל סף הפרקולציה.לאפס, כשהריכ
  

, שבו אינטראקציית החילוף מגנטיים יונים של סריגלדוגמה שלישית של פרקולציה מתייחסת 

בין יונים שכנים נוצרת רק כאשר אמצע הקשר ביניהם מאוכלס על ידי יון נוסף (למשל, בלנתנום 

בין יוני נחושת שכנים  ] האינטראקציה האנטיפרומגנטית2.17(ב), שאלה 2.5.7קופראט [איור 

קיימת רק כאשר הקשר ביניהם מאוכלס על ידי יון חמצן. דילול של יוני החמצן מקטין את 

פרמטר הסדר המגנטי, ובמודל הקלאסי הפשוט הסדר המגנטי נעלם לגמרי, כאשר הריכוז הזה 

  ).cp-יורד אל מתחת ל
  

כפונקציה של הריכוז דומה (איכותית) לירידה של המומנט הירידה של המומנט המגנטי הממוצע 

הזה, כאשר מעלים את הטמפרטורה מאפס אל טמפרטורת המעבר המגנטי בסריג המלא. הדמיון 

הזה מאפשר מחקר של בעיית הפרקולציה באותם כלים שמשמשים למחקר של מעברי פאזה. 

ה חורג מהמסגרת הנוכחית, תיאור מפורט של מודל הפרקולציה או של הטיפול במעברי פאז

 ,D. Stauffer and A. Aharonyלמשל  והקורא מוזמן להשלים את הידע בנידון מהספרות (ראו

Introduction to Percolation Theory, Taylor and Francis, 1994..(  
  

בהרבה  תיארנו גידול של גבישים מחזוריים. 2.9ובסעיף  2.2.1איור  בדיון שאחרי :פרקטלי גידול

מקרים האטומים הנספחים אינם מתחברים לצביר באופן גבישי, ונוצר פרקטל. למשל, 

כשמשקיעים אלקטרודה בתוך תמיסה וסופחים אליה יונים שמגיעים בתנועה אקראית מתוך 

התמיסה, הפוטנציאל החשמלי של האטומים שכבר נספחו מונע מאטומים נוספים לנוע לתוך 

מראה את צביר האטומים שגדל מתוך  7.2.6הצביר. איור כבר גדלו על המרווחים בין ה"ענפים" ש

התמיסה בשני ממדים, והממד הפרקטלי שנמדד (ספרו אטומים בתוך עיגולים הולכים וגדלים 

1.66Dהעיגול) הוא  ברדיוסומצאו את תלות המספר הזה   גידול דומה בשלושה ממדים נותן .

2.5D  ,בשני המקרים, הממד הפרקטלי קטן מהממד המרחבי, כך שהצפיפות הממוצעת קטנה .

  כשמגדילים את הצביר.
  

דרך חישובית פשוטה שמייצגת את דרך הגידול של צבירים כמו הצבירים שתוארו זה עתה 

מתחילה מחלקיק בראשית הצירים. בשלב הבא שולחים חלקיק מנקודה אקראית על כדור 

ף את הראשית. החלקיק הזה מבצע הילוך אקראי (או דיפוזיה) עד שהוא פוגע בחלקיק שמקי

הראשון, ואז הוא מתחבר אליו לצביר של שני חלקיקים. עכשיו שולחים חלקיק שלישי מהכדור, 

וגם הוא מבצע הילוך אקראי עד שהוא פוגע בצביר ומצטרף אליו וכן הלאה. מאחר שהחלקיקים 

המשקל - ת אקראיות, ואינם חופשיים לזוז עוד ו"לחפש" את מצב שיוויפוגעים בצביר בנקודו

הענפים הגדלים  ), ברור שהמבנה שנוצר איננו גבישי.2.2.1האידאלי (בניגוד למתואר באיור 

. ההליך 7.2.6מונעים מחלקיקים חדשים להתקרב לראשית, וכך נוצר מבנה פרקטלי דומה לאיור 

). מבנים גיאומטריים diffusion limited aggregation, DLA( גידול מוגבל דיפוזיההזה נקרא 

 דומים מתארים התפרקות חשמלית, כמו ההתפרקות שיוצרת ברק בעת סערה ועוד.
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  לי של אטומי אבץ שגודלו מתוך תמיסה על מישור. צביר פרקט :7.2.6איור 
Reprinted with permission from M. Matsushita, M. Sano, Y. Hayakawa, H. Honjo, and Y. Sawada, "Fractal 

Structures of Zinc Metal Leaves Grown by Electrodeposition", Phys. Rev. Lett. 53, 286 (1984) Copyright (2018) 

by the American Physical Society. 

 
  

  �יקה מזו�קופית פי  :7.3
  

 , רבות מההתפתחויות הטכנולוגיות של התקופה האחרונה עוסקות1בפרק  שצוין כפי :מבוא

 ביחידות קטנות של חומר, שמהן בונים מערכות שונות כדי לענות על צרכים טכנולוגיים מסוימים.

בהרבה מקרים שואפים למזער ככל האפשר את היחידות הללו כדי שיהיה אפשר לבנות התקנים 

בודדים עד  מטרים- ננוקטנים ויעילים יותר. סקאלת האורך שבה מתרכז המחקר הזה היא של 

, כלומר, בין )מיקרון 3–10אנגסטרום =  10= מטר 9–10נומטר = נ 1(מטרים - מאות אחדות של ננו

נקרא ת המיקרוסקופית לבין הסקאלה המקרוסקופית, ולכן התחום הרלוונטי הסקאלה האטומי

התחום רחב ודורש הרבה מהידע  .ננוטכנולוגיהאו  ("מזו"=אמצע ביוונית) "פיסיקה מזוסקופית"

שנכלל בפרקים הקודמים. במיוחד, בסקאלות האורך המזוסקופיות התנועה של האלקטרונים 

קלאסי שהוביל לתוצאות של דרודה. בסעיף -היא קוונטית, ואיננה מתוארת על ידי הקירוב החצי

  זה נתמקד בחלק מהתופעות החדשות שמאפיינות את התנועה הזאת.

  

ממדית -. במקרה הקיצוני מערכת היא חד3-ר בקצרה מערכות שהממד שלהן קטן מסק 1.2סעיף 

ממדית), כאשר הרוחב שלה בשני הכיוונים הניצבים לה (או בכיוון הניצב לה) מכיל רק -(או דו

הדגימה כי החום  5.4.7שכבה אחת של אטומים (רוחב כזה נקרא "רוחב אפס"). עם זאת, שאלה 

ממדי גם כשיש לו עובי סופי, וכי קיים מעבר - כול להתנהג כאילו הוא דוהסגולי הפונוני של דגם י

ממדית, כשהעובי מספיק גדול. בסעיף זה נראה שגם - ממדית להתנהגות התלת-בין ההתנהגות הדו

התכונות החשמליות של דגמים משתנות עם הממדים הלינאריים שלהם. התכונות הפיסיקליות 

ת יכולות להיות שונות מאוד מהתכונות של המערכות ממדיו-ממדיות או דו-של מערכות חד

: עירורים 5.5ממדיות הגדולות שנדונו עד כה. דוגמה לחשיבות של הממד הוזכרה בסעיף -התלת

הזכרנו כי  6.12פונוניים יכולים להרוס את המצב המוצק בממדים נמוכים. באופן דומה, בסעיף 
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, בגלל פיזורים 3-ד בממדים שקטנים מריכוז כלשהו של זיהומים יכול להפוך מתכת למבוד

חוזרים של האלקטרונים מהזיהומים. הפיזורים הללו פחות "מזיקים" בשלושה ממדים, שבהם 

מתרחש מעבר ממוליך למבודד (בטמפרטורה אפס) רק כשריכוז הזיהומים מגיע לערך סף סופי. 

שונים, שגרמו  ראינו גם הבדלים בצפיפויות המצבים של אלקטרונים בממדים 6.11בסעיף 

   לתופעות קוונטיות ייחודיות בממד אחד ובשני ממדים.
  

 L כאשר. Lהגודל הלינארי שלו (בכל הכיוונים),  נבחן עכשיו מה קורה בדגם סופי כפונקציה של

בלות התוצאות שנדונו גדול מכל האורכים האחרים שמשפיעים על תנועת האלקטרונים, מתק

) הניח כי ההתנגדות החשמלית נובעת 6.2בפרקים הקודמים. המודל של דרודה (סעיף 

מהתנגשויות של האלקטרונים עם גורמים שונים בחומר. כל אלקטרון מבצע הילוך אקראי בין 

 (ראו בסעיף הקודם). המרחק בין מפזרים דיפוסיביתהמפזרים (כלומר דיפוזיה) בתנועה שנקראת 

עוקבים (שהוא האורך הממוצע של צעד בהילוך האקראי) הוא מסדר גודל של המהלך החופשי של 

 פיזורים). ה6.3.3. בטמפרטורות נמוכות רוב ההתנגשויות הן מ"זיהומים" (איור האלקטרון, 

(שתלוי בריכוז הזיהומים) הוא בדרך כלל  e, והמהלך החופשי המתאים אלסטייםהללו הם 

  מיקרונים.  100עד  1מסדר גודל של 
  

(כלומר נעדרת פיזורים),  בליסטית, תנועת האלקטרונים היא e- קטן מ Lבגבול הנגדי, כאשר 

ieפשי היא גל מישורי, ואז יש לתארה באופן קוונטי. פונקציית הגל של אלקטרון חו  k r עם ,

פאזה מוגדרת שנקבעת על ידי הדרך האופטית של הגל הזה, או פונקציית בלוך, שגם לה יש פאזה 

 הקוהרנטיותמזיהום האלקטרון שומר על  אלסטי פיזורבמוגדרת (שקשורה עם התנע הסריגי). 

ת משוואת שרדינגר בנוכחות המפזרים ולקבל של פונקציית הגל שלו. אפשר לפתור א הקוונטית

פונקציית גל בכל המרחב. הפאזה של פונקציית הגל הזאת בין פיזורים נקבעת על ידי סכום 

הדרכים האופטיות (מכפלות של מספר הגל במרחקים) שנצברות בין הפיזורים, בתוספת של 

עת מתופעות של תרומה קוהרנטית מהפיזורים עצמם. במקרה הזה תנועת האלקטרון מושפ

  . לעומת זאת, הפיזורים מפונונים או מאלקטרונים אחרים הם בדרך כללקוונטית התאבכות

, למשל על גז הפונונים במערכת, האלקטרון של הסביבה. פיזור כזה משפיע גם על אלסטיים-אי

מבוקרים בפאזה של פונקציית הגל האלקטרונית, והאלקטרון מאבד את -וכך חלים שינויים בלתי

מציינת  L )-כאלה מסומן ב אלסטיים-אי פיזוריםהקוהרנטיות הזאת. המהלך החופשי של 

יית הגל), והוא גדל עם ירידת הטמפרטורה. בטמפרטורות נמוכות ובדגמים את הפאזה של פונקצ

האלקטרונים  L. בדגמים שגדולים לעומת e-יכול להיות גדול בכמה סדרי גודל מ Lנקיים 

ן לתאר את התנועה שלהם באמצעות החישובים מאבדים את הקוהרנטיות הקוונטית, ואז נית

 עוסקת בתחום הביניים, המזוסקופית הפיסיקה. 6.10קלאסיים, כמו בסעיף -החצי

e L L .שבו מופיעות סטיות מהחישובים הללו ,  
  

בשני כיוונים במרחב, אבל נמצא בתחום L -ממדי גדול מאוד מ- אם עובי הדגם התלת

  ) מתוארות על ידי רצף בדיד עבור 6.3.2המזוסקופי בכיוון השלישי, אזי רמות האנרגיה במשוואה (

שני הכיוונים הראשונים, אבל מתוארות על ידי רמות בדידות בכיוון השלישי. כאשר העובי בכיוון 
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 )]6.3.2, משוואה (L/21- הללו [שמתכונתי להזה מספיק קטן, ההפרש בין רמות האנרגיה הבדידות 

Bk-מ גדול T ואז הסיכוי הבולצמני של אִכלוס הרמות המעוררות בכיוון הזה קטן מאוד, ואפשר ,

להתעלם מהן ולהישאר עם הרמה הנמוכה ביותר. במקרה הזה המערכת מתוארת על ידי הרצף 

מדי. אם העובי הזה גדל, אזי לפעמים יש להתחשב גם במצבים הבדידים שמייצגים מ-הבדיד הדו

את הקואורדינטה הניצבת למישור. באופן דומה, אם המערכת ארוכה מאוד בכיוון אחד, אבל 

סופית בכיוונים האחרים, אזי היא תתואר על ידי רצף בדיד בכיוון הראשון ועל ידי מספר סופי של 

הכיוונים הניצבים. כך יש לתאר את רמות האנרגיה של אלקטרונים בפסי מצבים בדידים בשני 

(א) (במקרה הראשון יש שפות חופשיות בכיוון 1.2.4או בצינורות הננו מאיור  1.2.3הננו מאיור 

ה"צר", ובמקרה השני "מגלגלים" את פס הננו של גרפן וסוגרים גליל, כך שהמצבים בכיוון שניצב 

  ). 7.4-ו 7.3.1 נאי שפה מחזוריים. ראו שאלותלציר הצינור מחייבים ת

  

  7.3.1 שאלה

בקירוב הקשר  ממדית מתוארת על ידי סריג ריבועי, כמו באיור להלן.- מערכת אלקטרונית דו

   ).6.7.21החזק פסי האנרגיה ניתנו במשוואה (

מתלכדת עם  1L הוֶקטורמגלגלים את היריעה המישורית לגליל, כך שהנקודה בקצה   .א

 (למטה מימין) האיור של המנסרה המחומשת להלן הראשית, והקווים המקווקוים חופפים.

1מראה את הגליל שנוצר, כאשר  15L aממדי, -. אם מתארים את הגליל הזה כגביש חד

  מהו תא היחידה שלו? מהו ספקטרום האנרגיה האלקטרוני?

 מוחלף על ידי 1L' עבור קיפול הליקלי (בורגי), שבו א קלחלהתשובות איך משתנות   .ב

2 1 22 L a a) והקווים המנוקדים חופפים?משמאל בעמוד הבא, ראו איור (גלילי) להלן ,(  
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 הזכרנו כבר כמה תופעות שמבוססות על התנהגות קוהרנטית של 6בפרק  אפקטים קוונטיים:

, שקבע את הקוונטום של ההתנגדות החשמלית (הקליצינג), הקוונטי הול אפקטהאלקטרונים. 

h/2-ששווה ל eממדית של -, היה מבוסס על תנועה קוהרנטית של האלקטרונים לאורך השפה החד

, היעדר הפיזורים נובע מההפרדה 6.11ממדי, ללא פיזורים. כפי שראינו בסעיף - הדגם הדו

)/המרחבית בין השפות הנגדיות שקיימת כאשר רוחב הדגם גדול מהאורך המגנטי  )Bl c e  

)  מצב שנע ימינה מהוא השדה המגנטי). ההפרדה הזאת מאפשרת להזניח פיזורים של אלקטרון

אל מצב שנע שמאלה על השפה הנגדית. העובדה שגם האורך  6.11.4על השפה התחתונה באיור 

) מדגישה שהאפקט הזה נובע h(או  המגנטי וגם קוונטום המוליכות מכילים את קבוע פלנק 

מתופעות קוונטיות. כפי שנראה, הקוונטום הזה של המוליכות חוזר ומופיע בהרבה תופעות 

סביב  מתמיד זרםוהתופעה של  בוהם-אהרונוב אפקטהוזכרו גם  6מזוסקופיות. בנספח לפרק 

, ביחידות של השטף המגנטי קוונטיזציהבטבעת בהשפעת שדה מגנטי. שני האפקטים קשורים 

0של קוונטום השטף,  /ch e  ושניהם אכן אושרו ניסיונית בדגמים מזוסקופיים שבהם ,

  נשמרה הקוהרנטיות של פונקציות הגל על היקף הטבעת. 
  

תנועת  אורך נוסף שמשפיע עלקוונטיות, אטומים מלאכותיים:  נקודות, בדידות אנרגיה רמות

 )],6.3.3ונים בדגם סופי הוא אורך גל פרמי [ראו דיון לפני משוואה (האלקטר
*2 / / /( )F F F Fk h p h m v    101. במתכותÅ 0.1 10F nm m    ,במוליכים למחצה .

1000Å, המסה האפקטיבית קטנה, צפיפות האלקטרונים קטנה, ואז GaAsכמו  0.1F m  . 

אפשר להתייחס אל רמות האנרגיה של האלקטרון [משוואה  Lבדגם שגודלו בכיוון כלשהו הוא 

FL)] כאל "רצף בדיד" רק כאשר 6.3.2( כש .-L  קטן, ההפרשים בין רמות אנרגיה סמוכות

Bk-גדולים מ גדלים, וכאשר ההפרשים האלה T אזי התכונות הפיסיקליות של הדגם תלויות ,

בפרטים של רמות האנרגיה בו, ולא רק בצפיפות המצבים (שהתאימה לרצף או לרצף בדיד של 

רמות). מערכת שכל ממדיה מזוסקופיים [למשל, קופסה קובית קטנה או ריבוע סופי במישור או 

". בגלל רמות קוונטית נקודהאו " ממדית אפס מערכת(ב)] נקראת 1.2.4 הכדור של באקי באיור

  האנרגיה הבדידות של האלקטרונים במערכת כזאת, שדומות לרמות של אלקטרונים באטום, היא 
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". עקרון פאולי מאפשר לאכלס כל מצב בדיד במערכת לכל היותר מלאכותי אטוםנקראת גם "

בשני אלקטרונים. לעתים קרובות רמות האנרגיה מנוונות, והניוון שלהן, שנובע מהסימטריה של 

הדגם, עולה עם האנרגיה. למשל, כאשר הסימטריה כדורית, אפשר לאפיין את המצבים 

}הקוונטיים של המערכת עם המספרים הקוונטיים  }nlm  (כמו באטומים), והאנרגיה איננה תלויה

2)-[ומכאן ניוון ששווה ל mבמספר הקוונטי  1)l  באטומים (עם פוטנציאל קולומבי) רמות .[

ה המחזורית, שבה מתמלאות "קליפות" של , ומכאן המבנה של הטבלl-האנרגיה תלויות חלש ב

22n אלקטרוניות בתוך כל קליפה קרובות זו לזו, ויש פער גדול יותר -מצבים. רמות האנרגיה החד

בין הקליפות. פוטנציאלים אחרים נותנים ניוונים אחרים, אבל מילוי הדרגתי של רמות האנרגיה 

בנות טבלאות מחזוריות שמותאמות לכל נקודה קוונטית. ראו הבדידות באלקטרונים מאפשר ל

  .7.3.1למשל איור 
  

שמאכלסים  אלקטרונים Nנעריך תחילה את האנרגיה של  :)Coulomb blockadeחסם קולומבי (

1את רמות האנרגיה הבדידות  2 3 ... N        1בנקודה הקוונטית. עבורN  אנרגיית ,

)2-הדחייה הקולומבית בין האלקטרונים שווה בקירוב ל ) /(2 )Ne C כאשר ,C  הוא הקיבול של

מניחים ליד  אםהנקודה הקוונטית. הקיבול הזה, מתכונתי לגודל הלינארי של הנקודה הקוונטית. 

, )gate voltage" (השער מתח" שנקרא gVחשמלית, עם מתח  אלקטרודההנקודה הקוונטית 

. לכן, האנרגיה הכללית geVמופעל על כל אלקטרון בנקודה פוטנציאל קבוע נוסף, עם אנרגיה 

  האלקטרונים בנקודה היא N של
  

  2

1

( ) ( ) /(2 )
N

g n
n

E N Ne C NeV 


   .  )7.3.1(  

  

העלות האנרגטית של הוספת אלקטרון למערכת היא 

2
1( 1) ( ) (2 1) /(2 ) g NE N E N N e C eV        אם מחברים את הנקודה הקוונטית .

, אזי האלקטרון הזה ייתוֹסף, כאשר ההפרש הזה שווה למאגר אלקטרונים עם פוטנציאל כימי 

) מר, כאשר, כלו-ל 1)
1(2 1) /(2 ) ( )/N

g NV N e C e 
   .  כשמשנים אתgV  או את) ,(

מספר האלקטרונים על הנקודה איננו משתנה עד שמגיעים לערכים הבדידים שבהם השוויון הזה 

נוסף בין הערכים אפשר לצרף אלקטרון -מתקיים, ואז נוסף אלקטרון לנקודה. העובדה שאי

": הדחייה הקולומבית של האלקטרונים בנקודה מונעת קולומבי חסםהבדידים הללו נקראת "

  " אלקטרוני- חד יסטורזטרנמאלקטרון נוסף להצטרף. לכן, ההתקן הזה נקרא גם "

)single electron transistor;(  .בכל שלב ההתקן מאפשר להעביר דרכו אלקטרון בודד  
  

  ד את ספקטרום רמות האנרגיה של הנקודה הקוונטית היא חיבורהדרך ישירה למדו

לשני מאגרים אלקטרוניים, עם הפרש קטן מאוד בפוטנציאלים הכימיים שלהם. בטמפרטורה 

נמוכה מאוד, זרם יכול לעבור בין המאגרים רק כאשר אלקטרון יכול לעבור ביניהם דרך הנקודה 

   ח השער מקיים את השוויוןהקוונטית, ודבר זה יכול לקרות רק כאשר מת
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( 1)
1(2 1) /(2 ) ( )/N

g NV N e C e 
   ,  כאשר  הוא הפוטנציאל הכימי הממוצע של שני  

ביפן  NTTמתאר תוצאות של ניסוי כזה, שנעשה במעבדות  7.3.1. החלק העליון באיור המאגרים

ובאוניברסיטת דלפט בהולנד, שבו נחקר הזרם דרך נקודה קוונטית מישורית עם סימטריה 

מעגלית. התקבלו שיאים צרים של הזרם, בערכים מסוימים של מתח השער, והופיעו מרווחים 

 ) נובע כי ההפרש בין שני שיאים עוקבים הוא7.3.1שבהם הזרם התאפס. ממשוואה (

( 1) ( )
1/ ( )/N N

g g N NV V e C e 
    מהאיור נראה כי ההפרש הזה כמעט קבוע עבור .

האלקטרונים הרביעי, החמישי והשישי, ולכן רמות האנרגיה של האלקטרונים הללו כנראה 

קרובות מאוד זו לזו. באופן דומה, ההפרשים כמעט קבועים עבור האלקטרונים השביעי עד 

נוונת ארבע פעמים, הרמה עשר. מכאן שרמת היסוד מנוונת פעמיים, הרמה השנייה מ-השנים

השלישית מנוונת שש פעמים וכן הלאה. אם מייחסים לכל רמה כזאת "קליפה" אלקטרונית, 

מקבלים את המילוי של הקליפות שמתואר בחלק האמצעי של האיור ואת ה"טבלה המחזורית" 

 שמתוארת בחלקו התחתון. אחרי שכל "קליפה" מתמלאת, מתקבל מרווח גדול יותר בין השיאים

  בגלל התוספת של הפרש האנרגיות בין הקליפות.
  

מתקבלים גם  ...,2,6,12הבחינו כי מספרי ה"קסם"  7.3.1המחברים של העבודה שמצוטטת באיור 

אם מניחים כי הפוטנציאל שמגביל את תנועת האלקטרונים לנקודה הקוונטית העגולה במישור 

2הוא הרמוני,  2 /2m  כאשר ,  .הוא המרחק הרדיאלי של האלקטרון מהראשית במישור

)נ] נותן את רמות האנרגיה 6.2הפתרון של משוואת שרדינגר [שאלה  1)nE n  עם הניוון ,

( 1)n   ללא הספין רמת היסוד איננה מנוונת, הרמה המעוררת השנייה מתאימה לתנע זוויתי)

1M  0-, ולכן מנוונת פעמיים, הרמה השלישית מתאימה ל, 2M    וכן הלאה). בפוטנציאל

)2על ידי  n-כזה ניתן לאכלס את הרמה ה 1)n   אלקטרונים (לרבות הספין), ולכן הרמה

2אלקטרונים, הרמה השנייה תתמלא אחרי  2הראשונה תתמלא אחרי  4 6   ,אלקטרונים

2הרמה השלישית תתמלא אחרי  4 6 12    אלקטרונים וכולי, כפי שהתקבל בניסיון. מכאן

ממדי הוא קירוב טוב לפוטנציאל ש"לוכד" את האלקטרונים בנקודה -שהפוטנציאל ההרמוני הדו

הקוונטית המעגלית בניסוי הנדון. כפי שכבר ראינו גם בהקשרים אחרים, הפוטנציאל ההרמוני 

ו, ולכן הוא משמש קירוב טוב עבור מתקבל מפיתוח טיילור של כל פוטנציאל ליד המינימום של

רמות האנרגיה הנמוכות. קירוב דומה (בשלושה ממדים) קיים גם במודל הקליפות בפיסיקה 

  גרעינית.
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ממדית עגולה כפונקציה של מתח השער (באיור הגדול), -למעלה: הזרם דרך נקודה קוונטית דו: 7.3.1איור 
מספר האלקטרונים (באיור הקטן). באמצע: "קליפות" ותוספת האנרגיה לאלקטרון כפונקציה של 

ממדי. למטה: הטבלה המחזורית שמתארת את ה"קליפות" הללו, -האלקטרונים עבור פוטנציאל הרמוני דו
  נלקח מהמאמר כשהאותיות בכל משבצת נבחרו על ידי המחברים ללא כל קשר לאטומים "אמיתיים".

L. Kouwenhoven and C. Marcus, "Quantum Dots", Physics World, June 1998, p. 35. 

  

  7.3.2 שאלה

1 הן קוונטית בנקודהאלקטרוניות -החד האנרגיה רמות 2 ... ...n      כאשר הרמה ,n 
בין כל  הקולומבית) מניחים כי אנרגיית הדחייה 7.3.1( משוואה של בהכללהפעמים.  ngמנוונת 

 שונותבין אלקטרונים ברמות  הקולומבית, ואילו הדחייה nU יאה nזוג אלקטרונים ברמה 

n ו -m  היא,n mU.  בהרבה מההפרשים בין הרמות החדאנרגיות הדחייה קטנות-

  אלקטרוניות.

אלקטרונים בנקודה הקוונטית הזאת ואת ההפרשים בין  Nשל  הכלליתאת האנרגיה  שמור  .א

  האנרגיות שצריך להוסיף כדי לצרף אלקטרון נוסף לנקודה.

1gמהו הגבול של הביטוי שקיבלתם, כאשר   .ב   לכל מהי התוצאה, כאשר ?,nU U ?

  ). מתי הקירוב במשוואה הזאת טוב?7.3.1השוו את התוצאה הזאת עם משוואה (

  

 המחשב הקלאסי מבוסס על ביטים. כל ביט מקבל רק אחד משניקיוביטים וחישוב קוונטי: 

, שבו כל ביט מוחלף קוונטי חישוב). בשנים האחרונות מתקיים דיון רחב על 1או  0ערכים (למשל, 

). הקיוביט הוא סופרפוזיציה קוונטית של שני מצבים בסיסיים, עם qubit( וביטיקעל ידי 
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 מקדמים מרוכבים. פעולות קוונטיות על המצב הקוונטי הזה מאפשרות למפות אותו למצב אחר

וג המקדמים המרוכבים לזוג חדש. מאחר שכל מספר מרוכב וכך לבצע "חישוב" שמעביר את ז

מכיל הרבה יותר מידע מהביט הקלאסי, מצופה שמחשב קוונטי יהיה הרבה יותר מהיר ממחשב 

קלאסי. אחת הדוגמאות לקיוביט היא הספינור שמתאר את מצב הספין של האלקטרון. הספינור 

של התנע הספיני של האלקטרון מקבל  הוא סופרפוזיציה של מצבי הבסיס, שבהם מרכיב מסוים

. אחת הריאליזציות של מחשב קוונטי בנויה מרשת של נקודות קוונטיות, כך 2/את הערכים 

שבכל נקודה נמצא בדיוק אלקטרון בודד. שדות מגנטיים עשויים לגרום למומנט המגנטי של 

וע את הספינור שלו, כלומר את מרכיבי הקיוביט אלקטרון כזה "להצביע" בכיוון רצוי, וכך לקב

שהוא מייצג. אינטראקציות מגנטיות בין אלקטרונים בנקודות קוונטיות שכנות עשויות לאפשר 

. מודלים אחרים מבוססים על מערכות קוונטיות אחרות עם שני מצבי יותרחישובים מורכבים 

  בסיס, והמחקר בתחום מתקדם בכיוונים רבים.
  

. 6.11 דוגמה אופיינית למערכת מזוסקופית תוארה בסעיף ממדי וחוט קוונטי:- ים דוגז אלקטרונ

). 2.9אפקט הול הקוונטי נמדד על שכבה דקה של גליום ארסניד, שגודלה באופן אפיטקסיאלי (סעיף 

כפי שהוסבר שם, כשהשכבה מספיק דקה, אזי ההפרשים בין רמות האנרגיה שמתארות את התנועה 

Bk- דולים מבניצב למישור ג T ואז בטמפרטורות מספיק נמוכות התנועה בכיוון הזה נמצאת ברמת ,

היסוד שלה, והאלקטרונים נעים למעשה רק במישור של השכבה. גז האלקטרונים שנמצאים 

). two dimensional electron gas, 2DEG" (ממדי- גז אלקטרונים דובשכבה המישורית נקרא אז "

 6.11שכבות דקות כאלה משמשות להרבה ניסיונות מזוסקופיים. השכבה הדקה שתוארה בסעיף 

מכוסה בשכבה עבה יחסית של גליום אלומיניום ארסניד, שהוא מבודד. על גבי השכבה הזאת אפשר 

, gate voltage", מתח השערלהצמיד אלקטרודות מתכתיות, והמתח השלילי שמופעל עליהן ("

וצר אזורים בשכבה הדקה שבהם פועל פוטנציאל שלילי שמונע מהאלקטרונים לנוע שהוזכר לעיל) י

  בהם. כך נוצר האזור המלבני שעליו נמדד אפקט הול הקוונטי.
  

ממדית הן - רמות האנרגיה של אלקטרון בשכבה הדקה הדו
2

2 2
*

( , ) ( )
2 x y nE n k k E

m
  k 

 ,

0,1,2,3,...n( nE- הרצף הבדיד"), ו"הוא וקטור הגל במישור (שמתואר על ידי  kכאשר   הן רמות (

(למשל, בור  z- ממדי שמגביל את תנועת האלקטרונים בכיוון ציר- האנרגיה של הפוטנציאל החד

פוטנציאל מלבני או אוסצילטור הרמוני). רמות האנרגיה של האיבר הראשון צפופות, ועבור כל ערך 

2)צפיפות המצבים שלהן (לרבות שני מצבי הספין) היא  nשל  ) * 2/( )dg m    ודיון  6.3.4[שאלה

  איננה מנוונת, צפיפות המצבים הכללית היא  nE)]. לכן, אם הרמה 6.11.7אחרי משוואה (
  

  (2 )

0

( ) ( )d
n

n
g E g E E




  ,  )7.3.2(  

  

)כאשר  )x  היא פונקציית המדרגה, ומתקבלות מדרגות בדידות של צפיפות המצבים כפונקציה

של האנרגיה. בטמפרטורה נמוכה, הגדלה של אנרגיית פרמי של האלקטרונים (שנעשית, למשל, על 

בתוך החוט או  ידי העמקה של מתח השער שמושך את האלקטרונים מהמאגר הקרוב אל האזור
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ימי במאגר הזה כך שנוספים אלקטרונים בחוט) תגרור קפיצות על ידי שינוי הפוטנציאל הכ

   )].6.9.6בצפיפות המצבים, ולכן גם בחום הסגולי האלקטרוני [משוואה (
  

תוך  מתחי שער מתאימים מאפשרים גם להגביל את תנועת האלקטרונים אל מגע קוונטי נקודתי:

), ואז גם Fאלקטרון, (שרוחבה מסדר גודל של אורך גל פרמי של ה רצועה מלבנית דקה

ההפרשים בין רמות האנרגיה של התנועה בניצב לרצועה הזאת בתוך המישור יכולים להיות 

). quantum wire(חוט קוונטי ממדית, כמו ב-גדולים, כך שתנועת האלקטרונים הופכת להיות חד

מגע קוונטי (א), הוא נקרא 7.3.2כאשר חוט כזה מחבר בין שני אזורים רחבים יותר, כמו באיור 

eWמקיים  W). כאשר רוחב המעבר הזה quantum point contact, QPC( נקודתי L  ,

א פיזורים), ואפשר לתאר אותה בעזרת תנועת האלקטרונים בכיוון הניצב לחוט היא בליסטית (לל

את  1988- בדלפט מדדה ב )Kouwenhovenרמות אנרגיה בדידות. הקבוצה של ליאו קאוונהובן (

המוליכות בין שני צִדי מגע כזה כפונקציה של הפוטנציאל השלילי שהופעל על ידי השערים. כאשר 

0Wהמגע, ואז המתח שלילי מאוד, הוא חוסם לגמרי את תנועת האלקטרונים דרך   כאשר .

גדל בהדרגה, כך שהמדידה כפונקציה של מתח  W, הרוחב האפקטיבי פחותהפוטנציאל שלילי 

השער נותנת את התלות של המוליכות ברוחב המגע. בניגוד למצופה מחוק אוהם [או מהתורה 

A) עם 6.2.7הקלאסית של דרודה, משוואה ( W .המוליכות שנמדדה איננה ביחס ישר לרוחב ,[

22 הבסיסית המוליכות(ב), המוליכות עולה במדרגות, בצעדים של 7.3.2כפי שרואים באיור  /e h .

נובע משני מצבי הספין  2זוהי אותה מוליכות בסיסית שהופיעה באפקט הול הקוונטי, והגורם 

שמנוונים בהיעדר שדה מגנטי (ניסיונות בשדה מגנטי שמפצל בין מצבי הספין הראו כי כל מדרגה 

מתפצלת לשתיים בגלל אפקט זימן). כמו באפקט הול הקוונטי, גם המדידות שמוצגות באיור 

יכולות לשמש לקבלת ערכים מדויקים של קוונטום המוליכות ולכן של קבוע המבנה הדק  (ב)7.3.2

  ). 6.11(ראו דיון על מטרולוגיה בסעיף 
  

       
  (ב)   (א)  

) נמצא בשכבה האמצעית, בין שתי 2DEGממדי (-(א) מגע קוונטי נקודתי. גז האלקטרונים הדו: 7.3.2איור 
, שמפעילות gates)נה מונחות אלקטרודות מתכתיות, "שערים" (שכבות של מבודד. מעל לשכבה העליו

. מפל QPC)פוטנציאל חשמלי שלילי על גז האלקטרונים ויוצרות מעבר צר (חוט קוונטי) בין שני חלקי הגז (
ממדית יוצר זרם ומאפשר מדידה של המוליכות -) בשני קצות השכבה הדוcontactsמתח קטן בין המגעים (
  הזה. (ב) מדידות של המוליכות דרך ההתקן של חלק א'.  החשמלית של ההתקן

Reprinted with permission from B. J. van Wees, H. van Houten, C. W. J. Beenakker, J. G.Williamson, L. P. 

Kouwenhoven, D. van der Marel, and C. T. Foxon, "Quantized conductance of point contacts in a two-

dimensional electron gas", Phys. Rev. Lett. 60, p. 848 (1988). Copyright (2018) by the American Physical Society. 



 פי�יקה של מצב מוצק  624

 (שמקיים Lואורך Wבמודל פשוט שמסביר את התופעה, נתאר את המגע כחוט קוונטי בעל רוחב 

eW L L   ההפרשים בין הרמות .(
ynE  קטנים, כאשר מגדילים אתW למשל, אם .

הרמות האלה מתקבלות מבור פוטנציאל עמוק מאוד, אזי פונקציות הגל הרוחביות הן גלים 

2עומדים, עם אורך גל  / yW n   2ועם אנרגיה 2 *( / ) /(2 )
yn yE n W m   (בדקו!). בהנחה

שהתנועה בניצב למישור נמצאת במצב היסוד שלה (כי הרמה המעוררת הראשונה שלה גדולה 

Bk- בהרבה מ T 2), ורמת פרמי היא 2 */(2 )F FE k m  מתקבל שבטמפרטורה נמוכה כל המצבים ,

y/עם  Fn W k  ממדי (שמתאר את -מאוכלסים. כל מצב רוחבי כזה מייצג פס אנרגיה חד

/התנועה בכיוון המעבר), ובטמפרטורה נמוכה מאוכלסים  2 /F FN Wk W    פסים. נניח

בין האלקטרודות משני צִדי המעבר, ונחשב את התרומה של פס בודד  Vעכשיו הפרש פוטנציאל 

eVכזה למוליכות. ההפרש בין רמות פרמי בשני הצדדים הוא  צפיפות האלקטרונים .

שמשתתפים בהולכה, ונעים מהפוטנציאל הגבוה אל הפוטנציאל הנמוך, שווה למחצית הצפיפות 

1)ומר של כלל האלקטרונים, כל ) ( ) /2 2 /( )d E eV hv   כאשר השתמשנו בתוצאה של שאלה ,

1)(ב) עבור ממד אחד, 6.3.4 ) ( ) ( / ) 4/( )d E n dk dE hv   ]v  היא מהירות האלקטרון, ראו גם

הזרם מתקבלת . צפיפות e) עבור חלקיק חופשי]. כל אלקטרון כזה נושא מטען 6.9.2משוואה (

2מהכפלת הצפיפות הזאת במהירות, ולכן התרומה של כל פס לזרם היא 
1 2 /j e V h המהירות .

  והמוליכות היא ,N-הצטמצמה, והתרומה הזאת איננה תלויה בפס. לכן הזרם מוכפל ב
  

  2
1/ (2 / )G Nj V N e h .  )7.3.3(  

  

(ב) למדרגה הבאה. כאשר 7.3.2ומקפיצה את המוליכות באיור  Nהגדלת הרוחב מגדילה את 

1N  המוליכות היא גבוהה, הרבה אלקטרונים משתתפים בהולכה, והאפקטים הקוונטיים ,

  אינם ניכרים. 
  

) הניחה חוט קוונטי אידאלי, 7.3.3משוואה ( ):Landauer( לנדאואר נוסחתו אלקטרונים פיזור

ללא פיזורים. לכן, כל אלקטרון שנכנס אל החוט יצא ממנו ללא שום שינוי בפונקציית הגל שלו. 

, שנקרא T כאשר החוט מכיל מפזרים, כל אלקטרון ש"פוגע" בו יכול "לעבור" דרכו עם סיכוי

, שנקרא R), או להיות מוחזר ממנו עם סיכוי transmission coefficient" (ההעברה מקדם"

1T קובע כי המטען). שימור reflection coefficient" (ההחזרה מקדם" R ממדית -. דוגמה חד

עבור פיזור של פונונים (כלומר גלים אקוסטיים).  5.6פשוטה לחישוב מקדמים אלה הוצגה בסעיף 

). משוואות 5.6.11(-) ו5.6.10בדוגמה הזאת פונקציית הגל משני צִדי המפזר הוצגה במשוואות (

)אלה כוללות גל "פוגע",  )i kna tAe  ,"גל "מוחזר ,( )i kna trAe   עם אמפליטודת ההחזרה ,

0n(שניהם עבור  rהמרוכבת   ,"וגל "מועבר ,(( )i kna ttAe  עם אמפליטודת ההעברה ,t עבור ,

0 n 2 נותן. החשבון המפורש| |T t 2-ו| |R r  1ומאשר את שימור הזרםT R   .(!בדקו)

)חישוב דומה עבור גל "פוגע"  )i kna tAe    0עבור n  "(מצד ימין) נותן גל "מוחזר

( )' i kna tr Ae   "וגל "מועבר( )' i kna tt Ae  ,  2עם 2| ' | | |T t t  2- ו 2| ' | | |R r r .  7.3.3שאלה 

ממדי, בקירוב הקשר -מראה פתרון דומה עבור פיזור של אלקטרון ממפזר נקודתי על סריג חד

22, המוליכות האידאלית Tהחזק. מאחר שהסיכוי להעברה של האלקטרון הוא  /e h  מוכפלת  
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. בטמפרטורה אפס, כאשר ההפרש בין רמות פרמי של שני החוטים קטנה מאוד, עוברים רק T-ב

) Landauer( לנדאואר רולףהראה  1957אלקטרונים ברמת פרמי הממוצעת של שני הצדדים. בשנת 

ערוצים רוחביים, אזי יש להכליל את  Nי צִדי המפזר יש חוטים אידאליים עם כי כאשר משנ

  ), 7.3.3משוואה (

  
2

, 1

2 NeG Th 
  

 ,  )7.3.4(  

  

כאשר 
2T t   הוא מקדם ההעברה מהערוץ הרוחבי  בחוט אחד אל הערוץ הרוחבי 

Tבחוט השני, עבור אנרגיה ששווה לרמת פרמי. עבור מפזר אידאלי מתקיים   וחוזרים ,

(והכללותיה לטמפרטורות סופיות) שימושית מאוד  לנדאואר של הנוסחה). 7.3.3למשוואה (

 ות מזוסקופיות. לחישובים של מוליכות במערכ

  

  7.3.3 שאלה

FEאלקטרון עם אנרגיה  E ממדית של אתרי סריג, שמתוארת על ידי -נע על שרשרת חד

(ב), 6.7.6מודל הקשר החזק. אלמנטי המטריצה של ההמילטוניאן זהים לאלמנטים בשאלה 

, שעבורם 1-ו 0פרט לאתרים 
*

ˆ ˆ0 1 1 0 'H H    ,ˆ ˆ0 0 1 1 'H H E  לשם .

(0)-פשטות, נמדוד אנרגיות יחסית ל 0E .  

) פותרות את משוואות 5.6.11(-) ו5.6.10הראו כי פונקציות גל מהצורה שמופיעה במשוואות (  .א

הקשר החזק. במקרה זה, חשבו את מקדמי ההעברה וההחזרה והראו כי הם מקיימים את 

1Tהזרם, חוק שימור  R .  

חזרו על חלק א' עבור גל ש"מגיע" מהכיוון ההפוך והוכיחו כי מתקבלים אותם מקדמי   .ב

  העברה והחזרה. 

 Aשל השרשרת מחוברים גם דרך אטום נוסף (או נקודה קוונטית נוספת),  1-ו 0האתרים   .ג
ˆ2/(ראו איור להלן), כאשר  ˆ0 1 i

AH A A H e    ,ˆ
AA H A   ומניחים כי

'בסימונים המקוריים  0E  0-ו' '   הוא ממשי (כי הוא נובע מחפיפה של פונקציות גל

ביחידות של קוונטום השטף) (מייצגת את השטף המגנטי  "אטומיות" ממשיות). הפאזה 

נ). חשבו את מקדם 6.17בוהם, משוואה (- , בגלל אפקט אהרונוב1A0שחודר דרך המשולש 

ההעברה בין שני צִדי המערכת הזאת והראו כי הוא מחזורי בשטף המגנטי ומקיים 

( ) ( )T T  מהו המחזור .?   

  

  

  

על  ), הייתה מבוססת6.3.19() או 6.2.6הנוסחה של דרודה, משוואות ( הוכחת: חלשה לוקליזציה

ההנחה שאין שום קורלציה בין התנגשויות של האלקטרון עם המפזרים בדגם. במילים אחרות, 
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החישוב התעלם מפיזורים חוזרים מאותו הגורם המפזר (כי הונח שפיזורים כאלה נדירים). נבדוק 

עכשיו את ההשפעה של פיזורים חוזרים כאלה. נתחיל מחישוב הסיכוי של אלקטרון להגיע 

בתוך הדגם. בדרך בין שתי הנקודות האלקטרון עשוי לעבור דרך כמה  Bאל נקודה  Aמנקודה 

(א). במקרה הקוונטי, לכל מסלול כזה יש "עובי" סופי, מסדר גודל של 7.3.3יור מסלולים, ראו א

2אורך הגל של פרמי,  /F Fk a  בטמפרטורות מספיק נמוכות נתעלם מפיזורים אי .-

F,אלסטיים, כלומר, נניח כי  e L L  .  לכל מסלולn  מהנקודה שמוליךA  אל הנקודהB 

niאפשר עכשיו לשייך אמפליטודה של פונקציית הגל, 
n nA A e  כאשר הפאזה ,n  נקבעת על

ידי הדרך האופטית שמתאימה למסלול ועל ידי הפיזורים האלסטיים לאורכו. הסיכוי הכללי 

  לט של האמפליטודה הכללית, שווה לריבוע הערך המוח Bאל  A-להגיע מ
  

  
22 2

2 cos( )n n n m n m
n n n m

P A A A A A  


      .  )7.3.5(  

  

תלויים, ואילו האיבר השני מתאר התאבכות -האיבר הראשון באגף ימין מתאר מסלולים בלתי

קוונטית בין המסלולים. בתאוריה של דרודה מזניחים את האיבר השני. בדרך כלל למסלולים 

השונים יש פאזות שונות (למשל, בגלל האורכים השונים שלהם), ולכן הסכום באיבר השני קטן 

ר הראשון (מחוברים עם סימנים הפוכים מתקזזים). עם זאת, קיים מקרה מאוד לעומת האיב

מתלכדות, כמו באיור  B-ו Aאחד שבו ההזנחה הזאת איננה מוצדקת, וזאת כאשר הנקודות 

Aדרך המסלול  Bאל  A-(ב). האלקטרון יכול עכשיו לנוע מ7.3.3 C D E B     עם)

11אמפליטודה  1
iA A e  ,או דרך המסלול ההפוך (A E D C B     עם אמפליטודה)

22 2
iA A e  המסלול השני מתקבל מהיפוך הזמן על המסלול הראשון. בהנחה שהיפוך הזמן .(

אינו משנה את ההמילטוניאן של המערכת, אזי האלקטרון עובר אותה דרך אופטית ואותם 

1פיזורים, ולכן  2A Aהסיכוי לכך שהאלקטרון יחזור אל נקודת המוצא שלו הוא . 
2 2

0 1 2 14P A A A   2, וזאת בהשוואה לסיכוי הקלאסי 2 2
1 2 12clP A A A   .

הסיכוי הקוונטי כפול מהסיכוי הקלאסי! הדיפוזיה הקוונטית אִטית יותר מהקלאסית בגלל 

מסלולים שחוזרים לנקודת המוצא. הסיכוי המוגדל לחזרה מקטין את  ההתאבכות הבונה של

הסיכוי להתקדמות, ולכן מקטין את המוליכות החשמלית. האלקטרון נוטה להישאר ליד נקודת 

". לוקליזציה חלשה, שמופיעה בתנאים של צפיפות חלשה לוקליזציההמוצא, והתופעה נקראת "

ל תופעה דרמטית יותר, שנקראת לוקליזציה חזקה מפזרים קטנה יחסית, היא גרסה מוחלשת ש

  ). 6.12(סעיף 
  

ההתנגדות של מתכת עולה עם עליית  ,]6.3.3) ואיור 6.3.23[משוואה (הקלאסי  מתיאסן חוקלפי 

 הזה נכון עבור מערכות מקרוסקופיות, שבהן מתחשבים רק בפיזורים החוקהטמפרטורה. 

גדל,  Lאת הטמפרטורה,  כשמורידיםומתעלמים מההתאבכות הקוונטית.  "קלאסיים"

, L-והתנגדות המתכת שואפת אל ערך קבוע סופי בטמפרטורה אפס. במרחקים שקטנים מ

 הורדת עם גדלה ההתנגדות ואז, חלשה לוקליזציה של הקוונטית התופעה מתקיימת

   .מתיאסן לחוק בניגוד, הטמפרטורה
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  (ב)  (א)   

(ב) מסלול שחוזר אל נקודת המוצא: הנקודות  .B-ו A(א) שלושה מסלולים שונים בין הנקודות : 7.3.3איור 
A ו-B .זהות  

  

 להיפוך הסימטריהמההתאבכות הבונה, שהגדילה את הסיכוי לחזרה אל נקודת המוצא, נבעה 

שובר את הסימטריה הזאת; כאשר פועל שדה מגנטי בניצב למישור באיור  מגנטי שדה. זמן

בוהם - , וכאשר מתעלמים מאפקט זימן באשר לספין של האלקטרון, אפקט אהרונוב(ב)7.3.3

לאמפליטודה של  נ)]6.17[שמתכונתית לשטף המגנטי דרך המסלול, משוואה ( מוסיף פאזה 

. לכן, הסיכוי לחזור לנקודת המוצא הוא עכשיו 2לאמפליטודה של מסלול  ה ופאז 1המסלול 
2 2

0 1 2 12 [1 cos(2 )]i iP A e A e A       והמוליכות החשמלית תלויה באופן מחזורי בשדה

המגנטי. האישור הניסיוני של התנודות המחזוריות הללו נתן הוכחה ניסיונית לקיומה של 

2לבין  0ה. עבור מסלול בודד, התרומה הזאת למוליכות נעה בין הלוקליזציה החלש
14 A ולכן ,

 פלוקטואציותלהתנודות במוליכות הן מאותו סדר גודל כמו המוליכות עצמה. זהו אחד המקורות 

ם , שיידונו בהמשך. זהו גם סדר הגודל של ההבדלים בין שני דגמים שוניבמוליכות האוניברסליות

) עבור , בגלל קונפיגורציות שונות של המפזרים בכל דגם(שנשלטים על ידי מסלולים סגורים שונים

אותו שדה מגנטי. אם הדגם כולל הרבה מסלולים סגורים, שמקיפים שטחים שונים (ולכן מכילים 

שטפים שונים), אזי התרומות של איברי ההתאבכות שמתקבלות מהם עשויות להתקזז, 

  והלוקליזציה החלשה נחלשת. 
  

 המסלולית שלה תנועה בין מצמדתש ,מסילה-ספין אינטראקציהב להתחשב יש רבים במוליכים

. התנע הזוויתי של התנועה המסלולית של האלקטרון יוצר שדה מגנטי שלו ספיןבין הל האלקטרון

אפקטיבי (בדומה לשדה המגנטי שנוצר מזרם חשמלי בטבעת מעגלית או בסליל), שפועל על הספין 

. של האלקטרון. כשהאלקטרון נע בשדה המגנטי האפקטיבי הזה, המומנט המגנטי שלו מסתובב

מתברר שפונקציית הגל של הספין הופכת את סימנה, כאשר האלקטרון מקיף מסלול סגור, ולכן 

(ב). התוצאה 7.3.3הסימן של איבר ההתאבכות בנוכחות הספין שונה עבור שני המסלולים באיור 

היא התאבכות הורסת עבור החזרה לראשית של האלקטרון, והסיכוי לחזור לראשית דווקא קטן 

כות הקוונטית. במקרה הזה המוליכות (שמבוססת על התנועה שמתרחקת בגלל ההתאב

 ".חלשהלוקליזציה -אנטימהראשית) גדלה (לעומת המוליכות הקלאסית), והאפקט נקרא "
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 האלקטרונים מאבדים את Lכפי שהוסבר לעיל, בדגמים שגדולים לעומת  :עצמי מיצוע

- הקוהרנטיות הקוונטית, ואז ניתן לתאר את התנועה שלהם באמצעות החישובים החצי

מתנהג בהתאם לחוק אוהם. נסתכל תחילה  L- ממדי שאורכו גדול מ-קלאסיים. בפרט, חוט חד

Lממדי של מתכת, שאורכו - על חוט חד L . נחלק את אורך הדגם ל -/N L L  קטעים, כל

. כשהמתכת מכילה זיהומים, לקטעים השונים תהיינה התנגדויות אקראיות Lאחד באורך 

}שונות,  , 1,2,..., }nr n Nשווה לסכום ההתנגדויות  הדגם . לפי חוק אוהם, ההתנגדות של

הללו, 
1

N
nnR r


   (לא לבלבל עם מקדם ההחזרה הקוונטי!). נסמן את ההתנגדות הממוצעת של

nr-כל קטע ב r 2-ואת סטיית התקן של התפלגותם ב( )nr r r   מאחר שאין .

קוהרנטיות קוונטית בין פונקציות הגל האלקטרוניות בקטעים שונים, אין שום קורלציה בין ערכי 

)2ההתנגדויות שלהם, ולכן מתקיים גם  )( ) ( )n m nmr r r r r    מיצוע על . R  כשממצעים)

R) נותן פזרים, עם צפיפות זהה של מעל דגמים שונים שהוכנו באופן דומה Nr וריבוע ,

2הוא  Rסטיית התקן של  2 2
,

( ) ( ) ( )( ) ( )n mn mR R R r r r r N r        עם ,

 הסטייה היחסית
1R r

rR N
 . " הגדולים המספרים חוקזו תוצאה כללית של "

). בשני המקרים חוק 7.2.1במשוואה (תוצאה דומה התקבלה עבור הולך אקראי  בסטטיסטיקה.

  תלויים. סטיית התקן מבטאת- המספרים הגדולים נובע מהחיבור של גדלים אקראיים בלתי

גם את ההבדלים האופייניים בין שני דגמים שונים: אף שיש הבדלים בין ההרכבים 

 יליםכשמגד ,וקטן הולךהמיקרוסקופיים של דגמים שונים, ההפרש היחסי בין התנגדויותיהם 

. דגם מספיק גדול כולל מספר גדול של הנגדים ה"בסיסיים" השונים, ולכן הסכום שלהם אותם

 מיצועכבר כולל מיצוע על כמעט כל הערכים האפשריים. במקרה הזה מקובל לומר שמתקיים "

מיצוע כזה מצופה עבור כל גודל אקסטנסיבי, שמתקבל  של ההתנגדות.) self averaging" (עצמי

  רומות של החלקים השונים של הדגם. מסכום הת
  

)- מחלקים את הדגם ל dבאופן דומה בממד כללי  / )dN L L  קוביות, כל אחת בנפחdL .

  בהיעדר קורלציות בין קוביות שונות, סטיית התקן של ההתנגדות הכוללת מתכונתית

~2/-ל ( / )dN L L ושוב אפשר לדבר על מיצוע עצמי. חזרה על השיקול הנ"ל עבור המוליכויות ,

נותנת כי 

/2
0

0

dLGG
LG G
    

 
0כאשר  ,

0

G
G


היא סטיית התקן היחסית של המוליכות עבור  

  הערכת הגודל הזה. בהמשך נתמקד ב .Lשגודלה  קובייה

  

, כך שאין שום קורלציה בין התכונות 0Lמיצוע עצמי מתקבל בכל מערכת שבה קיים אורך בסיסי 

0 עם נפח הפיסיקליות של קוביות שונות בגודל
dL 0. כאשרL L ההבדלים היחסיים בין ,

2/-שונים מתכונתיים לדגמים 
0( / ) dL L  ולכן התכונות המקרוסקופיות שלהם דומות למרות ,
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ההבדלים המיקרוסקופיים ביניהם. למשל, לדגמים מקרוסקופיים שונים של זכוכית יש בדרך 

 כלל אותו חום סגולי למרות ההבדלים המיקרוסקופיים במיקומי האטומים.
  

דגמים  העצמי של המוליכות התקבל רק עבור המיצועשל המוליכות:  אוניברסליות פלוקטואציות

Lמקרוסקופיים,  L  כאשר .L L המוליכות של כל דגם תלויה במבנה הפנימי שלו ,

L(למשל, במיקומים של המפזרים). ההבדלים היחסיים בין דגמים שונים שגודלם  L  ניתנים

0על ידי  0G G כפי שהוסבר לעיל, המוליכות של דגם מזוסקופי בטמפרטורות נמוכות נקבעת .

על ידי המסלולים של התנועה הדיפוסיבית של האלקטרונים בין המפזרים האלסטיים בתוך 

  פרמי (שמשנה את אורך גלהדגם. כל שינוי קל בפרמטרים של המערכת, למשל שינוי אנרגיית 

ברולי של האלקטרון ולכן את הדרכים האופטיות שלו במסלולים השונים), שינוי השדה -דה

בוהם על המסלולים הסגורים -המגנטי (שמשנה את השטף המגנטי ולכן את פאזות אהרונוב

שקיימים במערכת) או הזזה של אחד מהמפזרים בדגם, גורם לשינוי גדול במוליכות בגלל 

גישות של המוליכות לשינויים בפאזות של פונקציות הגל. עם זאת, השינויים הללו מתקבלים הר

גם במדידות חוזרות עבור דגם נתון ומהווים מעין "טביעת אצבע" של הדגם. הרגישות הזאת 

גוררת גם הבדלים ניכרים בין המוליכויות של דגמים שהוכנו באופן דומה, עם ריכוזים זהים של 

מרות הריכוזים הזהים, המיקומים השונים של הזיהומים בדגמים השונים גורמים זיהומים; ל

להבדלים גדולים במסלולים האפשריים של האלקטרון בדגם, ולכן גם לשינויים באיברי 

ההתאבכות הקוונטית שקובעים את המוליכות. באופן מפתיע, מדידות ניסיוניות מראות כי 

זוסקופיים, שמודדת את הסטייה הממוצעת של סטיית התקן של המוליכות של דגמים מ

המוליכות מהמוליכות הממוצעת או את אמפליטודת התנודות של המוליכות כפונקציה של 

2, המוליכות קוונטוםאנרגיית פרמי או של השדה המגנטי, היא תמיד מסדר גודל של  /e h ללא ,

  בממד המרחבי.תלות בגודל הדגם, בריכוז הזיהומים או 
  

קיימות קורלציות  Lבניגוד לחישוב של המיצוע העצמי, בדגם מזוסקופי שגודלו מסדר גודל של 

בין חלקים שונים שלו. קורלציות אלה נובעות מההתאבכות של פונקציות הגל שקשורות עם 

. לפי נוסחת L- קטנים ממסלולים שונים של התנועה הדיפוסיבית של האלקטרון במרחקים ש

  ), המוליכות הממוצעת (לספין בודד) היא7.3.4לנדאואר, משוואה (
  

  
2 2 2

, 1

Ne eG T N rh h 
  

 
    

 
 ,  )7.3.6(  

  

  כאשר השתמשנו בחוק שימור הזרם,
  

  
2 2t N r 

 
   ,  )7.3.7(  

  

היא אמפליטודת ההחזרה שקשורה עם שני הערוצים הנדונים (לא לבלבל עם  rוכאשר 

ההתנגדות בקטע הקודם). כדי להעריך את סטיית התקן של המוליכות צריך להעריך את סטיות 

). מתברר שהקורלציות בין אמפליטודות 7.3.5התקן של האיברים השונים בסכומים במשוואה (
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יזורים שמחזירים את האלקטרון אל הערוץ שממנו הוא ההחזרה חלשות יותר, כי יש פחות פ

  ריבוע סטיית התקן של המוליכות הוא ),7.3.6( ממשוואה 1.הגיע
  

  
2 22 4 22 2 2 2 2 2( ) ( / ) ( / )G e h r e h N r r  



              
.   )7.3.8(  

  

אם רושמים את אמפליטודת ההחזרה כסכום על אמפליטודת הגל במסלולים השונים שחוזרים 

mmrאל הערוץ המקורי,  B   2, אזי 2*
n m nnm nr B B B   ,לעומת זאת .  

  

  
24 2 2 2* * ( ) 2n m i j n i nm ij nj im

nmij nmij
r B B B B B B r        ,  

  

 כאשר בצעד האחרון הזנחנו קורלציות בין מסלולים שונים (שמספרן קטן מאוד לעומת המספר

 הכולל של המסלולים). מכאן, 2 2 22 4 2 2r r r r      .   
  

||2כדי להעריך את  :רגל-יופה קריטריון rהסגולית  , נחזור אל הביטוי של דרודה למוליכות

  בשני ממדים,

  
2 2

*
e

F e
e n e khm


    ,   )7.3.9(  

  

2כאשר השתמשנו בקשרים  /(2 )e Fn k   (א)] 6.3.4[מהפתרון לשאלה  

/*- ו /( )e F e Fv m k     .חסר הממדים  המספרF ek  כאשר מאפיין לכן את החומר :

1F ek  המוליכות היא מסדר גודל 1, החומר הוא מתכת, וכאשר המספר הזה מסדר גודל של ,

1Fשל קוונטום המוליכות, ויש להתחשב בכל האפקטים שנדונו בסעיף זה. כאשר  ek  החומר ,

1Fבודד. התנאי הוא מ ek   רגל- יופה של הקריטריוןהוא )Ioffe-Regel .להתנהגות מתכתית (

קלאסי תקף כל עוד חבורת - אפשר להבין את התוצאה הזאת גם באופן איכותי: התיאור החצי

Fkהגלים שמתארת את האלקטרון מספיק צרה,  k הרוחב הזה הוא הוודאות,- . מעקרון אי 

~ 1/ ~ 1/ ek x  1קלאסי תקף, כאשר - . לכן, התיאור החציF ek , .ואז הדגם מתנהג כמתכת   
  

  היא  Lואורכו  W) נותנת כי המוליכות של דגם מישורי שרוחבו 7.3.9( לפי חוק אוהם, משוואה
  

  
2

2
2

eW eG NL h L


 


,  )7.3.10(  

  
FN/כאשר השתמשנו בקשר  Wk  ) עבור אלקטרונים עם ספין בודד, 7.3.3שהוביל למשוואה .(

) נותנת 7.3.4משוואה (
2

2eG N Th ) נותנת 7.3.10, והשוואה עם משוואה (

2

2
et T LN 


 


 ) נותנת לכן7.3.7בה במשוואת שימור הזרם (. הצ

2 1
1

2
er N L

 
  

 


eL כאשר .   ) 7.3.8מתקבל לבסוף ממשוואה(  

                                                        
  .P. A. Lee, Universal conductance fluctuations in disordered metals, Physica A140, 169 (1986)ראו    1
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   2 2 22 2 22 2 1r N r N r  
       ,  

  

2ולכן  /G e h  1, כפי שאכן נצפה בניסיון. החשבונות המדויקים מחליפים את הקבוע 

  , שתלויים בגיאומטריה של הדגם.1במספרים מסדר גודל של 
  

 7.3.3[איור  n-פונקציית הגל של אלקטרון במסלול הדיפוסיבי ה ):Thoulessתאולס ( אנרגיית

niE/)] מוכפלת גם בגורם 7.3.5ומשוואה ( te  בגלל החלק התלוי בזמן של משוואת שרדינגר. אם ,

הפרש הפאזה בין האמפליטודות  1t, אזי אחרי זמן Eהפרש האנרגיות בין שני מסלולים הוא 

1שלהם הוא  /Et  1, וההתאבכות הבונה ביניהם תיהרס, כאשר / ~ 1Et .  במשך הזמן הזה

1האלקטרון ביצע הילוך אקראי של  /N t  ) הוא עבר מרחק7.2.4צעדים, ולכן [משוואה [( 

2
1 1 1~ / ~e eL N t Dt  2באנרגיית פרמי, הדיפוזיה מקדם, עם / /F FD v d v d   

). לכן, ההתאבכות הבונה בין שני המסלולים תיהרס, D- (לא לבלבל עם גדלים אחרים שסומנו ב

2 כאשר
1~ /E D L  עבור דגם שאורכו .L" תאולס של האנרגיה, ההפרש הזה נקרא," 

2/TE D L של הזמןהוודאות באנרגיה של האלקטרון עבור -. האנרגיה הזאת מתקבלת גם מאי 

2, תאולס /T L D  :שבו האלקטרון "מגיע" מקצה אחד של הדגם לקצה הנגדי שלו ,~T TE   .

להקטנה של  של פונקציית הגל האלקטרונית, ולכן מרחבית הרס ההתאבכות הבונה גורם לדעיכה

המוליכות החשמלית. כפי שנראה מיד, היחס בין האנרגיה של תאולס למרחק בין רמות האנרגיה 

מכיל מידע על אופי המצבים הקוונטיים של הדגם: האם הם פרושים  ליד רמת פרמי של הדגם

  (עם מוליכות גבוהה) או ממוקמים (עם מוליכות נמוכה)? 
  

* הצבה של צפיפות המצבים, 2( ) /(2 ) /( )F e F e Fg E dn E dn m v   בביטוי 6.3.4[שאלה ,[

  ,איינשטיין של הקשר )] נותנת את6.10.19למוליכות של דרודה [למשל, משוואה (
  

  
2

2
*

( ) ( )e
F F

e n
e g E D E

m


   .  )7.3.11(  

  

  ) היא7.3.11ממדים, המוליכות ממשוואה ( d- עבור דגם קובי ב
  

  
2

2 Td EeG L


 


 ,  )7.3.12(  

  

]/1 כאשר ( ) ]d
Fg E L  .הוא המרחק הממוצע בין רמות אנרגיה של הדגם ליד אנרגיית פרמי 

TEאם   רמות האנרגיה ליד אנרגיית פרמי צפופות מאוד, ואז המוליכות גדולה מאוד ,

TEלעומת קוונטום המוליכות. לעומת זאת, אם   הרווחים בין רמות האנרגיה גדולים, ואז ,

המצבים האלקטרוניים בדגם ממוקמים ואינם פרוסים על פני הדגם. במקרה זה המוליכות אכן 

קטנה מאוד. הזרם מורכב ממעברים של אלקטרונים בודדים דרך הדגם, וכל אלקטרון שוהה שם 

   זמן רב לפני שהוא ממשיך בדרכו.
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  7.3.4שאלה 

שרדיוסו מסדר  של האלקטרון הבליסטי שונה משמעותית מאפס בתוך "צינור" פונקציית הגל

הוא מסדר גודל  dt(מדוע?), ולכן הנפח שמכוסה על ידי פונקציית הגל הזאת בזמן  Fגודל של 
1d

F Fv dt בזמן . t  1/2המהלך הדיפוסיבי של המסלול הזה מגיע למרחק אופייני( )Dt ולכן ,

)2/ נפח האזור שבו "ביקר" האלקטרון הוא מסדר גודל )dDt.   

 הסבירו מדוע הסיכוי שמסלול כזה יחזור אל נקודת המוצא שלו הוא  .א
1

/2( )
x

d
F F

d
v dt

Dt




 

כאשר , 

2 /x xL D .  מהו האורך המקסימליxL שצריך להציב כאן עבור L L  ועבור 

L L ? .חשבו במפורש את האינטגרל ודונו בתלות שלו בגודל המערכת   

/י הנ"ל קטן, הסבירו מדוע התיקון היחסי כאשר הסיכו  .ב   למוליכות הסגולית בגלל

. מה 3-ו 2, 1הלוקליזציה החלשה מתכונתי לסיכוי הזה. העריכו את התיקון הזה בממדים 

  ניתן להסיק מהתוצאה על המוליכות של מתכות בטמפרטורות נמוכות בכל ממד?

  

 הדוגמאות שנדונו עד כאן עסקו בגבישים אטומיים או מולקולריים.רוב : מלאכותיים סריגים

ההתפתחויות הטכנולוגיות של השנים האחרונות מאפשרות גם בנייה של סריגים מלאכותיים. 

סריגים כאלה מאפשרים שליטה על קבועי הסריג ועל הסימטריות שלו, וכך מאפשרים לבנות 

ם של הספר כדי למלא פונקציות רצויות. התקנים שמשתמשים בידע שנסקר בפרקים הקודמי

- מראה רשתות מחזוריות (או על 7.3.4האינטרנט מלא בדוגמאות לרשתות כאלה. למשל, איור 

מראה רשת  7.3.5מטרים. איור -סריגים) של נקודות קוונטיות, עם קבועי סריג של מאות ננו

   די במחשבים קוונטיים.מטריים, שמיוצרת על ידי חברת אינטל לשימוש עתי-טרנזיסטורים ננו
  

            

  נלקח מהאתר  .נקודות קוונטיות של מחזוריות רשתות :7.3.4 איור
http://www.rciqe.hokudai.ac.jp/movpe/en/k-naiyou/index.html 
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  . נלקח מהאתראינטל חברת שלמטרים -ננו עשרות בגודל טרנזיסטורים שלופל" " :7.3.5 איור
http://qbnets.wordpress.com/2011/05/07/intel-waffles/ 

  

 כיוון אחר לגמרי של מחקר על מבנים מחזוריים של אטומים נדון בשאלה :אופטיים סריגים

פסון ביצים. סימה, שנראה כמו מכל לאִ קמתאר אוסף של מינימה ומ (ג). האיור שם6.6לחזרה 

איור מתאר את הפוטנציאל החשמלי שנוצר כתוצאה של התאבכות בין שני גלים הלמעשה, 

ממדי, וניתן לשלוט הן על -. ההתאבכות בונה גל עומד דוניצבים זה לזהבכיוונים  אלקטרומגנטיים

הגובה של מחסומי הפוטנציאל בין המינימה והן על המרחקים ביניהם על ידי בחירה נאותה של 

(שנוצרים על ידי קרינת לייזר מונוכרומטית). הפוטנציאל המתואר  אלקטרומגנטייםהגלים ה

גז שנמצא מעליו. אכן, קיים כיום ענף שלם של באיור יכול עכשיו לשמש כמצע וללכוד אטומים מה

   כאלה. סריגים אופטייםבהפיסיקה שעוסק 
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  תשובות לשאלות בגופ הפרק
  

  7.2.1תשובה 

(א) ישנן מולקולות מוארכות המסודרות בפאזה נוזלית ללא סדר כלשהו. לסדר 7.2.1באיור   .א

 סימטריה רציפה מלאה(בממוצע) ישנה  ,נוזלי זה יש צפיפות ממוצעת אחידה, כלומר

(0)פונקציית המתאם לסיבובים והזזות.  ( )n n r  (ב), 7.2.1באיור (ב). 1.1.2נראית כמו באיור

הסימטריה הרציפה  תולכן נשברקטור המצביע, וֶ כיוון מועדף לבממוצע  ישנמטית, הבפאזה 

הסימטריה הזאת נשמרת עבור לסיבוב סביב צירים שאינם ציר האורך של המולקולה. 

גם הסימטריה  ,Aסמקטית הבפאזה  (ג),7.2.1באיור סיבובים סביב הכיוון המועדף הזה. 

היא  z. כעת הסימטריה להזזות על ציר zציר כיוון נוצר סדר גבישי בו ,הרציפה להזזות נשברת

)ˆ, בדידה ) ( )n n r z r מישור ב. הסימטריה להזזותXY רת רציפה, כמו עדיין נשא

 N̂המולקולות נוטות ביחס לכיוון  ,Cסמקטית הפאזה ב ,(ד)7.2.1בפאזה הנוזלית. באיור 

(ה), 7.2.1באיור הכיוון הזה. ריה לסיבובים סביב טולכן נשברת הסימשניצב למישורים, 

ת כמו של סריג הפאזה המוצקה של הגביש הסמקטי הנטוי מקיימת סימטריה בדידה להזזו

  טטרגונלי, אך ללא סימטריה לסיבובים. 
  

הסימטריה של  .)(מימין C-(משמאל) ו Aעליונה מתארת פאזה סמקטית השורה ה ,7.2.2באיור   

שוברת סימטריה שפאזה הקסטית,  מופיעה. בשורה השנייה לעיל כבר תוארה ות האלההפאז

בפאזה הזאת אין סימטריה להזזות בתוך מישורי נוספת של הסיבוב הרציף בתוך השכבות. 

XY60-, אבל יש סימטריה לסיבובים ב  סביב צירz.  
  

טריות הסמקטיות, ימבנוסף לשבירת הס הכולסטרית.מתוארת הפאזה  7.2.3באיור   

גדול פי ארבעה שאורכו  בסיסקטור וֶ למישורים היא ב ניצבבכיוון שהסימטריה להזזות 

 .שכניםמהמרחק בין מישורים 
  

. במבט מהצד נראה במישורהוא סריג משולש  7.2.2באיור  BC על ידי הסריג המסומן  .ב

(ראו  ...ABABABשמישורים שכנים מוזזים זה לעומת זה, כך שהמישורים מסודרים בצורה 

, 2.6.3שמופיע באיור  HCP-). בניגוד לסריג ה2.7.3). זהו סריג הקסגונלי (איור 2.6.3איור 

. קטור שמתאים לאריזה צפופה של כדוריםוֶ וקטור הבסיס שניצב למישורים ארוך יותר מה

. גם 2-תא היחידה של הסריג הזה מכיל מעוין במישור, והצלע הניצבת למישור שווה ל

שיו הסריג בתוך כל מישור , אבל עכzבאיור יש מחזור של שני מישורים בכיוון ציר  Eבפאזה 

  הוא מלבני ממורכז, עם שתי מולקולות בכל תא מלבני (בפינה ובמרכז).
  

 Jמחזור של מישור בודד. בתוך כל מישור הסריגים  zיש בכיוון ציר באיור  H-ו J ,G ,K לסריגים  

מישורים שבונים את ההם משולשים, ולכן מבנה הסריגים האלה הוא הקסגונלי פשוט.  G-ו

כשצירי המלבן  ,איברי בסיס) שנינראים כסריג מלבני (עם  H-ו K על ידיהמסומנים  יגיםהסר

 ביחס לכיוון האופקי באיור. מבנה הסריגים האלה הוא אורתורומבי. 60-נוטים ב
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  7.2.2תשובה 

הצבה של   .א
1

( )
N

nnN


 r r  2נותנת
1 1

( )  
N N

m nm nN
 

    r r r שימוש .

0nבהנחות  r 2-ו
n m nma    r r  2נותן 2 2

1
( )

N
mN a Na


 r.  
  

שני ציה בין להקור יכדי לתאר צעד "חדש" המורכב משני צעדים "ישנים" עוקבים, נבדוק מה  .ב

  :של שני צעדים "ישנים" ותצעדים "חדשים" בעזרת הקורלצי
  

2 1 2 1 2 1 2 2 2 1 2 2' 'n m n m n m n m n m                     r r r r r r r r r r. 
  

n קל לראות כי הגודל הזה יהיה שונה מאפס רק כאשר   m , 22וערכו יהיהa, כלומר 

2 2( ') 2n a r הואצעד חדש . האורך הממוצע של ' 2a a . ,מכאן

2 2 2'( ') ( /2)2 '( ')N N a N a r, כאשר ' /2N N .  
  

 הקודמיםצעדים עוקבים נחזור על כל הצעדים והשיקולים  l-כדי להרחיב את המקרה ל  

a' ונראה שהם אינם משתנים, כלומר la ,2. מכאן 2 2'( ') ( / ) '( ')N N l la N a r ,

'עם  /N N l.  התלות הפונקציונלית של ריבוע המרחק הממוצע במספר הצעדים נשארת ללא

  שינוי. 

  

  7.2.3תשובה 

01 שימוש בנתונים נותן  .א
( )

N
nnN N


  r r r,   

 
2 2

0 0 0, 1
[ ( ) ] ( ) ( )

N
n mn mN N N a


       r r r r r r.  

  

0הצבת    0( ) [ ( ) ]N N N N  r r r r  2נותנת לבסוף 2 2
0( ) ( )N Nr Na r.  

  
R(2)הסיכוי ליחידת נפח להגיע אחרי שני צעדים מהראשית אל הנקודה   .ב r  

  ,1rמסכום ההסתברויות להגיע מהראשית בצעד הראשון אל הנקודה  מתקבל

)1 הסיכוי ליחידת נפח עם ,1)P r 2, ואז לעשות צעדrעם הסיכוי ליחידת ,  

)2נפח  ,1)P r :3
1 1 1( ,2) ( ) ( ,1) ( ,1)P d r P P    R r R r באופן דומה מתקבל .

3( , ) ' ( ', 1) ( ',1)P N d R P N P  R R R R .ביטוי זה הוא קונוולוציה של שני הסיכויים .

נ), טרנספורם פורייה של קונוולוציה הוא מכפלת טרנספורמי פורייה, ולכן 3.11ממשוואה (

( , ) ( , 1) ( ,1) ... ( ,1)NP N P N P P   k k k k   טרנספורם פורייה של צעד אחד הוא . 

3 3 3( ,1) (2 ) Re ( ,1) (2 )i iP d P e        k R k Rk R כאשר אגף ימין הוא ממוצע על כל ,

  פיתוח טיילור נותן  הצעדים האפשריים.
 

2 3[ ( )] ( )2 31 ( ) / 2 ( ) i O kie i O k e              k R k R Rk R k R k R.  
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   מהנחת הסימטריה של הצעדים מתקבל  
 

3
2 2 2

, 1

[ ( )] ( ) ( ) /3k R R k R R k a   
  

     k R R.  

  
  טרנספורם פורייה ההפוך נותן את ההתפלגות המבוקשת,   

  
2 2 43 3 3 3 ( ) /6 ( )( , ) (2 ) (2 )

Ni i i Nk a O NkP N d ke e d ke e           k R k R k R RR.  
  

/ החלפת משתנים,   Nk q, N R R u, נותנת 
2 2 33 3 /6 ( / )( , ) (2 ) i q a O q NP N N d qe e      q uR עבור .N  מספיק גדול, האיבר האחרון

  , גאוסית התפלגותבאקספוננט (וכל האיברים שאחריו) זניח, ומתקבל טרנספורם פורייה של 
  

2 22 2 3( ) / (2 )3 3 /6 2 3/ 2( , ) (2 ) (2 /3) a Ni q aP N N d qe e a N e        R Rq rR.  
  

,0)3הסיכוי ליחידת נפח לחזור לראשית בשלושה ממדים הוא    ) ( 2 /3)P N a N .  
  

2הממוצע של ריבוע המרחק הוא   ג. 2 2( ) 4 ( , )N R dRR P N r R חישוב האינטגרל משחזר .

  את התוצאות של חלק (א).

  

  7.2.4תשובה 

)2sin בגבול הזה ניתן לפתח את הפונקציה  .א )/( ) 1 ( ) /6 ...qr qr qr   הצבה באינטגרל ושימוש .

3 בנרמול של פונקציית המתאם, ( ) 1d rg r  .נותנים את התוצאה המבוקשת ,  
  

y- נחליף משתנים ל  .ב qr :2 באינטגרל
0

( ) sin [ /( )]D Dq q dyy yh y qL
    האינטגרל .

)ולכן  שמופיע כאן מתכנס, ) Dq q .   

  

  7.2.5תשובה 

ש"מקיף" אותו  daבהינתן מונומר על השרשרת, מספר המונומרים ש"נמצאים" בתוך הנפח   .א

d/הוא  d da a N L  כאשר ,L  הוא הגודל הלינארי של השרשרת כולה. כל אחד מהמונומרים

הללו "מתנגש" עם המונומר הנדון, ולכן האנרגיה הכוללת של ה"התנגשויות" שווה למספר 

הכללי של מונומרים,  הזה, כפול באנרגיה של "התנגשות" בודדת, כפול במספר

2( / ) /( / )d d dE CN a N L CN L a .  
  

 L , הסיכוי למצוא הילוך אקראי (שאינו מוטה) שהמרחק בין קצותיו הוא)ב(7.2.3משאלה   .ב

2- מתכונתי ל 23 /(2 )L a Ne. המשקל הבולצמני של אנרגיות ההתנגשויות הוא /( )BE k Te.   

)לכן הסיכוי הכללי הוא  )/( )BF L k Te,  "עם ה"אנרגיה החופשית

2 2( ) 3 ( / ) /(2 ) /( / )d
BF L k T L a N CN L a הסיכוי הזה מקסימלי עבור המינימום של . ( )F L, 

)/3 והמקסימום הזה מתקבל כאשר 2)dL N .  
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  7.3.1תשובה 

של פונקציות גל של שכנים קרובים בלבד, ניתנים  חפיפה עם של סריג ריבועי, פסי האנרגיה

2 ),6.7.21במשוואה ( 2( ) 4 ( )[sin ( /2) sin ( /2)]n n n x yE E a k a k a   k. ממדית -גלגול היריעה הדו

 ציר בכיווןממדי -חד כגביש הגליל את לתאר אפשרמוסיף תנאי שפה מחזוריים בכיוון ה"גלגול". 

  .הגליל
  

. תא היחידה מכיל 2aממדי, עם וקטור הסריג - במקרה הזה אפשר לתאר את הגליל כסריג חד  .א

1mחמש נקודות סריג,  mr a ,0,1,2,3,4m .  במקרה הנדון, תנאי השפה בכיוון וקטור

)1הם  1a הסריג ) ( )  r L r.  לכן, במקרה הזה מרכיבי התנע הסריגיxk  בביטוי לאנרגיה

2מקבלים רק את הערכים הבדידים  /(5 )xk n a ( 0,1,2,3,4)n  והערכים של ,yk 

מייצג פס של אנרגיה, ולכן לכאורה יש חמישה  xkכל ערך בדיד של  ממשיכים להיות רציפים.

5nפסים. עם זאת, קל לבדוק כי האנרגיות זהות עבור  n  ולכן מתקבלים שלושה פסי ,

1,2nאנרגיה, כאשר הפסים עבור   .מנוונים פעמיים. הספקטרום מוצג באיור הימני להלן  
  

2, וערכו הוא 2Lקטור וֶ ממדי ניצב ל-כעת וקטור הסריג של הסריג החד  .ב 12 a a תא היחידה .

2הוא ריבוע עם צלע שאורכה  5aL:שמכיל חמש נקודות , 

2 2 1 2 1 20, , 2 , , 2m   r a a a a a a המחזוריות בניצב לכיוון הגליל מחייבת .

2( ) ( )  r L r) נוח לסובב את מערכת הצירים 6.7.21. כדי להשתמש במשוואה (  

2- ו 2Lלכיוונים של וקטורי הסריג החדשים,  1(2 )a aהסיבוב הוא בזווית . 

2 2arctan[ / ] arctan[1/2]y xL L   ולכן ,' 'cos sinx x yk k k  , ' 'sin cosy x yk k k   .

'הצבת הערכים הללו בביטוי לאנרגיה, עם  2 /( 5 )xk n a  ועם'yk  רציף, נותנת חמש

, כמוצג באיור השמאלי להלן (גודל yk'אנרגיות שונות, שמתקבלות זו מזו על ידי הזזות בכיוון 

  ).n-הקווקוו בכל קו מתכונתי ל
  

      

 

  7.3.2תשובה 

(1)1בשלב הראשון ממלאים את רמת היסוד. מתקבל   .א gE eV  הוספת אלקטרונים .  

1נותנת  1(2) 2( )gE eV U   ,1 1(3) 3( ) 3gE eV U    וכולי, עד

1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( 1) /2gE g g eV g g U    2. האלקטרון הבא נכנס לרמה ולכן ,– 
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1 1 1 2 1 1 1 1 1,2( 1) ( ) ( 1) / 2g gE g g eV eV g g U g U         וכן הלאה עד ,

1 2 1 1 2 2 1 1 1 1 2 1,2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( 1) /2 ( 1) /2g gE g g g eV g eV g g U g g U g g U           .

  , מתקבלnכשממלאים את הרמה  באופן כללי,
  

1

1 1

' , ' ,
' 1 1

( ) ( ) ( 1) /2 ( )

 ( 1) /2

n

n g n g

n n

n n

E N g eV g g U m eV

m m U g g U mg U

 


 

  

       

   



 

   


     
  

,

  

  

1כאשר    2 1... nN g g g m    0 , ומתקיים nm g . במצב הזה יהיה 
1

,1
( 1) ( )

n
n g n nE N E N eV mU g U 


        

.  
  

1gכאשר הרמות אינן מנוונות, נציג   .ב   לכל ,0m  ואז ,

1 ,1
( 1) ( )

N
N g nE N E N eV U  

      
 .  

  

nU,אם    U 1, מתקבל( 1) ( ) N gE N E N eV NU      ,התוצאה הזאת מתקבלת .

)) על ידי 7.3.1כשמחליפים את האיבר הראשון במשוואה ( 1) / 2N N U הקירוב במשוואה .

1N) טוב רק כאשר 7.3.1( .  

  

  7.3.3תשובה 

  משוואות הקשר החזק במקרה הנדון הן  .א
  

( ) [ ( 1) ( 1)]E n n n              0,1עבורn ,  

  וכן  
  

( ') (0) ' (1) ( 1)E E               ,*( ') (1) ( ') (0) (2)E E       .  
  

 למקרה של פיזור אלקטרון ש"מגיע" משמאל לראשית, נניח פתרון מהצורה  

( ) ( )ikna iknan A e re   0 עבורn , וכן ( ) iknan Ate  1 עבורn .  לכן מתקיים גם

(0) (1 )A r  , (1) At .  הפונקציות הללו פותרות את המשוואה הראשונה לכלn ,

2כאשר מתקיים הקשר בין אנרגיית האלקטרון למספר הגל שלו,  cos( )E ka .  הצבה

1)-ו tשתי משוואות בשני הנעלמים  נותנת במשוואות הבאות )rעם הפתרונות ,  
  

22

2 sin( )( ' )
1

( ' ) '

ika

ika

i ka E E er
E E e
 

 

  
  

        ,
*

22

2 sin( )( ')

( ' ) '

ika

ika

i ka et
E E e
 

 


 

  
.  

  

'קל לבדוק כי כאשר     ו-' 0E  0, מתקבלr  1-וt  במקרה הכללי, אלגברה פשוטה .

2אך ארוכה נותנת כי  2
1T R t r   .   

  

) עבור הגל שמגיע מהכיוון ההפוך נניח  .ב ) ( )ikna iknan A e re    1עבורn , וכן 

( ) iknan Ate   0עבורn . הצבה במשוואות שבתחילת חלק (א) נותנת  
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2
22

2 sin( )( ' )
1

( ' ) '

ika
ika

ika

i ka E E ere
E E e
 

 

  
  

       ,
22

2 sin( ) '

( ' ) '

ika

ika

i ka et
E E e

 

 


 

  
.  

  

השוואה לפתרונות של חלק (א) נותנת מיד את הזהויות   
2 2t t   ,

2 2r r.  
  

  הן A-ו 1, 0המשוואות עבור האתרים   .ג
  

/2( ') (0) ' (1) ( 1) ( )i
AE E e A           ,

* /2( ') (1) ( ') (0) (2) ( )i
AE E e A         ,  

/2 /2( ) ( ) [ (0) (1)]i i
A AE A e e        .  

  

)חילוץ    )A  מהמשוואה האחרונה והצבה במשוואות הקודמות משחזרים את המשוואות של

  חלק (א), עם ההחלפות
  

2' ' ( ) /( )A AE E E           ,2' ' ( ) /( )i
A Ae E     .  

  

החילוץ החליף את המשולש בקשר בודד, עם אלמנט מטריצה אפקטיבי שכולל את ההתאבכות   

ועם אנרגיות אפקטיביות  Aהאפשרית בין המסלול הישיר לבין המסלול שעובר דרך הנקודה 

. הצבה בתוצאות של חלק (א) נותנת לבסוף את מקדמי ההעברה וההחזרה עבור 1-ו 0באתרים 

 רק דרך הגודל העברה תלוי בפאזה ה מקדם ,בפרטהמקרה הזה. 
22 2 2 4 2 2

0 0 0' ' ( ) /( ) ( ' ) ( ) /( ) 2 ' ( ) cos /( )i
A A A A A Ae E E E                 , 

הוא ממשי. לכן, מקדם ההעברה הוא  '0המקורי  שהמקדם בעובדה השתמשנוכאשר 

)כמו כן,  .המגנטי השטף של זוגיתפונקציה  ) ( 2 )T T   ) נ) נובע כי 6.17. ממשוואה

0מקדם ההעברה חוזר אל עצמו, כאשר      ולכן המחזור שווה לקוונטום השטף ,

0המגנטי,  /hc e .  

  

  7.3.4תשובה 

. תנע פרמישל מסדר גודל  נה,א קטידאות של תנע האלקטרון בכיוון הניצב לתנועה הווה-אי  .א

. F, מסדר גודל של אורך גל פרמיבמיקום האלקטרון באותו הכיוון הוא דאות ווה-אי מכאן,

1dהסיכוי של אלקטרון להגיע לנפח 
F Fv dt   בזמןt חלקי הנפח הכולל  זהשווה לנפח ה

)2/- באותו זמן, ששווה ל )dDt .הזה יש לסכם על פני כל התנועה של האלקטרון סיכויאת ה .

 , שהוא הזמן להתנגשות בודדת.-הזמן המינימלי שממנו מתחיל הסיכום הזה שווה ל

פונקציית הגל האלקטרונית ממשיכה להיות קוהרנטית עד שהאלקטרון פוגע בדפנות הדגם, או 

(הילוך אקראי), הזמן  דיפוסיביתשהתנועה היא  מאחר. Lהמרחק  אתעד שהוא עובר 

)min]2הנ"ל הוא  בסיכוםהמקסימלי  , )] /x L L D  . לחזור  והסיכוי ,לחישוב קלהאינטגרל

1 אל נקודת המוצא הוא 1 / 2 1 / 2 / 2( )/ / ( /2 1)d d d d
F F xp v D d       בשני ממדים .

)ln-הסוגריים מוחלפים ב / )x  כאשר .L L  התוצאה איננה תלויה בגודל המערכת ,L .
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L לעומת זאת, בטמפרטורות נמוכות מתקיים L ,  והתוצאה נשלטת על ידי האיבר

1 /2 2 , ln[ / ],1/d d
x L L L L      1,2,3עבורd .בהתאמה ,  

 
 על ידי, איבוד המוליכות ניתן לכן. ה נקודה בעצם מבטא איבוד מוליכותלחזרה לאות הסיכוי  .ב

/ p   .  בטמפרטורות נמוכות מתקבל  
  

2~ ( / )/e h L    ,2~ ( / )ln[ / ]e h L     ,2~ ( / )e h L   
  

  בשלושת הממדים.   
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  תעצמי ולהערכה לחזרה שאלות
  

  7.1שאלה 

פרמטר הסדר שמתאר את  מהו. נוזלי גביש של המולקולות את סכמטי באופן מראה להלן האיור

 לפעמים? שלהן הצירים כיוונימיקומי המרכזים של המולקולות? מהו פרמטר הסדר שמתאר את 

  .מוצדק הזה הכינוי מדוע הסבירו". כיראלית סמקטית"פאזה  הזאת לפאזה קוראים

  

   

  

  7.2שאלה 

"מישוריות". הדוגמה הפשוטה ביותר של מולקולה כזאת היא  הןאורגניות רבות  מולקולות

 דיסקוטייםנוזליים שנקראים  שיםיגבמולקולות כאלה יוצרות . 4.1.2 מולקולת הבנזן, איור

. תארו כמה דוגמאות של גבישים נוזליים כאלה, שבנויים (מלשון דִסקה, חפץ מעגלי שטוח)

  ).לקוטר(בהשוואה  קטן עובי תבעל תמעגלי הסקדִ דות שצורתן מיחי

  

  7.3שאלה 

: בכל צעד זמן החלקיק אינסופי סריג על אקראי הילוך ומבצע הצירים מראשית מתחיל חלקיק

 מהנקודות השכנות הקרובות, עם סיכוי אחת אלהסריג שהוא נמצא בה  מנקודת"מדלג" 

1/w z כאשר ,z .הוא מספר הקואורדינציה של הסריג  

)צעדים,  Nאחרי  Rאת הסיכוי של החלקיק להימצא בנקודת הסריג  בטאו  .א , )P NR ,

)באמצעות הסיכויים להימצא בנקודות השכנות אחרי  1)N  .בין  השוובממד אחד,  צעדים

   המשוואה הזאת למשוואות דומות שהופיעו בפרקים קודמים בספר.

, ומספר הצעדים גדול איך נראית המשוואה בגבול הרצף, שבו מרחקי הסריג שואפים לאפס  .ב

) היא פתרון מדויק של המשוואה 7.2.3הראו כי ההתפלגות הגאוסית (שאלה  ?מאוד

  שמתקבלת. 
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), פורייה טרנספורם עבור משוואה הזאת מהמשוואה קבלו  .ג , )P Nk הראו כי ,

( , ) [ ( ,1)]NP N Pk k  ביטוי מפורש עבור וקבלו ( ,1)P k.   

1N, הראו כי כאשר 7.2.3לשאלה  בדומה  .ד ,  מותר לפתח את( ,1)P k  ,בטור טיילור

)ביטוי מקורב עבור  לקבל כדי הפוךוהשתמשו בפיתוח הזה ובטרנספורם פורייה ה , )P NR .

   .7.2.3 בשאלה שהתקבלה לתוצאה התוצאה את השוו

  

  7.4שאלה 

(א) מתאר צינור ננו. אם חותכים צינור כזה לאורך קו שמקביל לציר הגליל ופורסים 1.2.4איור 

). האיור הבא 1.2.3אותו על מישור, מתקבל חתך מלבני ארוך של סריג הגרפן (בדומה לאיור 

חותכים את הסריג המשושה לאורך קווים  .2L- ו 1Lמראה שני וקטורים על סריג הגרפן, 

קטורים הללו בקצותיו ומגלגלים את סריג הגרפן לצינורות ננו וֶ מקבילים שניצבים לכל אחד מה

  כך שבכל אחד מהמקרים שני הקווים המקבילים הללו משיקים זה לזה. 

ות ממדי שנוצר? כמה נקוד-בכל אחד מהמקרים, מהו תא היחידה שמתאר את הסריג החד  .א

  סריג נמצאות בכל תא יחידה כזה? 

, רשמו ביטוי מפורש לפסי האנרגיה עבור מודל קשר חזק עם 1Lעבור הצינור שנוצר עם   .ב

  קשרים בין שכנים קרובים.

האנרגיה. כמה פסים , הסבירו באופן איכותי איך יש לחשב את פסי 2Lעבור הצינור שנוצר עם   .ג

  יהיו?
  

  

  

  7.5שאלה 

1Tמקדם ההעברה של הטבעת באיור להלן הוא  R  דרך שטח הטבעת עובר שטף מגנטי . 

שנוצר על ידי שדה מגנטי שניצב למישור. לאמפליטודת ההחזרה של אלקטרון שפוגע בטבעת יש 

עבור מסלול שמוחזר מנקודת הפגיעה (שנבחר כמספר ממשי),  0rתרומות מהמסלולים הבאים: 
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( )
1

ir e   ון ואז חוזר כלעומת שבא (הפאזה עבור מסלול שמקיף את הטבעת פעם אחת בכיוון השע

  מתקבלת מפיזורים אלסטיים על ידי זיהומים אקראיים לאורך הטבעת, והפאזה

02 /    בוהם),- היא פאזת אהרונוב ( )
1

ir e    עבור מסלול שמקיף את הטבעת פעם אחת

   ז חוזר כלעומת שבא, וכולי.בכיוון הפוך לשעון וא

הסבירו את הביטויים הללו ורשמו ביטויים עבור מסלולים שמקיפים את הטבעת מספר רב   .א

יותר של פעמים. השתמשו בתוצאות כדי לקבל את המוליכות דרך הטבעת. הראו כי התוצאה 

  .המוליכותוזהו את התרומות של שתי ההרמוניות הראשונות של  - מחזורית וזוגית ב

בניסיון מפורסם של שארבין ושארבין נמדדה המוליכות של גליל בין שני קווים מקבילים   .ב

לצירו. האיור להלן מתאר היטל של המערכת בכיוון הציר הזה. בהנחה שהניסוי ממצע על 

להיות תוצאת המדידה הזאת? מהי  המוליכויות של הרבה טבעות מקבילות, מה צריכה

  ההרמוניה המובילה של השטף המגנטי?

 את מחליף משולש שבה ממערכת ההחזרה מקדם עבור מלא פתרון התקבל (ג)7.3.3בשאלה   .ג

  .זו שאלה של לפתרון דומה שם שהתקבל הפתרון פיתוח כי הראו. הנוכחית שבשאלה העיגול
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  תעצמישאלות לחזרה ולהערכה תשובות ל
  

  7.1תשובה 

אם מסתכלים רק על מרכזי הכובד של המולקולות, אזי בכיוון שניצב למישורים מתקיימת 

2), עם 7.2.2משוואה ( /q  קטור המצביע, רואים שהם חוזרים וֶ . אם מסתכלים על כיווני ה

 -) מתנהג באופן "אנטי7.2.1אל עצמם רק בכל מישור שני. לכן, פרמטר הסדר ממשוואה (

קטור המצביע על וֶ . אם מסתכלים על היטל של ה2, עם מחזור N̂פרומגנטי" בכיוון ציר 

. מכאן, 2, עם מחזור של 7.2.3נהג כמו בפאזה כולסטרית, איור המישורים, רואים שהוא מת

  הפאזה הזאת היא שילוב של פאזה סמקטית עם פאזה כולסטרית (או כיראלית). 

  

  7.2תשובה 

איור (ב)  דִסקה. לכיוון כלקטור המצביע ניצב וֶ איור (א) להלן מתאר פאזה נמטית, כשכיוון ה

מתאר מבנה "עמודי", שבו הדִסקאות מסודרות באופן מחזורי בעמודים נפרדים, כך שכל אחד 

 ממדי, אבל העמודים מפוזרים במרחב באופן אקראי. באיור (ג)-מהם הוא סריג מחזורי חד

העמודים מסודרים במקביל זה לזה, במקומות אקראיים במישור שניצב לכיוון הזה. באיור (ד) 

ת ניצבות למישורים, שמסודרים באופן מחזורי. הדסקאות בתוך כל מישור מקבילות זו הדסקאו

  לזו, ואילו כיווניהן במישורים שכנים יוצרים זווית סופית וקבועה. זוהי פאזה כולסטרית.

  

  

  (ד)  (ג)    (ב)   (א)   

  

  7.3תשובה 

בגלל המעברים אל הנקודה הזאת  N-גדל בצעד הזמן ה R הסיכוי להימצא בנקודה  .א

   מהנקודה הזאת אל הנקודות השכנות: מהנקודות השכנות וקטן בגלל המעברים
  

( , ) ( , 1) [ ( , 1) ( , 1)]P N P N w P N P N      
δ

R R R δ R,  
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R, שנמצאים בנקודות Rהשכנים הקרובים של  zכאשר הסיכום הוא על    δ למשל, בסריג .

aממדי יש שני שכנים קרובים, - החד   ,בסריג הריבועי יש ארבעה שכנים קרובים .

1 2,  δ a a .וכולי   
  

 המיפוי ), עם5.1.3בממד אחד, אגף ימין של המשוואה דומה לאגף ימין של משוואה (  

( , ) ( )nP na N u t 1. עבורN   ,אפשר לקרב את אגף שמאל

( , ) ( , 1) /P N P N P N    R R 0. אם כל צעד קורה בזמן קצרt0 , אזיt Nt כך ,

/0שבמשוואה הנוכחית מופיעה הנגזרת הראשונה לפי הזמן,  (1/ ) /P t t P N     בניגוד ,

  . 5.9). משוואות דומות הופיעו גם בסעיף 5.1.3לנגזרת השנייה שהופיעה במשוואה (
  

בממד אחד, אגף ימין של המשוואה דומה גם לאגף שמאל של המשוואה שהופיעה בתשובה   

יא התקבל , עבור פונקציות הגל בקירוב הקשר החזק. אגף ימין של המשוואה הה6.7.6לשאלה 

iEte/ממשוואת שרדינגר המקורית, כאשר הונח פתרון סטציונרי, מהצורה   האנרגיה .E 

i/ באגף ימין החליפה את הנגזרת לפי הזמן במשוואת שרדינגר, t  לכן, המשוואה עבור .

  שהופיע שם. iאת שרדינגר בקירוב הקשר החזק, פרט לגורם ההילוך האקראי דומה גם למשוו
  

למשוואות עבור תנודות הסריג  Pגם בממדים גבוהים יותר קיים דמיון בין המשוואה עבור   

  ולבין משוואות עבור פונקציות הגל בקירוב הקשר החזק ועוד.
  

 אגף ימין של המשוואה בממד אחד הואבגבול הרצף,   .ב

2 2 2( ) ( ) 2 ( ) /P x a P x a P x a P x       בממדים גבוהים יותר הנגזרת השנייה באגף .

, כמו במשוואת הגלים, במשוואת שרדינגר ועוד. כשמחליפים את אגף 2Pימין שואפת אל 

/0-ב שמאל /P N t P t     המשוואה מקבלת את הצורה ,

2 2 2 2 2
0/ ( / ) / /P t a w t P x D P x        2.הדיפוזיה משוואת, וזאת  

  

2 הופכת להיות 7.2.3בממד אחד, התשובה של שאלה    22 1/2 /(2 )( , ) (2 ) x a NP x N a N e   .

2גזירה נותנת  2 2/ [ /(2 ) 1/(2 )]P N x a N N P    ,2/ [ /( )]P x x a N P   ולכן , 

2 2 2/ ( /2) /P N a P x    1/2שוואת הדיפוזיה, עם , וזאת מw  תוצאה דומה מתקבלת .

  בשלושה ממדים.
  

3טרנספורם פורייה הוא   .ג 3( , ) (2 ) Re ( , )iP N d P N     k Rk R הפעלת הטרנספורם על .

  המשוואה והזזת משתנים בחלק מהאינטגרלים נותנות
  

( , ) ( , 1) iP N w P N e   k δ

δ
k k ,  

  

                                                        
Dהצפיפות שלו,  לגרדיאנטכי הזרם של חומר מתכונתי  קובע Fick)של פיק ( החוק   2 n  J כאשר ,D  הוא

/הרציפות,  משוואתמקדם הדיפוזיה.  0n t    Jנותנת , / ( )n t D n     כאשר .D  אינו תלוי
  .הדיפוזיה משוואת קבלתמת ,במקום
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 ולכן   ( , )
NiP N w e   k δ

δk כאשר השתמשנו בתנאי ההתחלה ,( ,0) ( )P R R ולכן ,

( ,0) 1P k  הביטוי בסוגריים הגדולים דומה לביטויים שהתקבלו עבור התדירויות של .

   תנודות הסריג ועבור האנרגיות של הפסים בקירוב הקשר החזק.
  

)2 פיתוח טיילור נותן  .ד ,1) [1 ( ) /2 ...]P w i     δk k δ k δ פיתוח זה דומה לפיתוח .

)2. הביטוי 0δδ . עבור סריג ברווה מתקיים7.2.3שהופיע בתשובה לשאלה  ) /zδ k δ 

)2 מחליף עכשיו את הביטוי )k R קוביים ב- שהופיע שם. עבור סריגים היפר -d  ממדים

2קיים  2 2 2 2
1

( ) / 2 /(2 ) /
dz k a d k a d   δ k δ  (בדקו!). עבור סריגים אחרים מתקבלים

ביטויים ריבועיים אחרים. למשל, עבור הסריג המשולש מתקבל 

2 2 2 2 2 2
1 2 1 2( ) / 2[( ) ( ) ( ( )) ]/6 /4z k a        δ k δ k a k a k a a החלפת המשתנים .

, מצדיקה את הזנחת האיברים הבאים 7.2.3באינטגרל של הטרנספורם ההפוך, כמו בשאלה 

)2, שקובע את 2kשוב את ההתפלגות הגאוסית. פרט למקדם של  בפיתוח הזה ונותנת )NR ,

  . אוניברסליתההתפלגות הזאת היא 

  

  7.4תשובה 

, 2L-ו 1Lקטורים וֶ כדי לזהות את המבנה הגלילי שנוצר עלינו להוסיף קווים שמאונכים ל  .א

אלו הם גבולות היריעה שעלינו לקפל. הקו המאונך  בקצוות של כל אחד מהם (ראו איור להלן).

כזכור, הסריג המשושה אותו איבר בסיס (שמכילה ימשיך עד שיפגוש בנקודת סריג נוספת 

לתא היחידה מכיל שתי נקודות בסיס בכל תא יחידה מעוין). נקודת הסריג הזאת שייכת כבר 

קטור שמגיע אליה מהראשית הוא וקטור הבסיס של הסריג וֶ ממדי הבא של הגליל, וה- החד

על הנוצר  שנמצאות בתוך המלבןכיל את כל הנקודות ממדי מ-החדתא היחידה ממדי. - החד

שמתקבלים מוצגים בקווים מקווקווים היחידה  תאיקטור המקורי. וֶ קטור הזה והוֶ ידי ה

נקודות מכל סוג בסריג המשושה  4(נקודות סריג  8 מכיל 1L שבנוי עלבאיור להלן. התא 

   נקודות מכל סוג בסריג המקורי). 38( נקודות סריג 76 מכיל 2L המקורי). התא שבנוי על
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בין שכנים קרובים ספקטרום האנרגיה של סריג הגרפן עבור מודל הקשר החזק עם קשרים   .ב

1 . וקטורי הבסיס שהופיעו שם מסומנים באיור לעיל,6.7.5חושב בשאלה  ˆ ˆ(3 3 )/2a a x y, 

2 ˆ3aa y עם , והאנרגיות שהתקבלו הן ,

1 2 1 2( )( ) ( )nni i i i
AB AB ABnn e e e e              k r k a k a k a ak.  חשבון מפורש נותן

2 2
( ) 3 2cos( 3 ) 4cos(3 /2)cos( 3 /2)AB AB y x yk a k a k a      k בגליל שבנוי עם .

1ר קטווֶ ה 1 2 ˆ4 2 6a  L a a x יש להוסיף את תנאי השפה המחזוריים בכיוון ציר -x, 

1 6 2x xk L k a n ולכן יתקבלו שישה פסים בדידים כפונקציה של , yk  (שנשאר רציף) בכל

  .E(0) צד של
  

, שמתקבלים מסיבוב במישור שמעביר את yk'-ו xk'באמצעות  ykואת  xkכעת יש לבטא את   .ג

2לכיוון  x-ציר 1 2 ˆ ˆ5 2 (15 3 ) /2a   L a a x y תנאי השפה המחזוריים נותנים .

2' 57 ' 2x xk L k a n .  

  

  7.5תשובה 

אמפליטודת ההחזרה אחרי שהאלקטרון נע סביב הטבעת בהיעדר השטף המגנטי איננה תלויה   .א

1-בכיוון התנועה שלו, ולכן היא שווה ל
ir e  בוהם -הרונובללא תלות בכיוון הזה. הפאזה של א

השונות לתנועה בשני מחליפה סימן, כשהופכים את כיוון התנועה, ומכאן שתי האמפליטודות 

 פעמים, הן mהכיוונים. באופן דומה, אמפליטודות ההחזרה, כאשר המסלול מקיף את הטבעת 

( )mi
mr e  . מקדם ההחזרה הוא  

  
2

2 2 2
0 0 1 0 1 1

1

( ) 2 4 cos cos 2 cos(2 ) ...mi mi mi
m

m
R r r e e e r r r r r     





       .  

  

, ובביטוי מופיעות כל ההרמוניות של הפונקציה 0, עם המחזור - התוצאה אכן מחזורית ב  

  המחזורית הזאת.

מתאפס. במיצוע  cos, ולכן הממוצע של לטבעות שונות יתקבלו ערכים שונים של הפאזה   .ב

זוגיות יתאפסו, - על הביטוי שהתקבל בחלק (א), המקדמים הממוצעים של כל ההרמוניות האי

cos(2וההרמוניה המובילה תבוא מהאיבר עם  ) 0, שהוא פונקציה מחזורית עם המחזור /2 .

  זאת אכן התוצאה שהתקבלה בניסיון.

  ניתן במשוואה (ג)7.3.3חזרה בתשובה לשאלה מקדם הה  ג.
  

2 2

2 sin( )( ' )
1

( ' ) | ' |

ika

ika
i ka E E er
E E e
 

 
 

 
  

,  

  
2כאשר יש להציב    

0γ ( ) /( )iA Ae E     .המכנה בביטוי למקדם ההחזרה מכיל את 

 הביטוי
4

2 2 2
00 2

γ ( / )
(

) (
)

A i i AA
A

e e E
E

 
   


    


. ימין  באגף מהביטויים אחד כל  

  

|~|)0(
ABEE 
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ובחזרה: הראשון מייצג תנועה דרך  1אל האתר  0של האלקטרון מהאתר מייצג "תנועה"    

הצלע התחתונה של המשולש, השני מייצג תנועה דרך שתי הצלעות העליונות של המשולש 

. אם מתעלמים מהאיבר שעוןכיוון ה ונגדוהאחרון מייצג תנועות סביב המשולש, בכיוון השעון 

המשולש. האחרון הזה, מקבלים רק תרומות למקדם ההחזרה ללא מסלולים שמקיפים את 

1)0 בשפה של חלק (א), זה נותן תרומות למקדם )r באיבר הנדון ייתן את  טיילור. פיתוח

המשולש. למשל, האיבר מסדר ראשון התרומות למקדם ההחזרה שנובעות מסיבובים סביב 

1m ייתן תרומה למקדם עם . 2- ל מתכונתייבר מסדר שני בפיתוח הא 2( 2)i ie e   . שני

האיבר האחרון נובע מ"תנועה" של  .2r האיברים הראשונים מייצגים תרומה למקדם

בוהם -האלקטרון בכיוון השעון ואחריה תנועה בכיוון ההפוך, כך שהפאזה של אהרונוב

כל איבר נוסף בפיתוח נותן תרומות באופן דומה,  .0-מתבטלת ומתקבלת תרומה רק לאיבר ה

  לכל המקדמים שהופיעו בחלק (א).
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  רשימת בעלי זכויות היוצרימ
  

  .להשתמש בפריטים המופיעים בספר זהאנו מודים לבעלי זכויות היוצרים על הרשות 

We are grateful to the copyright holders who granted their permission to use the items that appear 

in this book. 

  

  1.1.2איור 

C. R. Iacovella and S. C. Glotzer 

http://web.archive.org/web/20071007200029/http:/matdl.org/matdlwiki/index.php/softmatter: 

Radial_Distribution_Function 

  1.1.4איור 

Reprinted (adapted) with permission from "Direct Imaging of a Two-Dimensional Silica Glass on 

Graphene", by Pinshane Y. Huang, Simon Kurasch, Anchal Srivastava et al. Publication: Nano 

Letters. Copyright (2012) American Chemical Society. 

  

  1.1.5 איור

Black Cat System, Atomic PC App. 

http://www.blackcatsystems.com/software/periodic-table-of-the-elements-software.html 

  

  1.2.3איור 

Pei Shan Emmeline Yeo, Kian Ping Loh and Chee Kwan Gan, "Strain dependence of the heat 

transport properties of graphene nanoribbons", Nanotechnology 23 495702, 14 December 2012 

© 2012 IOP Publishing Ltd. Reproduced by Permission of IOP Publishing. All rights reserved. 
  

  2.3.4איור 

Image courtesy of Prof. Andre Geim. 

  

  2.3.5איור 

Reprinted (adapted) with permission from "A Stable 'Flat' Form of Two-Dimensional Crystals: 

Could Graphene, Silicene, Germanene Be Minigap Semiconductors?" by A. O'Hare, F. V. 

Kusmartsev, K. I. Kugel, Nano Letters, Feb 1, 2012 Copyright 2012, American Chemical Society. 
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  2.6.1איור 

  , ראו באתרAtomic PCהטבלה נוצרה בתוכנת 

http://www.blackcatsystems.com/software/periodic-table-of-the-elements-software.html 

  

  2.8.1איור 

Reprinted figure 6 with permission from B. Unal, V. Fournée, K. J. Schnitzenbaumer, C. Ghosh, 

C. J. Jenks, A. R. Ross, T. A. Lograsso, J. W. Evans, and P. A. Thiel, Phys. Rev. B 75, 064205, 

2007. Copyright (2007) by the American Physical Society. 

  

  2.9.3איור 

From Robert J. Birgeneau, Paul M. Horn, "Two-Dimensional Rare Gas Solids", Science 18 April 

1986: Vol. 232, no. 4748, pp. 329-336, DOI: 10.1126/science.232.4748.329, Reprinted with 

permission from AAAS. 

  

  2.9.4איור 

Reprinted figure with permission from Tiffany S. Santos, Steven J. May, J. L. Robertson, and 

Anand Bhattacharya, Phys. Rev. B 80, 155114, 2009. Copyright (2009) by the American Physical 

Society. 

  

  2.9.5איור 

Mark Huijben, Alexander Brinkman et al., "Structure–Property Relation of SrTiO3/LaAlO3 

Interfaces", 2009 Advanced Materials. 

  

  2.9.6איור 

Adapted by permission from Macmillan Publishers Ltd: Nature 499, "Van der Waals 

heterostructures", A. K. Geim and I. V. Grigorieva, pp. 419–425, DOI: 10.1038/nature12385, 

Copyright 2015. 

  

  3.1.1איור 

Courtesy of Prof. Eva Andrei. 
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  3.2.3איור 

Adapted by permission from Macmillan Publishers Ltd: "Crystallography: Atomic secrets", 

Nicola Jones, 30 Jan, 2014, 505 Issue 7485, pp. 602-603, copyright (2015). 

  

  ב3.4.3איור 

Image courtesy of Prof. Michael Sawaya. 

  

  3.7.1איור 

Based on Computers & Geosciences, 38, J. A. Petrus, K. C. Ross, A. M. McDonald, "DIIS: 

A cross-platform program for the reduction of X-ray diffraction data from a cylindrical area 

detector", pp. 156-163, Copyright (2012), with permission from Elsevier. 

  

  3.7.2איור 

This material is reproduced with permission of John Wiley & Sons, Inc. 

  

  3.9.4איור 

Courtesy of Dr. Yuri Rosenberg. 

  

  3.9.5איור 

Reprinted from Journal of Molecular Biology, 4, I. Makowski, F. Frolow, M. A. Saper, 

M. Shoham, H. G. Wittmann, A. Yonath, "Single crystals of large ribosomal particles from 

Halobacterium marismortui diffract to 6 Å", pp. 819-822, Copyright (1987), with permission 

from Elsevier. 
  

  3.11.1איור 

Reprinted figure with permission from D. Shechtman, I. Blech, D. Gratias, and J. W. Cahn, 

Phys. Rev. Lett. 53, 1951, 1984. Copyright (1951) by the American Physical Society. 
  

  3.13.1איור 

Reprinted figures 4, 5 with permission from C. G. Shull, W. A. Strauser, and E. O. Wollan, 

Phys. Rev. 83, p. 333, 1951. Copyright (1951) by the American Physical Society. 
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  4.3.13איור 

Reprinted figure 1 with permission from A. B. Harris, Taner Yildirim, Amnon Aharony, Ora 

Entin-Wohlman, and I. Ya. Korenblit, Phys. Rev. Lett. 91, 087206, 2003. Copyright (2003) by the 

American Physical Society. 
  

 4.4.2איור 
Reprinted figure 3 with permission from S. Heitkam, W. Drenckhan, and J. Fröhlich, 

Phys. Rev. Lett. 108, 148302, 2012. Copyright (2012) by the American Physical Society 
  

  4.4.3איור 

Reproduced from "Liquid crystalline dendrimers", Bertrand Donnio, Saïwan Buathong, Izabela 

Bury, Daniel Guillon, Chemical Society Reviews 36, May 8, 2007, with permission of The Royal 

Society of Chemistry. 
  

  4.4.4איור 

Courtesy of Prof. Mark J. Winter. 
  

  4.4.5איור 

Reprinted with permission from "A fresh look at dense hydrogen under pressure. I. An 
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264-262 
, coordination number   (32מספר הקואורדינציה (

34 ,49 ,241 ,641 
 order-disorder transition(   17סדר (-איו מעבר סדר

, phase transition   (12 ,57 ,73-72 ,115מעבר פאזה (

126 ,224 ,296 ,542 ,604 
, sp  )sp-type hybrid   (268-266מצב היברידי מטיפוס

315 ,333 ,344 
   )  sp2 )sp2-type hybrid מצב היברידי מטיפוס

269-268 ,271 ,275-274 ,315 ,320 ,344 ,494 
  )  sp3 )sp3-type hybrid מצב היברידי מטיפוס

271-269 ,277-276 ,279 ,289 ,314 ,316 ,329, 332 
  )  sp3d )sp3d-type hybridמצב היברידי מטיפוס 

278-277  

)   sp3d 2 )sp3d 2-type hybrid מצב היברידי מטיפוס

278-277 ,312 ,317 ,329  

 meta-stable state   (34 ,60 ,89 ,381מצב מטסטבילי (
 state of matter   (14 ,17 ,74 ,169מצב צבירה (
, equilibrium state   (14-13 ,16משקל (- מצב שיווי

256-254 ,339-337 ,343 ,350-349 ,355 ,363 ,397 ,

399 ,414 ,425 ,432 ,614 
 edge states   (536 ,548 ,600מצבי שפה (

 ionic states   (258מצבים יוניים (
  ,localized states   (294 ,536מצבים ממוקמים (

541-540 
  acceptors   (505מקבלים (

 Debye-Waller factor   (184 ,337וואלר (-דביימקדם 
 compressibility   (255 ,341מקדם הדחיסות (
 diffusion coefficient   (631 ,645מקדם הדיפוזיה (

 Hall coefficient   (449 ,465 ,532 ,581מקדם הול (
, bulk modulus   (256-255 ,285 ,312מקדם הנפח (

325 ,327 ,394 ,456 
 classical equationsהתנועה הקלאסיות ( משוואות

of motion   (13 ,335 ,360-337 ,396 ,426-425 ,

433 ,448 ,525 ,546-545 ,553 ,584 
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, von Laue equations   (129לאואה (-משוואות פון

136 ,142-141 ,163 
 equations of motion   (339משוואות תנועה (

  ,Fermi surface   (514-508 ,519משטח פרמי (

531-530 ,534-533 ,574 
)   family of lattice planesת מישורים בסריג (משפח

129 ,155 ,158-157 ,194 
  ,Bloch's theorem   (340 ,385 ,444משפט בלוך (

469-466 ,472 ,476 ,479 ,481 ,485 ,493-492 ,500 ,

542-541 ,559 
 central limit theorem   (609משפט הגבול המרכזי (

)   Mermin-Wagner theoremואגנר (- משפט מרמין

380-379  

, scattering amplitude   (138 ,143משרעת הפיזור (

146 ,168-166 ,184 ,190 ,192 ,196 ,231 
  gate voltage   (622-619מתח השער (

, metal   (11 ,19-18 ,24 ,28 ,58 ,86 ,88 ,131מתכת (

190 ,224 ,237 ,245-242 ,273-272 ,275 ,278 ,287 ,

295-294 ,297 ,389 ,393 ,400 ,441 ,444 ,448-447 ,

453-450 ,456 ,465-463 ,479-478 ,501 ,508-503 ,

514-511 ,519-518 ,529 ,531 ,534 ,541 ,543 ,551 ,

574-573 ,589 ,593 ,598 ,613 ,616 ,618 ,623-622 ,

626 ,628 ,630 ,632  

  

, liquid   (7 ,9 ,12 ,15-14, 19-17 ,24 ,72 ,81וזל (נ

169 ,183 ,276 ,285-284 ,287 ,338 ,366 ,383-382 ,

542-541 ,607-603 ,613 ,634 ,641 
 Landauer formula   (625-624, 629נוסחת לנדאואר (

 inflation   (54 ,78-77ניפוח (
 nanotechnology   (11 ,23 ,28 ,614ננוטכנולוגיה (

 lock-in   (85-83נעילה (
 quantum dot   (621-618 ,625קוונטית (נקודה 

 alloys   (19-18 ,224נתכים (
  

, Fibonacci series   (76 ,78 ,81דרת פיבונאצ'י (ס

124 ,184 ,186 ,217 
 ,flexural displacement, bendingסטייה כיפופית (

buckling   (344 
  ,rotations   (52-51 ,69-65 ,71 ,74 ,89סיבובים (

93-92 ,101 ,106 ,109-108 ,115 ,184 ,227 ,286 ,

356 ,360 ,401 ,437 ,517 ,584 ,634 
 helical order   (606 ,617סידור הליקלי (בורגי) (

 close packing   (15 ,32סידור צפוף (
  silicene   (43-42 ,87 ,276-275סיליצן (

, symmetries   (25 ,51 ,67-65 ,69 ,71 ,74סימטריות (

82-81, 92, 151, 163, 177 ,184 ,186 ,258 ,301 ,316 ,

351 ,353 ,385 ,401 ,420 ,437 ,540 ,607 ,632 ,634 
, van Hove singularity   (369סינגולריות ון הוב (

376 ,427 ,437 ,515 ,518 ,569 

 singlet   (265 ,297-296סינגלט (
, epitaxial absorption   (25ספיחה אפיטקסיאלית (

82 ,84 ,537 ,622 
, extended spectrum   (487-486ספקטרום מורחב (

489 
, reduced spectrum   (487-485ספקטרום מצומצם (

489 ,508 ,563 
 optical lattice   (587 ,633סריג אופטי (

  ,orthorhombic lattice   (69סריג אורתורומבי (

72-71 ,149-148 ,151 ,162 ,166 ,177 ,209 ,215 ,

222 ,226 ,246, 290 ,331 ,402 ,470 ,518 ,575 
, Bravais lattice   (25 ,30-29 ,37 ,38-36סריג ברווה (

42-41 ,44 ,50-49 ,54-52 ,58 ,66 ,71 ,74 ,77 ,80 ,

84 ,98 ,111-110 ,119-118 ,144-143 ,148 ,151 ,

157 ,184 ,201 ,223 ,351 ,646 
 bi-partite lattice   (91פרטיטי (- סריג דו

, reciprocal lattice   (129 ,159-143 ,161י (סריג הופכ

163 ,175-165 ,178-177 ,181 ,190-186 ,194-193 ,

196 ,202-200 ,207-204 ,216-211 ,219-218 ,222 ,

226 ,234-231 ,248 ,341-340 ,348 ,354 ,356 ,358  ,

363-361 ,373 ,392-390 ,396-395 ,412-411 ,432 ,

435-434 ,462 ,467 ,471-469 ,474 ,476 ,483-479 ,

488-485 ,512-509 ,516 ,524 ,526 ,565-562,  

568-567 ,574 ,577 ,592 ,594 
, hexagonal lattice   (33 ,35 ,40-39סריג הקסגונלי (

59-58 ,69 ,72 ,151-150 ,159-158 ,205 ,212 ,227 ,

230 ,402 ,634 
 close-packed( סריג הקסגונלי צפוף ביותר

hexagonal lattice (HCP)   (61-60 
, tetragonal lattice   (58 ,71-69 ,118סריג טטרגונלי (

162 ,177 ,216 ,219 ,225 ,227 ,233-232 ,330 ,634 
, trigonal lattice   (69 ,72 ,123 ,222סריג טריגונלי (

227-226 
 triclinic lattice   (69 ,123 ,226 ,401סריג טריקליני (
, monoclinic lattice   (69 ,179 ,227סריג מונוקליני (

402 
, periodic lattice   (9 ,15 ,29 ,33 ,44סריג מחזורי (

65 ,75 ,80 ,83-82 ,94 ,105 ,129 ,134 ,138,  

148-146 ,168 ,180-179 ,186 ,197 ,338-337,  

463-462 ,471-470 ,479-478 ,494 ,524 ,531 ,541 ,

606 ,613 ,644 
, rectangular lattice   (69-67 ,117 ,127סריג מלבני (

139-138 ,149-148 ,157 ,166 ,325 ,331 ,426 ,634 
)   rectangular centered latticeסריג מלבני ממורכז (

67 ,171 ,212 ,294 ,320 
, triangular/hexagonal lattice   (37-33סריג משולש (

41-40 ,44-43 ,47 ,49 ,61-59 ,65 ,67 ,69 ,82 ,84 ,

91 ,96-95 ,103-100 ,108-107 ,117 ,125-124 ,138 ,

151-150 ,154 ,172 ,189 ,196 ,203 ,206 ,213 ,285 ,
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302-301 ,331 ,358-356 ,360 ,375-374 ,383 ,411 ,

571 ,592-591 ,606 ,634 ,646 
, honeycomb lattice   (43-39 ,48 ,87סריג משושה (

96 ,108 ,114 ,125 ,138 ,173-172 ,189, 212-211 ,

269 ,276-275 ,330 ,359-358 ,381 ,591 ,642 ,646  

 oblique lattice   (68-67 ,71 ,117 ,331סריג נוטה (
 Fibonacci lattice   (80-77 ,184 ,610סריג פיבונאצ'י (

 body-centered cubicסריג קובי ממורכז גוף (
lattice (BCC)   (59 ,511 ,574 

 face-centered cubicסריג קובי ממורכז פאה (
lattice (FCC)   (59 

  )  simple-cubic lattice (SC)סריג קובי פשוט (

50-49 ,90 ,98-97 ,110 ,119 ,158 ,162-160 ,173 ,

176 ,196 ,214 ,222 ,232-231 ,251 ,299 ,333 ,350 ,

428 ,514-513 ,526 ,574 
, square lattice   (38-36 ,43 ,49-47 ,67סריג ריבועי (

69 ,79-78 ,82 ,96-95 ,101-100 ,103 ,105 ,110 ,

114 ,119-117 ,124-123 ,138 ,155-154 ,165 ,227 ,

248 ,326 ,356-353 ,375-374 ,424 ,471 ,491-487 ,

498 ,503-502 ,507-506 ,511-509 ,513 ,517-516 ,

567 ,589 ,594 ,613 ,617 ,637 ,645 
 tri-partite lattice   (91-90פרטיטי (-סריג תלת

  

, scattering intensity   (144 ,146וצמת הפיזור (ע

160 ,162 ,167 ,171 ,177 ,187 ,190 ,210 ,224-223,  

229-228 ,610 
 super-exchange   (297 ,542חילוף (-על
 super-lattice   (25 ,86 ,577 ,632סריג (-על

  ,optical branch   (348-346 ,360-359ענף אופטי (

372-371, 377 ,384 ,407 ,413-411 ,426 ,430-429 ,

434 
, acoustic branch   (348-346 ,359 ,371ענף אקוסטי (

375 ,378-377 ,384 ,387 ,398 ,413-411 ,418 ,424 ,

430-429 ,434 ,438 
  עקיפת אלקטרונים באנרגיות נמוכות

)low energy electron diffraction, LEED   (187 
, Pauli principle   (237 ,241-240 ,243עקרון פאולי (

250 ,253 ,266-263 ,273 ,294 ,297 ,444 ,454 ,456 ,

461 ,472 ,536 ,547 ,611 ,619 
  

 nematic phase   (604 ,634 ,644אזה נֶמָטית (פ
, phases   (20 ,144-143 ,178 ,225-224 ,244פאזות (

272 ,283 ,291-290 ,293 ,367 ,412 ,607-604 ,626 ,

629 ,634  

 hexatic phases   (606פאזות הקסטיות (
  ,topological phases   (12 ,17פאזות טופולוגיות (

383-382 ,606 
 cholesteric phases   (606פאזות כולסטריות (

 smectic phases   (605-604פאזות סמקטיות (

  ,chemical potential   (461-456פוטנציאל כימי (

522-520 ,539-538 ,558 ,577-576 ,620-619,  

623  

)   Lennard-Jones potentialג'ונס (-פוטנציאל לנארד

283 ,351 ,393-392 ,408 
)   Kronig-Penney potentialפני (-פוטנציאל קרוניג

477 ,500 
 polyhedra   (54 ,57 ,81 ,93-92פוליהדרונים (

 polyyne   (23-22 ,31 ,349 ,590פוליין (
 polymorphs   (20 ,39 ,64 ,240 ,249פולימורפים (

 polymers   (7 ,19 ,590 ,603 ,608-607פולימרים (
 fullerene   (23-22 ,222פולרין (

, phonon   (365 ,393-389 ,396-395 ,400 ,421פונון (

428 ,439 ,464 ,590 
 anti-bonding waveקושרת  (-פונקציה אנטי

function   (261 
  )  bonding wave functionפונקציה קושרת  (

262-261 
)   molecular wave functionפונקציית גל מולקולרית (

263 
 radialהרדיאלית ( (הקורלציה) פונקציית המתאם

correlation function   (14 ,16 ,610 
)   correlation function() קורלציה( מתאם פונקציית

14 ,15 
, carbon   (9-8 ,23-19 ,29 ,31 ,39 ,42 ,56 ,58פחמן (

59 ,107 ,122 ,189 ,212 ,223 ,229-228 ,243-241 ,

265 ,276-269 ,279 ,294 ,314 ,320 ,333 ,363 ,381 ,

494 ,507-506 ,590 
, inelastic scattering   (187 ,335אלסטי (-פיזור אי

375 ,392-389 ,428 
, elastic scattering   (134 ,389 ,391פיזור אלסטי (

616 
, electron scattering   (129 ,134קטרונים (פיזור אל

187 ,478 ,624  

 anti-Stokes scattering   (392סטוקס (- פיזור אנטי
 Brillouin scattering   (392פיזור ברילואן (
  ,powder scattering   (129 ,135פיזור מאבקה (

161-160 ,175 
-scattering from antiפרומגנטים (- פיזור מאנטי

ferromagnets   (399 
  scattering from surfaces   (187פיזור ממשטחים  (

  scattering fromגבישים (-פיזור מקוואזי

quasi-crystals   (129 ,187-184 
, neutron scattering   (8 ,129 ,175פיזור נויטרונים (

194-189 ,296 
  ,point scattering   (142 ,146 ,161פיזור נקודתי (

167-166  

 Stokes scattering   (392פיזור סטוקס (
 phonon scattering   (388פיזור פונונים (
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 scattering of radiation   (14 ,16 ,390פיזור קרינה (
  scattering of radiation fromפיזור קרינה מגביש (

a crystal   (235-129 
 Raman scattering   (392פיזור רמן (

, mesoscopic physics   (23 ,28פיסיקה מזוסקופית (

601 ,603 ,615 
 fluctuations   (17פלוקטואציות (

 universalפלוקטואציות אוניברסליות של המוליכות (
conductance fluctuations   (627 ,629 

, energy band   (470 ,476 ,486 ,488 ,490פס אנרגיה (

496 ,500-499 ,503-502 ,511-509 ,514 ,518,  

542-541 ,589 ,600 ,624 
  ,conduction band (  400 ,507-504פס ההולכה (

522-518 ,529-526 ,532 ,542-541 ,576 ,578 ,588 ,

593 
  ,valence band   (400 ,507-504פס הערכיות (

522-518 ,523 ,529-528 ,541 ,577-576 ,593 
 nano-ribbon   (22ננו (-פס

  ,symmetry operation   (65-64פעולת סימטריה (

93-92 ,108 
, energy gap   (471 ,477 ,479 ,491 ,505פער אנרגיה (

520 ,523 ,564 ,566 ,587 ,590 ,593 
 ferroelectricity   (11 ,72 ,88פרואלקטריות (

, ferromagnet   (20 ,73 ,86 ,91-89 ,115-114פרומגנט (

127 ,190 ,196-192 ,300-297 ,302 ,322-321,  

334-333 ,400-397 ,422 ,440 ,542 ,604 ,614 ,644 
 ferrimagnet   (90 ,428פרימגנט (

 paramagnetism   (592פרמגנטיות (
 percolation   (603 ,614-612פרקולציה (חלחול) (

 fractal   (603 ,610-609 ,615-612פרקטל (
 snow flakes   (20 ,244 ,293-292פתיתי שלג (

 acoustic solutions   (341 ,471פתרונות אקוסטיים (
  

 ,Cesium chloride, CsCl   (51-49, 57-55זיום כלורי (צ

97 ,99 ,121 ,214 ,224 ,253-251 
 nano-tube   (23-22ננו (- צינור
, Zinc Blende (ZnS)   (56 ,63 ,112-111בלנדה (- צינק

177 ,215 ,253 ,276 ,279 ,312 
  ,density of states   (379-368צפיפות המצבים (

417-416 ,420 ,427 ,428-426 ,431 ,434 ,438-437 ,

444 ,455 ,460-459 ,499 ,504 ,523-514 ,533 ,534 ,

536-535 ,540 ,569-568 ,586 ,590-589 ,592,  

599-598 ,618 ,623-622 ,631 
)   density of charge carriersצפיפות נושאי המטען (

523-514 
  

 Grüneisen parameter   (394בוע גרינייזן (ק
, Madelung constant   (246 ,249-248קבוע מדלונג (

253 ,295 ,310 

  ,lattice constants   (47 ,58 ,67 ,82קבועי הסריג (

87-86 ,89 ,113 ,115 ,159 ,170 ,177 ,184 ,196 ,

200 ,206 ,216 ,224 ,234 ,246 ,253 ,311 ,325 ,391 ,

427 ,575 ,632 
, quasi-crystals   (8 ,18 ,25 ,75-74שים (גבי-קוואזי

79 ,83 ,93 ,129 ,184 
, conductance quantum   (618קוונטום המוליכות (

623 ,631-629 
)   magnetic flux quantumקוונטום השטף המגנטי (

535 ,547 ,551 ,585 ,618 ,625 ,629 ,639 ,643,  

647 
 cumulene   (23-21 ,28 ,275קומולין (

 commensurate   (85-83 ,89סורבילי (קומנ
 qubit   (622-621קיוביט (

, Einstein approximation   (372קירוב איינשטיין (

377 ,380 ,384 ,427 ,431 ,434 
 Born-Oppenheimerאופנהיימר (-קירוב בורן

approximation   (337 
  ,Debye approximation   (371-369קירוב דביי (

379-376 ,382 ,384 ,429-426 ,434 ,438 ,464 
 Heitler-Londonלונדון (- קירוב הייטלר

approximation   (263 ,279 
, harmonic approximation   (181קירוב הרמוני (

335 ,339 ,343-342 ,350-349 ,363 ,365 ,380 ,389, 

394-392 
 Flory approximation   (612קירוב פלורי (

 Klitzing   (540-537 ,618קליצינג (
 ice   (12 ,20 ,245-244 ,293-291 ,302קרח (

 Ioffe-Regel criterion   (630רגל (- קריטריון יופה
, Lindeman criterion   (184-183קריטריון לינדמן (

225 ,235 ,284 ,338-337 ,342 ,380-379 ,382 ,384 ,

420 
)   monochromatic radiationקרינה מונוכרומטית (

129 ,135 ,141 ,160 ,163-162 ,633 
, synchrotron radiation   (133קרינת סינכרוטרון (

170 ,179 
 gel   (612קריש (
  ,X )X-rays   (8 ,11 ,24 ,65 ,129 ,133-132-קרני

163-161 ,166 ,176-175 ,187 ,191-189 ,225-222 
 Einstein relation   (631קשר איינשטיין (

, van der Waals bond   (245-243קשר ון דר ואלס (

289 
, tight binding   (83 ,87 ,244 ,444 ,471קשר חזק (

476 ,491 ,496 ,499 ,502-501 ,506 ,511 ,518-513 ,

568 ,571-570 ,574 ,590-587 ,592 ,599 ,625 ,638 ,

642 ,647-645 
, ionic bonding   (237 ,240 ,242 ,245-244קשר יוני (

253 ,264 ,266 ,277-276, 279 ,283 ,290 ,294 ,333 
 double bond   (272-271 ,275 ,320קשר כפול (
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  ,hydrogen bond   (237 ,245-244קשר מימני (

292-289 ,326 ,332  

, triple bond   (271 ,275 ,315 ,326 ,332קשר משולש (

408 
  ,metallic bond   (237 ,245-242קשר מתכתי (

273-272 ,295 
  ,co-valent bond   (237 ,242-241ולנטי (-קשר קו

245-244 ,251 ,253 ,256 ,267-262 ,270-269,  

273-272 ,277 ,278 ,279-276 ,294-289 ,316-315 ,

329 ,333 ,344 
   )pi ()-bond   (272-271 ,315 ,320 ,329 ,332- קשר

,  )sigma ()-bond   (272-271 ,275 ,315 ,320 -קשר

329 
  

 ionic radius   (250דיוס יוני (ר
, Landau levels   (532 ,537-534 ,539רמות לנדאו (

549-546 
, Fermi level   (294 ,454 ,458 ,460 ,499רמת פרמי (

504-502 ,509-507 ,514 ,522-518 ,527 ,533,  

539-538 ,541 ,549 ,557 ,589 ,600 ,631 
 renormalization   (609רנורמליזציה (

 resistor network   (613רשת נגדים (
  

  ,magnetic flux   (535 ,540 ,547טף מגנטי (ש

551-550 ,585-584 ,618 ,625 ,627 ,629 ,639,  

643-642 ,647 
, Bragg peaks   (129 ,142 ,146-145 ,156שיאי בראג (

161 ,167 ,169 ,171 ,178-173 ,181 ,184-183 ,186 ,

193-188 ,196-195 ,219 ,222 ,225 ,227, 235-231 ,

383 ,391-390 ,462 
 Evjen method   (248שיטת אוויין (

 Ewald sum   (248אוואלד ( הסכום של שיטת
 von Laue method   (163לאואה (-שיטת פון

, mirror reflection   (67-66 ,69 ,71 ,101 ,103שיקוף (

109-108 ,170 ,178 ,211 ,258 ,281 ,317 ,319,  

351-350 ,385 ,432 ,436 ,480 ,485 
  thin layers   (25 ,82-81 ,622שכבות דקות (

  

, unit cell   (25 ,29-28 ,31 ,33 ,38-35א היחידה (ת

58-40 ,62-61 ,65-64 ,70-67 ,83 ,86-85, 91-89 ,

103-94 ,105 ,108-107 ,110 ,120-112 ,123,   

124-122 ,127-126 ,140 ,150-149 ,153 ,157,  

161-160 ,167-166 ,174-169 ,180-177 ,183 ,189,  

193-192 ,196-195 ,199 ,208-202 ,213-210 ,215 ,

219 ,226 ,228 ,233 ,234-232 ,246 ,251 ,252 ,253 ,  

254-250 ,256 ,276 ,288 ,296-295 ,312-310 ,322 ,

330 ,333-332 ,348-345 ,352 ,360-358 ,368 ,373-

371 ,382 ,399 ,408 ,413 ,428-426 ,432-431 ,434 ,

437 ,439 ,456 ,469 ,491 ,501-500 ,507 ,512 ,571 ,

591 ,599 ,606 ,617 ,634 ,637 ,642 ,646  

  ,Wigner-Seitz cell   (36 ,46 ,49זייץ (- תא ויגנר

55-54 ,94 ,98-97 ,117 ,154 ,171 ,207-206 ,511 
, primitive cell   (35 ,45 ,52-50 ,58תא פרימיטיבי (

67 ,100-98 ,115, 117 ,119 ,123 ,174 ,332 
, Debye frequency   (379-377 ,384תדירות דביי (

396 ,399 ,418 ,428-427 ,434 ,439-438 
 plasma frequency   (451תדירות הפלזמה (

, cyclotron frequency   (448תדירות הציקלוטרון (

532-530 ,546 ,553 ,579 ,580 
  ,Umklapp process   (395 ,396תהליך היפוך (

526  

 kinetic theory   (395 ,445 ,451תורה קינטית (
  ,donors   (99 ,161 ,275 ,384 ,444 ,494תורמים (

506-504 ,523-519 ,529 ,536 ,540-539 ,576 ,588 ,

593 ,613 
  ,Drude theory   (441 ,453-444תורת דרודה (

463-462 ,526-525 ,555 ,603 ,623 ,626 
  ,Sommerfeld theory   (465-444תורת זומרפלד (

525 
  tri-partite   (91-90פרטיטי (- תלת

, diffraction pattern   (65 ,75-74 ,77תמונת עקיפה (

80 ,129 ,132 ,137-134 ,140 ,147 ,152 ,159 ,160 ,

164-163 ,169 ,173-172 ,176 ,179 ,186-184,  

189-188 ,194-193 ,218 ,223 
 Born-von Karmannפון קרמן (-תנאי בורן

condition   (144 ,164 ,169 ,361 ,363 
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